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MODYFIKACJA METODY ROZWIĄZYWANIA RÓWNAŃ,
W KTÓRYCH FUNKCJA CZASOWA JEST LINIOWĄ KOMBINACJĄ FUNKCJI WYKŁADNICZYCH 
O ZESPOLONYCH WYKŁADNIKACH

Streszczenie. Zastosowana w jednaj z poprzednich prac autora me- 
toda rozwiązywania równania, w którym funkcja czasowa jest liniową 
kobminacją funkcji wykładniczych o wykładnikach rzeczywistych, przy 
pomocy współrzędnych trójkątowych lub ich uogólnienia albo też w 
przypadku współrzędnych prostokątnych, nie daje się bezpośrednio 
zastosować w przypadku, gdy wykładniki są zespolone. Wprowadzono 
więc modyfikację metody, która polega na tym, by zastąpić funkcje 
wykładnicze o zespolonym argumencie takimiż funkcjami o rzeczywistym 
argumencie.

Metodę przedstawiono dla 3 oraz n+m zmiennych. Jest to metoda 
iteracyjna, przy czym jedno z równać służy do sprawdzenia popraw
ności rozwiązania i zbieżności procesu.

Geometryczna interpretacja jest w zasadzie możliwa podobnie jak 
w poprzedniej pracy autora, z tym że funkcje wykładnicze, wprowadzo
ne vj miejsce funkcji zespolonego argumentu, są zależne od odpowied
nio zdefiniowanych parametrów u, . Ponieważ w toku ęrocesu iteraCyj- 
nego wielkości uk mogą ulegać zmianie, niedogodność geometrycznej 
interpretacji polega na tym, że dla każdej wartości uk należałoby 
stosować osobną konstrukcję, ze względu na zmianę skali. Metoda mo
że być jednak stosowana również bez interpretacji geometrycznej i 
wtedy nie ma powyższej trudności.

W pracy wprowadzono podobne oznaczenia jak w pracy poęrzedniej, 
mianowicie w przypadku współrzędnych trójkątowych wielkości a.l., 
przy czym 1. są to współrzędne trójkątowe. ' W przypadku stosowania 
prostokątnych współrzędnych Kartezjuśza w miejsce a.l. można stoso
wać wielkości l/.

1. Wstęp

Równania wymienionego w tytule typu spotykamy często w praktyce. Można 
tu nawiązać do równań, rozpatrywanych w pracy doktorskiej autora [1], któ
re w przypadku rzeczywistych wykładników były rozpatrywane w kilku publi
kacjach śtttora, nawiązujących do pracy doktorskiej. Więc we współrzędnych 
trójkątowych i ich uogólnieniach [2] albo we współrzędnych prostokątnych, 
gdzie np. stosowano metodę do sprowadzenia rozpatrywania problemu oscyla
cji w konfiguracyjnej przestrzeni n wymiarowej do zagadnienia 2-wymiaro- 
wego [3, 4, 5, 6] .

W obecnym wariancie metodę rozpatrywano w nawiązaniu do teorii metody 
echa spinowego, stosowanej przy zagadnieniach paramagnetycznego rezonansu
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jądrowego. Stąd w pracy mowa o wektorze namagnesowania M, oo nie jest 
istotne dla stosowanej metody.

2. Równanie trójskładnikowe

Metoda echa spinowego polega na takim dobraniu długości impulsu pola
magnetycznego, by jedna ze składowych namagnesowania M przybrała wartość 
równą zeru lub danej wartości MQ. W tym przypadku można zastosować mody
fikację metody opisanej w [2].

Przypuśćmy, że dana jest wartość składowej Mx. Należy wyliczyć chwilę, 
w której ta wartość jest osiągana. Stosujemy rzeczywiste przedstawienie 
funkcji

M_ - M„ = A 1e-At + A ,e-5tcosiot + A ,e-Stsinu>t (1)X O X, 1 X, Ł X, J

W przypadku - M0 4 0 oznaczamy

V i  - - v > e"At

a2l2 = ÂXt2/(Mx “ M0))e"StcosiOt, (2)

a-jlj = (Ax 3/ ^  " M0))e~Stsinurt-

Z dwu ostatnich równań (2)

tgurt - (a3l3AXi2/a2l2AXł3) (3)

oraz
i

e“ ®* - Uo )/Ax ,2)2 + (a313 (Mx : X )/Ax,3)2' (4)

Czas t można wyznaczyć z jednego z trzech równań niezależnych, pod wa
runkiem spełnienia pewnych zależności między wielkościami i=1,2,3.

Mamy następujące zależności?
Z równania (1 ) na Mj - MQ

1 - a^l^ + a2l2 + a3l3 (5)
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Ponadto

-(ń/«>)arctg(a,l,A ,/a,l,A ,) ,e 3 3 x,2 2 2 x,3 = ((1^ - M0)a., 1.,/AXj.,) 16)

-(S/wjarctgU-jljA^ 2/,a212Ax, 3̂

- - Mo ^ Ax,2)2 + (a313 (Mx - Mo)/Ax,3)2' i7)

W przypadku — MQ = 0 w równaniach definicyjnych na aili (2) wy
stępują tylko wielkości A . i zależność między nimi sprowadza się doX, 1

0 « *** 82^2 a313

Układ równań (6-7) rozwiązujemy metodą iteracji, przyjmując początkowo 
dowolnie

a^l^/aglg B (3)

Poprawność otrzymanych tą metodą wartości a-|l-| i a2^2 sPI‘aw^zamy za 
pomocą równania (5)» W przypadku jego niespełnienia, zmniejszamy hib zwię
kszamy przyjętą wartość u, aż do spełnienia równania (5)»

3. Równanie o 2n+m składnikach

Przypuśćmy, że mamy równanie (np. powstałe z iteracyjnego rozwiązania 
równania różniczkowego Blocha lub Blocha Torreya)

-A, t -*t -S-|t
**x " Mo “ ^.l* + -*‘ + Ax,me + Ax, m+1e C0Bu)1t

(10)

—  + Ax,m+ne_^a^cosc>,nt + Ax,m+n+1e + —  + V 2ne ^ ““n*

W przypadku - MQ 0 wprowadzamy
“Aj t

ai1i “ (Ax,i/iMx ~ Mo ^ e » 1 “

« W n - m  “ (Ax,i+m/(Mx " V ^ ”01*003 i*’ (11)
X -Sjt

1j » (A . /(m  - K„))e sinułjta^+m+n i+m+n xti-Ma+-n'' ̂  o' i
i 1,...,n
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tg<o±t » (anH-n+i1m+n+lA*,nH-i/,am+i1m+iAxtiiH-£H-î  (12')
i 3 1 9 t> a + J flł

e"Sit - f w w i  - Mo ^ Ax,m+n+i}2 + (am+i W * x  - Mo>/Ax,m+i)2' 
i ” 1f at«f (13)
Czas t można wyznaczyć z dowolnego z równań (12), (13) w liczbie 2n o- 

ras m pierwszych równań (11). W celu otrzymania jednoznaczności, powinno 
być spełnionych m+2n równań, z których można wyznaczyć stałe (11). Mamy 
więc n-1 równań dla k ustalonego

(1/wk ) a r c t g  = (1/<o. ) a r c t g  (14)
m+k m+k x,m+n+k m+i m+i x,m+n+i

dla i k oraz 1 «; i, k < n.
Z kolei dla 1 •; i ̂  n n równań

- t s . M W t g
1 1 m+i BH-i x, m+n+i

‘1

Jedno równanie dla dowolnie obranych wartości i,k, 1 < i < m, 1 £ k c ®

-(ńi/«k)arctg V ° ^ 1̂ n +kAxtmtk 
e "+k **k x,m+n+k „ _ M0)/Ax>i (16)

Z kolei m-1 równań dla 1 $ i, k e m

O / A ^ l n i a ^  <*x - Mo>/Ax,i} * O / A ^ l n K l ^  - “o)/Ax,k) {17)

ora% jedno równanie

m+2n
1 - V  aili. (18)

i-1
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W przypadku, gdy - MQ = 0, w równaniach. (11), definiujących a^l^t 
należy pominąć - MQ oraz w miejsce ostatniego równania (18) przyjąć

m+2n
V  aiii = o. (19)
i=1

Układ równań rozwiązujemy, wprowadzając pewne początkowe wartości

_ V .ntk V n±ki , k c n (20)
K m+k m+k

Wtedy z pierwszych n-1 równań (14) otrzymujemy n-1 związków między u^.
Z następnych n równań (15) 

dla danego u^ otrzymujemy po 
jednej z wielkości aBH-i'1■m+i, 
1 < i <£ n.

Z następnego równania (16) 
wyznaczamy dla danego i z
przedziału 1 < i € m.

Z kolei z m-1 równań (17) 
otrzymujemy związki między
ai^i’ ak^k d^a 1 < 1. k <  m.

Ostatnie równanie (18) słu
ży do sprawdzenia poprawności 
obliczania. W razie niespeł
nienia tego równania rachunek 
powtarzamy ze zmienionymi od
powiednio wartościami u^.

Rys. 1. Zależność arctg x od i SP0Śród "ystępujących tu
funkcji przedyskutujemy tylko 
wymienione w równaniu (16). 

Zakładamy, że u^ zmieniają się w przedziale [o, - 00 ]. Przebieg funk
cji arctg jest monotoniczny (rys. 1), więc też przebieg funkcji wykładni
czej.

Dla u^ « 0 ta ostatnia przybiera wartość 1, dla ui » ~ 00 wartość
±(S V 2 u O
e , jeśli ograniczymy się do przedziału argumentu (0, tf/2)* W
przeciwnym przypadku należy do funkcji arctg dodać wielokrotność p̂r,
p * “ 1 j 2) • • •

Funkcja prawej strony równania zmienia się od wartości

W W i < * *  “ dla “i " 0
do wartości

+ oo dla u^— —
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4» Interpretacja geometryczne metody
i

Metoda rozwiązywania równania na - M0 jest modyfikacją metody opi
sanej w [2]. W pracy tej w celu zmniejszenia liczby wymiarów przestrzeni 
1^ wprowadzono współrzędne trójkątowe w przypadku i a 3 i ich uogólnie
nia dla przestrzeni więcejwytaiarowych. Można posłużyó się również karte- 
zjuszowską przestrzenią n-wymiarową.

Ponieważ jednak funkcje zawierające sinw^t i cosw^t nie są jednoznacz
ne, eliminujemy je, ograniczając się tylko do funkcji wykładniczych, przez 
co doprowadzamy równanie na ~ MQ do postaci podobnej do przypadku rze
czywistych wykładników pracy [2].

Mianowicie, można napisać

-5,t -S.t -Su t
Ax,m*ne 00^ i *  + Ax,m+n+ie sinuJit " e ^ m + i W  + am+n+i1m+nH-iy

^ W i W i (llr ~ Mo ^ Ax,m+n+i ^  + (V i W (M, “ Mo ^ Ax , ^ i )2' <21>
-Łt

przy czym współczynnik przy e jest funkcją parametru ui oraz

Ax,m+i / ^  - “»)•

Funkcja występująca z prawej strony równania (21)
I, 1 + u1

"i -  = ----------(22)
■̂ 1 + ( u ^ ,  m+1/AX) )2

posiada przebieg przedstawiony na rysunku 2.
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Dla = 0 otrzymujemy wartość w. *» 1
ui Bi “ Ax,m+n+l^Ax,HH-i
u  ̂ = -1  w « 0  .

oraz ekstremum dla u.̂  =. 1, równe w^ = 2/yi + (Ax „h-j.)2»
Ze zmianą czasu t wielkości a^l^ zmieniają się proporcjonalnie do fun

kcji wykładniczej, zanikającej, odwrotnie proporcjonalnie do wielkości 
IŁj - M0, która zmienia się od M(0> - MQ dla t = 0 do -MQ dla t— . Po
nadto wielkości, odnoszące się do grupy funkcji, zawierających funkcje 
trygonometryczne, należy pomnożyć przez pewną wartość w^, zwiętą z krzy
wej (rys. 2), co oznacza zmianę skali. Dla obranych więc wartości u.̂  za
gadnienie daje się rozpatrywać geometrycznie podobnie, jak w pracy [2].
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BHJ10H3MEHEKHE M ETO M  PEffiEHEfl yPABHEHHH,

BPEMEHHAfl 4>yHKUEH KOTOPOTO HBJIHETCE JIHHEhHOH KOMEHHAUHEH 

3KCnOHEHUHAjlbHKX $yHKUHH C KOMÍUIEKCHbWH 3KCII0HEHTAMM

P e  3 ¡o m e

M eio fl pemeHHS yp aB H eH aa  Óhji K cnoxb30B aH  b osH ofi a 3  npe,HRąymHx p a S o i  a s -  

T o p a  S M  c j i y a a a ,  a o r A a  $yH K u as BpeMeHH aB jiaeTCH  XKHekHHM c o a e ia H z e M  g k c iio — 
HeHuaajiBHHx $yH K uaft c  BemecTBeHHHMa 3K cnoH eH TaM z, c  H cnćjiB aoB aH aeM  i p e x -  

y ro jiB H u x  K oopAHHai a j ia  a x  oSoÓmeHHd h jih  r o s e  s ji:s  c j iy a a a  npH M oyrojitH bix K oop— 

^ H H a i , K o r^ a  HexŁ3H H enocpescT B eH H O  npaM eH aiŁ  axh  c a y a a a .  KOMiuieacHiix noica— 

a a t e j i e k .
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npeAJioxeHO BHA0H3MeHeHne MeTOAa, KOTopufl ocHOBUBaeica Ha HAee 3aMemeHHK_ 
GKCnOHeHIiHajIbHblX $yHKUHfl C K0MÜA6KCHHM apryMeHTOM TaKHMH xe jiyHKUHJUIH O Be- 
neoTBeHHHM apryMeHTOM.

MeioA npoBOAHTOa aah 3 h n+m nepeMeHHHX. 3tot MeiOA HBxaeTCH HiepauHii- 
HhlM, n p H H ë M ,  O A H O  H 3  y p a B H e H H Ü  C J i y X H T  A J I f l  n p O B e p K H  n p a B H A B H O O T H  p e œ e H H H  H

KOHBepreHUHH npouecca.
FeoMeipHHeoKoe HcioxKOBaHHe b npHHUHne b o 3m o x h o  KaK h b npeAHAymea pado- 

ie aBTopa, o leu, h t o  BKcnoHeHUHajibHne ¡JyHKUHH, BBeAëHHbie. BMecio <J>yHKium 
KOMnAeKCHoro apryMeHia 3aBHCHMu ot cooTBeiCTByœmHX napaiieipoa u^.

Tax Kax b xoAe HTepauafiHoro npoaecca BexHHHHa Moxeï H3xeHHTBCA Hey- 
AOÔo t b o  reoMeipHHeoKoil HHTepnpeiauHH 3aKjnoHaeTOH b t o m , h t o  ajih Kaamoro 3Ha- 
HeHHH Ujç HeoCxOAHMO ÔhlJIO Stl npHMeHHTB OCOfiyJO KOHCTpyKIiHK) H3-3a H3MeHeHHH 
Mâcmiaôa. B corAaean o o6o3HaHeHHHMH npeAtwynea padoin BBeAeHH napaiieipH 

, b caynae TpëxyroABHux KoopAHHaT h h x  odoSmeHHiî. B caynae npuMeHe- 
h h h  npflMoyroAbHnx KoopAHHaT Kapi'e3a BMecto Moryx 6h t b HcnoabsoBaHu o<5-
03HaHeHHH 1^.

MODIFICATION OF EQUATION SOLUTION METHOD,
WHEN THE TIME FUNCTION IS A LINEAR COMBINATION 
OF EXPONENTIAL FUNCTIONS, WITH COMPLEX EXPONENTS

S u m m a r y
Geometrical method of equation solwing, used in one of previous authors 

papers, when the time function was a linear combination of exponentials 
with real exponents, basing on triangle coordinates and their generaliza
tion for n-dimensional spaces, is unsatisfactory for complex exponents.

The proposed modification consists on the idea, to replace the exponen
tials with complex arguments by similar ones with real exponents. The 
method is demonstrated for 3 and n+m exponentials. It is based on a 
iteration algorithm, whose correctness and convergency can be verified by 
use of one of the proposed equations.

The geometrical interpretation is in principle possible, similarly as 
in the previous paper, but the exponentials (received ftom complex argument 
functions) depend on some parameters u^. The geometrical construction is 
for selected u^ possible as in the previous paper, but varies with u^, 
what is to scale variation equivalent.

In the case of triangle coordinates and their generalizations should 
be the quantities introduced (l^ - the proposed coordinates). In
Cartesian coordinates they can be replaced by 1^.


