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PEWIEN WARIANT ROZWIĄZANIA RÓWNANIA 3L0CHA-TORREYA 
DLA UKŁADÓW IMPULSOWYCH

Streszczenie. W pracy rozpatrzono jeden z wariantów rozwiązania 
równania' klocka-Torreya, opisującego zachowanie się wektora nama
gnesowania w przypadku pola magnetycznego,nieznacznie przestrzennie 
niejednorodnego, w postaci przydatnej do teorii echa spinowego (me
toda Carra-Purcella). Funkcje, opisujące natężenie pola magnetycz
nego przedstawiono w postaci

gdzie H. - stała przestrzennie składowa, AH. - powoli zmienna fun
kcja współrzędnych przestrzennych (H,3> ¿ H j  (nieduże próbki).

Po diagonalizacji macierzy, opisującej Zerowe przybliżenie, otrzy
muje się równanie dające się prosto separować, które może być roz
wiązane metodą funkcji Greena, podobnie jak w jednej z poprzednich 
prac autora.

Ze względu na złożone warunki początkowe i brzegowe, rozwiązanie 
przedstawiono w postaci sumy dwu funkcji. Równanie daje się rozwią
zać metodą kolejnych przybliżeń. W końcowym etapie następuje powrót 
do pierwotnych zmiennych.

W pracach [1, 2, 3], opierając się na uogólnionych równaniach Blocha- 
Torreya, odnoszących się do przypadku przestrzennie niejednorodnego pola 
magnetycznego, otrzymuje się następujące równanie macierzowe, opisujące 
zachowanie się makroskopowego wektora namagnesowania M, przydatne do teo
rii echa spinowego (metoda Carra-Purcella)

= H± + A Hi, i ° 0,1,2 (1)

1. Wstęp

9 M/dt - (A1 + Ag)M - V2(DM) - U 0/Tt - V 2(DXq ))H, (2)

firzy czym w przedziałach czasowych, w których załączono dodatkowe pole ma
gnetyczne Hx = H1t Hy - H2, postać macierzy A.,, A2 jest następująca
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/ H* HiH2 HlH0\

A2 = H2H1 h|  [ l / T ( H 2 +  H2 +  H | ) ] [ K ( t 0 , t 1 ) +  K ( t 2 > t 3 ) +  . . . ] ( 3 )

\ H o H 1 H o H 2  H o  /

+ ...

gdzie:

1/T = 1/T2 - 1/T15 (4)

H - wektor-kolumna o elementach 0,0,Ho, D - stały współczynnik dyfuzji, 
%Q - stała podatność magnetyczna, H ,̂ i = 0,1,2 - składowe wektora natę
żenia pola magnetycznego, przestrzennie stałe w jednorodnym polu magne
tycznym, powoli zmienne funkcje współrzędnych przestrzennych w niejedno
rodnym polu, przy czym prócz warunku (1) spełniony jest jeszcze

W pozostałych przedziałach czasowych (0,tQ), (t-ptg), ... przyjmujemy 
H-, = H2 = 0.

2. Przekształcenie równania (2) i .lego rozwiązanie

Wystarczy rozpatrzeć rozwiązanie w przypadku macierzy (3) dla jednego 
przedziału czasowego. Przepisujemy je następująco

Hi • H2 «  H0' (5)

Funkcje komutacji

K(ti,ti+i) =
1 dla ti < t < t±+1
0 na zewnątrz tego przedziału.

9M/3t - (B1 + B2)M - V 2(DM) = (X0/T-, - D72Xq)H, (7)
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gdzieś

r-1/T2 TH0 0
^ -TH0 -i/t2 O

0 0 -1/2.,+1/Ty

*AHQ -y(H2 + A H 2)
B2 “ | -«AHo 0 j(H1 + AH, ) /  +

j(H2 + AH2), -jiH, + AH.,), O

(8)

'h2 + AH^

y

IŁ,H2 + A(H,H2) H.,H0 + a (h 1ho)N̂

+ j H2iŁ, + A(HgH1) h | + a (h |) H2Hq + a (H2Hq)

'8oS1 + a (h oh i ). h0h 2 + a (h 0h 2), a h 2

• [l/T(H2 + H2 + h| + A(H2 + H2 + h|))] ,

(Xq/T1 - BV2X0)H - (Xq/T1)H + (Xq/T1 - Dv2X0)AH

(9)

(10)

Macierz B1 można prosto diagonalizować, posługując aią macierzami a0,60 
przekształceń

(1 1)M - a„M, M =O * o

/ 1* 5, o\ ii 1, -a, o \
- a , 1 , 0  , bQ = (1/2) I-a, 1 0
\o, o,- 1 /  ̂0, 0 2 /

(12)

W miejsce równania (7) otrzymujemy

ÓM/at - (B1 + b2)m - V 2 (DM) = (X(J/T1 -Dv2Xq)H, (13)

gdzie:

-1/T2 + 3TS ą,

B1 - aoB1bo -1/T2 - jTH0
1/T - 1/2

(14)
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B2 ” aoB2bo

y2 " aov2bo 3 y2

(14)

(15)

(*0/T1 - Dv2X0)H = a0U o/T1 - I*72*0) , (16)
1

Kierując się kryterium małości wyrażeń (założenia (1) i (5)), można 
napisać równanie (12) następująco

9M/at - B.,2 - v 2DM = (̂ /T-, - Dv2X0)H - BgM (17)

Jest to równanie różniczkowe cząstkowe. Wymaga się więc do jednoznacz
ności rozwiązania podania warunku początkowego i warunków brzegowych na 
ograniczeniach próbki. Ze względu na złożoność zagadnienia brzegowego szu
kamy rozwiązania w postaci sumy dwu funkcji

M - BŁ, + M2. (18)

Funkcja spełnia równanie niejednorodne, warunek początkowy i zerowe 
warunki brzegowe. Funkcja M2, odpowiednio dobrana i zależna od kształtu 
próbki, a więc od użytego układu współrzędnych, spełnia zerowy warunek 
początkowy i niejednorodne warunki brzegowe. Tę ostatnią funkcję wygodnie 
jest przedstawić w postaci sumy trzech funkcji,z których każda odnosi się 
do jednej zmiennej przestrzennej.

Po podstawieniu (18) funkcję ¡¡L, i jej pochodne przenosimy, jako znane, 
na prawę stronę równania (17). Otrzymuje się w ten sposób niejednorodne 
równanie na wyznaczenie •

diij/at - 21m1 - -2(dm.j ) - -o&2/&t + v2(dm2) + b.,m2 +

+ (*0/T1 - DV2Xo)H - B2(M1 + M2). (19)

Jako rozwiązanie części jednorodnej równania przyjmujemy funkcję Gree- 
na. Budujemy ją w postaci sumy funkcji własnych. Jeżeli wskaźniki przyna
leżne do funkcji własnych, odpowiadających poszczególnym współrzędnym, o- 
znaczymy przez k,l,m, wtedy odpowiednią funkcję czasową otrzymujemy w po
staci exp Ct, gdzieś

C - diag(-S ła-1/T2 + j7H0, A . l . m - 1^ - ^ ,  A ,  l,m + " 1/T1 >•
(2 0)
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przy czym stały składnik 5fc ^ B >0, otrzymujemy z wyliczenia operatora 
72 dla funkcji o wskaźnikach k,l,ra.

W ten sposób wpływ przestrzennej niejednorodności, opisany operatorem 
Laplace*a, występuje jako dodatkowe tłumienie funkcji czasowej.

Wygodnie jest przejść od równania (19) do równania całkowego na wyzna
czenie (x^,t)

•
8i t

M/^.t) = -f | G(xl.§l,t,t1)B2(5i,t1)(a1 + a 2)d5idt1 + 
o o

ai t _____________
+ f f o ^ . ^ . t . t ,) < (X0/T1 - D72x0)H -affl2/at + +
o o

ai
+ v 2(dS2) > dJidt1 + j G(xitJi,t)S(0)d§i, (21)

0

gdzie:
â  i = 1,2,3 - wartości krańcowe poszczególnych zmiennych,
Ji,t1 - zmienne parametry.
Operacje mnożenia funkcji fi2 i jej pochodnych przez funkcję Greena i 

całkowania sprowadzają się do przedstawienia tej funkcji przez rozwinię
cie funkcji własnych. Wobec tego

ai t
M(xitt) « M-^.t) + J j  »(*!, Ji.t.t^ < -iń^/St + +

0 0

+ 7 2(DMj) > d§idt1, (22)
I

i równanie na M ma postać

ai t
fi(x̂ ,t) = -j j" G(x^, t, t̂  )B2( ,t ̂ ) Md^dt^ +

ai. t _____________
+ J J  G(xi,5l,t,t1) < (x 0/t1 - D72Xq)H> d5idt1 +
0 0

•i
+ j G(xi,|i)S(0)d5i. (23)
0
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Równanie to można rozwiązać metodą iteracji, przyjmując jako zerowe 
przybliżenie

8i t    8i
®0(*i,t) = J J G(xi,Si,t,t1)(X0/T1 - D72Xo)Hd^dt1 + j G ^ . S ^ M i O d ^ .

0 0 0
(24)

Jako następne przybliżenie otrzymujemy rozwiązanie równanie (23), w 
którym za S w pierwszym wyrazie, pominiętym poprzednio, podstawiono funk- 
cję zerowego przybliżenia. Ogólnie, dla i = 1,2,3,...

ai t
S ^ . t )  - -J j G(xi,fi,t,t1)B2(Ji,t1)Mi_1(ii,t1)d§idt1 + M0(xift). (25) 

0 0

Powrotu do wielkości M dokonujemy przy pomocy podstawienia (11)

M . boa,

przez pomnożenie rezultatu rozwiązania równania (23) z lewej strony przez 
macierz bQ.

Istnieje również inna możliwość obliczenia. Mianowicie, przed rozwią
zaniem równania (23) przechodzimy do M przez pomnożenie równania z lewej 
strony przez macierz bQ i następnie rozwiązujemy tak zmodyfikowane rów
nanie całkowe.

W pracy [4] rozpatrywano również inny wariant rozwiązania, polegający 
na innym podziale macierzy A1 + A2 na sum! macierzy B1 + B2, prży czym

/ - 1/T2» A - A  \

- A -1/T2 A  j > (26)

~yHi 1/T - 1/^ /

po czym dalsze postępowanie jes+ analogiczne. Komplikują się jedynie 
transformacje, przeprowadzające M w £L Odpowiednie macierze oznaczono

aQ + a i (2bQ + b)/(2 +ń), (27)

przy czym macierze poprawkowe,a,b oraż wielkość A obliczono w [5].
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O.hHH -H3 BAPHAHTOB PEfflEHHfl yPABHEHHH EJIOXA-TOPPEfl
Avia HtinyjibCHHX c hCtem

s
P e s b  m e

B paóoTe paccMaipHBaeTOH oahh hs BapnaHioB pemeHHH ypaBHeHHa Bjioxa-Iop- 
pea, oiiHCHBaionero noBeneHae BeKTopa HaMarHHHHBaHM b  MarHHTHOM nose, HesHa- 
'iHTejibHo npocTpaHOTBeHHO HeoflHopoflHOM,  b  (jjopMe, cjiyscamefi a m  nono j ib  3 o Banas 
TeopHK crmaoBoro sxa ( mstoa Kappa riypcejis).

®yHKu;HH, 1 onHCHBaioinHe HHTeHCHBHOciŁ MarHHTHoro n o M  npeAOiaBseHH b bkas:

%  = Hi + ń % ,  i = 0,1,2

TĄe  -  I lp O C r p a H C T B e H H O —n o C T O B H H b lil K O M H O H eH T ,  A H .  -  M e A JieH H C  K 3 M e H f lB m a S -

c a  $ y H K u ;H a  n p o c T p a H C T B e H H b ix  t c o o p A H H a i  ( H ^ s & A H ^ ) .

Ilocjie AHaroHajiH3aunH MaipnąH, oimcHBaionefi syjieBoe npHSjiHaieHHe, nojiynaei- 
oa ypaBHeHHe, Koropoe Moscer 6 h t b  pemeHO m s t o a o m  (JyHKUHH Tpana, lar. a:e KaK h 
b oflHofi H3 npeAHAymHX pafior aBTopa. H3-3a c j io x h h x  HanajiBHHx yojioBaii pemeHue 
npeAOiaBjieHO B$opMe c jt m m l i AByx $yHKu;Hfi.

ypaBHeme m o k b t  Shib pemeHo m b to a o m  nocjieAOBaiejiLHBix npafiMaceHHS. B k o -  

H eaH O M  H T o r e  c j i e A y e T  B 0 3 B p a ą e H n e  k  n e p B o H a n a jiB H B iM  n e p e M e H H H M .

ONE POSSIBLE FORM OF BLOCH TORREY EQUATION SOLUTION 
FOR PULSE SYSTEMS

S u m m a r y
In the paper is one of possible forms of Bloch Torrey equation solutions 

regarded, describing the magnetization vector behaviour in the case of
magnetic field, a few space-inhomogenoua, in the for spin echo, theory
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(Carr Purcell method) useful form. The magnetic field intensity is in the 
form assumed

H. = H._ + A , i = 0,1,2,

where - spece-constant component, AH^ - slowly variable function of
space coordinates, (H^»AH^) (little sample).

After zero approximation matrix diagonalization,one receives any easily 
separable equation, which can be solved by Green function method, similarly
as in one of the previous authors papers.

In spite of complex initial and boundary conditions, the solution is 
assumed as sum of two functions. The equation can be with use of iterative 
method solved. Finally the primitive variables sre introduced.

/


