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J ó z e f  SZPILECKI 
I n s t y t u t  F i z y k i

ROZWIOZĄ S I E  RÓWNASIA BLOCHA-TORRETĄ METODĄ TRAKSFORMACJT HABKELA

S t r e s z c z e n i e .  W u k ł a d z i e  w sp ó łrz ę d n y c h  c y l in d r y c z n y c h  ro zw iązan o  
ró w n a n ie  B lo c h s - T o r r e y a  m eto dą t r a n s f o r m a c j i  H a n k e la . W zerowym 
p r z y b l i ż e n i u  r o z w ią z a n ie  j e s t  s u s ą  5 sk ła d o w y c h . A n a lo g ic z n ie  two
rz o n e  s ą  p r z y b l i ż e n i a  w y ż sz e g o  r z ę d u .  P rze d y sk u to w an o  ró w n ie ż  p rzy 
p a d k i p r z e j ś c i a  do o s io w e j  s y w e t r i i  i  w a lc a  n ie s k o ń c z e n ie  d łu g ie g o .

W stCP

J e ś l i  w ró w n an iu  B lo c h a - T o r r e y a  ( s k r ó t :  B . T . ) [ 1 ] w prow adzim y w sp ó ł
r z ę d n e  c y l in d r y c z n e

%

x  =  ? c o s y ,  y  = ? s i n y ,  z  =  z ,  

o trzy m u jem y  n a  sk ład o w e  p o la  m a gn e ty czn e go

H ? =  Ł j  s i n  ( 4 5 °  +  » ) ,  

H ? =  H1 Y 2 1 c o s  ( 4 5 °  +  ? )  ,

=* = V

(1)

W prow adzenie i c h  do ró w n an ia  B .T .  d a je  ró w n an ie  o  p e r io d y c z n ie  zm ien
n y ch  w sp ó łc z y n n ik a c h  w f u n k c j i  k ą t a  f ,  pod obne do ró w n a n ia  o  cza so w o  pe
r i o d y c z n i e  zm ien n y ch  w sp ó łc z y n n ik a c h . B a je  s i e  ono sp r o w a d z ić  do p o s t s c i  
o w sp ó łc z y n n ik a c h  3t a ł y c h  i  n a s t ę p n ie  p r z e z  d i a g o n a l i z a c j e  m a c ie r z y  B lo 
c h a  B , o t r z y m u je  s i e  ró w n a n ie

1 1

Ą t / a t  -  W  fl  =  e
_ - d i a g ( s . , 8„ , a - , ) t  _

fl =  e  1 2  3 (X /T  -  v  D I )H +
o  1

- d i a g ( s 1 , s ? , s 3 ) t
a  e 0

\ l  °
0 , ł Hil

°
0 , b +

L \ - 1 H1 • 0 , 0 ; -

d i a g ( s 1 ,B 2 , a j ) t
W

(2)
p o d o b n ie  j a k  w p r a c y  [ 1 ] .  O z n a c z e n ia  j a k  w p r a c y  [ 1 ] .
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W arunki b rzeg o w e

r  = a 1 , (1= i ,  i » ,  ,z ,< f )  ,

z = a 2 / 2 ,  fX= f 2 ( r , a 2 / 2 , ^ )  ,

z = - a 2/ 2 ,  fi = f 3 ( r , - a 2/2 ,< p ) , (3 )

<p = 0 = a 3 , {1 = f 4 ( r , z ) ,

t  = 0 ,  jl = f ^ ( r , z , ę ) ,

F u n k c je  f ^ r . z . c p ) ,  i  = 1 , 5 t a k i e ,  by  d a l s z e  o b l i c z e n i e  miały s e n s ,
co  d a je  s i ę  z r e a l i z o w a ć ,  p o n ie w aż  p r z e d s t a w i a ją  one w ie l k o ś c i  f i z y k a l n e .

Zerow e p r z y b l i ż e n i e

R ów nanie zerow ego  p r z y b l i ż e n i a  p o s i a d s  n a s t ę p u j ą c ą  p o s t a ć

■ i a / a t  -  o [ a 2 / a r 2 +  d / r j a / a r  + a 2 / a z 2 + ( i / r 2 ) o 2 / 0 ? 2 ] j ' P  =

- d i a g ( s . , s , , s , ) t  o
=  e 1 2 3 ( \ / T 1 -  7 2DXq )H (4 )

P rzy jm u jem y  r o z w ią z a n ie  w p o s t a c i

(i=  | i1 + (i2 +  n-3 +  (i4 + (5)

g d z i e :
(11 -  r o z w ią z a n ie  ró w n a n ia  j  'd n o ro d n e g o  z w arun kiem  brzegow ym  d l a  r ,
}X2 -  r o z w ią z a n ie  ró w n a n ia  j e in o ro d n e g o  z w aru n k iem 'p o czą tk o w y m ,
[l3 -  r o z w ią z a n ie  ró w n a n ia  je d n o r o d n e g o  z w arunkiem  d l a  z ,
H4 -  r o z w ią z a n ie  ró w n a n ia  je d n o r o d n e g o  z w arunkiem  brzegow ym  d la  f  ,
{1  ̂ -  r o z w ią z a n ie  ró w n a n ia  n ie je d n o r o d n e g o  z zerow ym i w aru n kam i.
C a łe k  ró w n a n ia  je d n o ro d n e g o  szukam y w p o s t a c i  n a s t ę p u j ą c e j

{1= F ( r , t >

sh o t(a2 / 2  -  | z  | ) / s h « 8 2/2 ' s i n  21'It'9’/ a ,
( 6 )

c łu *z /c h « a 2 / 2  c o s  2W <P/a3

W p ro w ad za jąc  o z n a c z e n ia

£  = r a  p = 2 U T /«3 (7 )



otrzym ujem y na w y z n a c z e n ie  f u n k c j i  F  n a s t ę p u ją c e  ró w n a n ie :

j o / D « 2 ) 3 / a t  -  [ a 2/ a ? 2 +  0 / ? ) 9 / a ę  -1 +  t i / ? 2)p2 jj- ? (ę ,t )  =* o (8)

J a k o  r o z w ią z a n ie  ró w n a n ia  (8 )  p rzy jm u jem y  f u n k c ję  B e s s e l a  1 r o d z a ju  p
rz ę d u  O z n a c z a ją c  F ( ? )  -  R ( 9 ) ,  wprowadzamy t r a n s f o r m a t ę  H an k ela

f 1
R ^ )  »  J  J p i a ^ ^  -  0  (9 )

0

T ran sfo rm u je m y  ró w n a n ie  (8 )

[ ( l / D « 2 ) d / d t  +  ś 2 -  l ] R j  -  - a 1 § i f 1 ( a ^ z . ^ j J p U ^ i )  CO)

R o zw iązan iem  c z ę ś c i  je d n o r o d n e j  j e s t  f u n k c ja

-  D «2 (5 2 -  D t  
R j i J i i  -  e _ C O

R o zw iązan ie m  ró w n an ia  n ie je d n o r o d n e g o  z zerowym w arunkiem  początkowym  

j e s t  n a s t ę p u ją c a  f u n k c ja

-  D «2 (§ ?  -  1 ) t
R j i ^ )  = (A /D «2 ) ( $ ?  -  1 ) ( 1  -  e 1 ) ,  (12 )

g d z i e  s t a ł ą  A wyznaczam y z ró w n an ia

- a 1 5 i f 1 (8 l > z > ^ J p^a 1 $ i^  "  A s h « ( a 2/ 2  -  |z | ) / s h « a 2/2 - s in 2 B r < P /a 3 , (13 )

o b l i c z a j ą c  t r a n s f o r m a t ę  ró w n a n ia  (1 3 )  z e  w zg lę d u  na !  i  f  .

a 2 a ,3
V  c

R o z w ią z a n ie  r ó w r ^ a ia  B I o c h a - T o r r e y a . . . ________________________________ H

- j 7 . J ai (ai f2»?) J,p(ai §̂ )[ sh«(a2/2 - |z| )/

a2 0 

' r T  3
/e h « ( a 2/2 ) ] s in ( 2 1 ł '9 / a 3 )dz dj> «  A f  j- [ s in 2 (2U Tf/a3 )]

J  n _a 2
~ ł °

[sb2a(a2/2 - [aj )/sk2flt(a2/2)] dz d(p. (H)
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O dw rotna do (1 2 )  t r a n s f o r m a t a  ( f u n k c ja  c z a so w a )

R ( t f ? )  =  ( 2 / a f ) V  [ J p i ę f i J / f j p l ę i i ) ]  2] [A /D «2 ( | f  -  1 )][(1  -  e -D*  ^  ^

' 1 (1 5 )

R o z w ią z a n ie  p o s i a d a  n a s t ę p u ją c ą  p o s t a ć

^  - (2 /a2) V  [ j p ( ? i 1 ) / [ j ' ( ę i i ) ] 2][Asin2l7r<f/a3/

o o nr T -D a2 U ?  -  1 ) t
/D a  (§ Ł -  l ) ] [ s h a ( a 2 / 2  -  |z| ) / s h a a 2/ 2 ] ( 1  -  e ) (1 6 )

T r a n s fo r m a tę  r o z w ią z a n ia  fl2 “ ° ż n a  n a p i s a ć  w p o s t a c i

. . -D a 2 ( § 2 -  1 ) t  r .
= f 5 z . y ) e sin(2Uf!f/a3)[ sha(a2/2 -  |z| ) / sh a (a 2/2 ) J  (17)

g d z i e :

___________  ' r 1
-  J  ę f 5 ( ? , z , ‘P ) Jp ( ? § i )d '2 ( 2 / a 3 )  .

f 3 T ’
J  s i n ( 21ir ’f / a j ) & 'P  f  [ s h « ( a 2/2  -  |z  | ) / sh c c (a 2/ 2 )|dz 
0 a 2

-  T

T

/ J  [sh^*(a2/2 -  |z |  )/8h2a(a2/2)]dz. (1 8 )

a 2 
-  T

P r z e j ś c i a  do f u n k c j i  c z a s o w e j można d o k o n ać , z n a jd u ją c  od w ro tn ą  t r a n s 
fo r m a tę  do

».2 / f 2■D «*(§ J -  1 ) t



R o z w ią z a n ie  ró w n a n ia  B l o c h a - T o r r e y a . .  « 12
w ed łu g  w zoru

R ( ? , t )  = ( 2 / a 2 ) V  2Jp (Ç ^ ) /  [jp (ę^)] 2 (2 0 )
i

3 c e l u  z n a l e z i e n i a  t ra n s fo rm u je m y  f u n k c je  f  ̂  ( 9 ,  ÿ )  i  po p rz e 
k s z t a ł ć  e n ia c ł i  o trzym u jem y

O V r 1 p-I — — 1 ) t
h -  ]e

i , l

{ [U  +  32/ 2 ) / a 2] f 2 ( ? , a 2/2 ,y )  -  [(z  -  a 2/ 2 ) / a 2] f 3 (Ç ,- a 2/2 ,J> ) j

[ch «z /c h a¿2/ 2 ]  s in ( 2 n r ^ a 3) ,  (21)

g d z i e  t r a n s f o r m a t y  f 2 ( ę , ‘P) i  f 3 ( 9 ,9 )  s ą  tw o rz o n e , p o d o b n ie  j a k  w ( 1 8 ) ,  
t y l k o  z e  w zg lęd u  na zm ien n e ę , <p .

P o d o b n ie  wyznaczamy

(I4 =  < 2 /a 2 ) £ [ J p ( ? ^ ) / [ j ; ( ? § i ) ]  2] e _Dft v § i " 1 H  •

» i , l

f 4 (Ç ,z)co s2 1 irS /a3 [ sh a (a 2/2  -  |z| ) / s h « a 2/2 ]  (22)

g d z ie :
^4 z ) -  tran sform aty  ze względu na z .  

a r e sz c ie  rozw iązan ie

h  -  i 2/ a ? > I ] [ j p (? § i > / K (? S i ) ] 2 ] ( i  -  e ’ D<* ’  1 ) t >
i , l

d ia g ( s 1, s ? , s , ) t  -  _
e [ d® ( J ± -  1) -  d ia g ( s 2, s 2, s 3 )J

(Xq/T-) -  v 2 DZ0 )H a in 2 H r ÿ /a 3 ) [ s h a ( a 2/ 2  -  |z| ) / s h a ( a 2/ 2 ) ]  ,

g d z i e : ______________

< V T1 “  tran 8 :f,o r in a ta  z e  w zg lę d u  na Ç ,z ,ç p , o b l ic z o n a  pod ob n ie
j a k  w ( 1 8 ) .
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D a l s z e  p r z y b l i ż e n i a

P o d o b n ie  p o s tę p u je m y  p rz y  d a l s z y c h  p r z y b l i ż e n i a c h .  O trzym ujem y r o z w ią 
z a n ie  Mg, u w z g lę d n ia ją c  p o m in ię ty  w yraz p ra w e j s t r o n y ,  z a w ie r a ją c y  jju  Za • 

(I p o d staw iam y  r o z w ią z a n ie  p o p r z e d n ie g o  p r z y b l i ż e n i a .  W arunki przy jm u jem y  
z e r o w e .

In n e  p r z y p a d k i

W p r a c y  r o z p a t r z o n o  n a j o g ó l n i e j s z y  p rz y p a d e k  z a l e ż n o ś c i  od t r z e c h  współ

r z ę d n y c h .  R o z w ią z a n ie  p rz y  n ie z n a c z n y c h  m o d y f ik a c ja c h  może b y ć  ró w n ie ż  
z a s to s o w a n e  w p r z y p a d k u , gdy  mamy z a l e ż n o ś ć  od  m n i e j s z e j  i l o ś c i  zm iennych .

W p rz y p a d k u  o s io w e j  s y m e t r i i  ( n i e z a l e ż n o ś ć  o d  k ą t a  <f) p = 0 , w r o z w ią 
z a n iu  w y s t ę p u je  f u n k c ja  J 0 ( ę ) .

W p rz y p a d k u  n ie s k o ń c z e n ie  d ł u g i e g o  w a lc a  o o s io w e j  s y m e t r i i  ( n i e z a l e ż 
n o ść  od  z i  <p ) w y s t ę p u je  f u n k c ja  J Q( r ) .  N ie p o t r z e b n e  j e s t  p r z e j ś c i e  
do 9 .
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HANKEL TRANSFORM SOLUTION OF BLOCH-TORREY EQUATION 

S u m m a r y

B lo c h - T o r r e y  e q u a t io n  i n  c y l i n d r i c a l  c o o r d i n a t e s  w as by H an k el t r a n s 
fo rm  m ethod s o l v e d .  I n  O -th  a p p r o x im a t io n  i s  t h e  s o l u t i o n  t h e  sum o f  5 
co m p o n e n ts . The h ig h e r  o r d e r  a p p r o x im a t io n s  a r e  s i m i l a r l y  fo rm e d .

Two o t h e r  e a s e s s  o f  a x i a l  sym m etry  an d  o f  i n f i n i t e l y  lon g  c y l i n d e r  w ere 
a l s o  d i s c u s s e d .


