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ROZWIĄZANIE RÓWNANIA BLOCHA-TORREYA METODĄ CAŁKI FOURIERA

Streszczenie. W przypadku jednej z postaci równania Blocha Tor- 
reya,dyskutowanych w poprzednich pracach autora, podano rozwiąza­
nie równania metodą całki Fouriera w współrzędnych prostokątnych 
x,y,z, użyteczne w zasadzie także w innych przypadkach przedstawie­nia równania Blocha Torreya.

Jeden z wariantów przedstawienia równania Blocha-Torreya (.dalej: B.T.), 
rozpatrzonych w [1] , prowadzi do następującego równania

Wstęp

3M/3t - B^M - V 2 (DM; - Uo/T., - v 2D*0)H +

(1 )

gdzie:

/- 1/T2, tH0 0 \

B1 “ -TSo -1 /T2* 0
0 0 -1/T J

(2)

H2 H,H2, HlH0 '
ą2 - h2h,, h2, h2h0 1/[T(H2 + H2 + H2)] (3)

Składowe pola magnetycznego przyjęto w postaci 

• ̂  H± + AHif i - 0,1, 2 (4)
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gdzieś
- składowa przestrzennie stała,

AH^ - powoli zmienns funkcja współrzędnych przestrzennych,
M - wektor namagnesowania,
D - f:tały współczynnik dyfuzji,
%  - stała podatność magnetyczna,
T1 - czas relaksacji,
ri - wektor-kolumna o elementach (0,0,HQ).

W macierzy A A,, analogicznie zbudowanej jak B1, występują jako elementy 
A H ± .

Przy oomocy przekształcenia [1] I

Sf « a0M, M = b0®[ (5)

diagonalizujemy macierz B 1 (s^, i ■» 1,2,3 - wartości własne)

0M/at - diagls.,,s2,s3)M - v 2DM = CXQ/T1 - V 2DXq)H +1 «°2* 3

7 °
+ a0 0

. W  "u

(6 )

Wyrażenia w macierzy prawej strony przyjęto małe: AH^<d
w całym obszarze (małe wymiary próbki).

Przy pomocy przekształcenia

diag(s ° o 1+
(7)e

otrzymujemy na fj nowe równanie

dfi/at - V 2 (D|l) = e
—d i a \ 3 w , Sp» 8-3)1»1 9 2 9 3 (%0/'T1 - v 2DX0)H +

e (8)

A

Równanie (8) rozwiązujemy metodą kolejnych przybliżeń, metodą całki 
Fouriera we współrzędnych prostokątnych x,y,z. W zerowym przybliżeniu po­
mijamy z prawej strony wyrażenie, zawierające fi , oznaczone dalej P(t,x,y,z).
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Rozwiązanie zerowego przybliżenia 

Rozwiązanie przyjmujemy w postaci następujące;,

M- Mi + + h '  [9)

gdzie*
- rozwiązanie równania jednorodnego, spełniające warunki początkowe 

i zerowe warunki brzegowe,
(i- - rozwiązanie równsnia jednorodnego, spełniające zerowe warunki po­

czątkowe i niejednorodne warunki brzegowe, 
m  - rozwiązanie równania niejednorodnego, spełniające zerowe warunki 

początkowe i brzegowe.
Ogólna postać rozwiązania równania jednorodnego w obszsrze nieskończo­

nym

00 O©
0/21T) 3 /  ... j e pt + j* (x “ S) + ~ Yl) + 3,t* ' 5}d«d**łd5dtd$

-OO -OO (10)

jeśli spełniony jest warunek
/

q  + D(ft2 + /J»2 + fl2 ) “ °*

Ze względu na niejednorodne warunki brzegowe przyjmujemy skończoną 
transformację ze względu na współrzędne x,y,z, więc

(U1 = V  e?t (8/a1a2a3)sin(łfllx/a1 )sin(liry/a2)sin(mirz/a3)'
k,l,m 

a 1 ? 2 a 3
j | f ftx,y,z)sin(lsn'x/a1 )sin(l1fy/a2)sin(ntirz/a3)dxdj'dz (1 2 )
0 0 0

f

gdzie*
f(x,y,z) - początkowa wartość rozwiązania, 
a^, i-1,2 , 3 - wymiary próbki.
0 występujących w zagadnieniu funkcjach f, f^ zakładamy, że spełniają 

warunki Dirichleta i zaznaczone działania mają sens.
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Z warunku (11) wynika, że ? < O, wtedy [2]«

| e“ 1̂ 1 S ^ d t  = 1/(191 - jco),
O

[ (1/(191 - jw))dco- 2ffe~l?|t.
CO (13)

Rozwiązanie otrzymujemy, przedstawiając wyrażenie prawej strony
równania w postaci całki Fouriera, spełniającej zerowy warunek początkowy 
i zerowe warunki brzegowe, Wykorzystujemy przy tym fakt, że funkcję cza­
sową można przyjąć w postaci

Uzupełniając jej dafinicję wartością 1/2 dla t = 0, otrzymujemy rozmy­
ty przebieg, zerujący się jednak w najbliższym sąsiedztwie wartości t = 0, 
co może być przyjęte za fizykalnie dobrą aproksymację.

Z kolei szukamy rozwiązania równania niejednorodnego tej samej postaci, 
jak wyrażenie prawej strony (ze stałą proporcjonalności Ł|), która spełnia 
warunek

e e-9-1* 3?2t dla t > 0
(14)

0 t < 0

o transformacie Fouriera

j/ ^ 2 i r ( ? 2 + co + j^). (15)

1̂ ,k,l,m “ ?1 + j?2 “ ^ [(ku/a 1)^ + (lir/a2)2 + (mir/a3)2] 4 0 (16)

Daje to

CO

Z  j •“J*rtd»(J/(92 + <0 + ^ ^ / K l . k . i . m ) '
k,l,m -oo t

sin(kffx/a1 )sin(Dry/a2)sin(9 z/a3) (8/a.,a2a3) •
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Funkcja fig może być dowolna, byle spełniała zerowy warunek początkowy 
i niejednorodne warunki brzegowe, np. dla współrzędnej x można ją przyjąć 
w następującej postaci:

U  - x/a1 )f1 (0,y,z) + (x/a1 )f2 (a1 ty,z), (18)

gdzie:
fi - znane funkcje, określone przez warunki brzegowe.
Podobnie można przyjąć dla pozostałych zmiennych.
Po podstawieniu do prawej strony równania, otrzymujemy (dla prostoty) 

dla składowej x

- V  jÇptf p p 9 0
e e l " (_?1 + + S(d /9y + 9 /3z ) '

■ [(1 - x/a1 )f1 (0,y,z) + (x/a1 )f2 (a1 ,y,z)|| (19)

i podobnie dla pozostałych składowych.
Funkcja prawej strony, spełniająca warunki brzegowe, będzie złożona z 

trzech funkcji, z których każda spełnia jeden niejednorodny warunek brze­
gowy i dwa pozostałe warunki brzegowe zerowe.

Znajdujemy transformaty Fouriera tych funkcji i następnie szukamy ana­
logicznie zbudowanych rozwiązań równania niejednorodnego.

Otrzymujemy w ten sposób następującą postać rozwiązania

00

lL2 " "R f e“^aJtda)sin(lTy/a2)sin(mrz/a2) (4/a2a^)
k,l,m - w

a 1
f  T  82 a3
J  e^u t d t  ( | j" s i n ( l ,r y / a 2 ) s i n ( m i r z / a 2 ) c o s ( 2 k n ' x / a 1 ) •
O 0 0 0

• [D(32/3y2 + 92/0z 2) - ( ? 1 + j??)] •

■ [(1 - x/a1 )f1 (0,y,à) + (x/a1 )f2 (a1 ,y,z)] e e 2 (1 /Kij k 1 n)dxdydz ...
(2 0)

We wzorze (20) wypisano explicite tylko część odnoszącą się do funkcji 
spełniającej warunki na osi x. Kropkami zaznaczono, że należy jeszcze wy­
pisać analogiczne wyrażenia dla pozostałych osi współrzędnych.

Łj - stała obliczana analogicznie jak w przypadku funkcji ff-j.
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Przybliżenie pierwsze i dalsze

W pierwszym przybliżeniu uwzględniamy z prawej strony równania (8) je­
szcze wyrażenie oznaczone wyżej P(t,x,y,z), w którym w przypadku pierwsze­
go przybliżenia podstawiamy przybliżenie zerowe za fi, w dalszych zaś przy­
bliżeniach (np. i-tym) rozwiązanie o wskaźniku i-1. Następnie dodatkowe 
wyrażenie przedstawiamy w postaci całki Fouriera, spełniającej zerowe wa­
runki? początkowy i brzegowe i podobnie jak w przypadku znajdujemy od­
powiednie rozwiązanie. (-b.+s )t

Ponieważ w elemencie (i,k) rozwiązań występuje czynnik e i k , przez 
odpowiedni dobór funkcji czasowej zapewnimy zbieżność odpowiedniej całki.

Mnożąc otrzymane rozwiązanie na (X z lewej strony przez eidias(s1> 83) t 
i aQ, wracamy do pierwotnych zmiennych M. Ponieważ różne, rozpatrzone po­
przednio warianty, różniły się jedynie postacią macierzy , można metodę 
stosować także w innych wariantach [1, 3].
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PEEJEHHE yPABHEHKH BJI0XA-T0PPEH

METODOM ITPEOEPA3OBAHHfl HHTErPAJIbKOrO 4>yPbE

P e 3 k> m e

B cjiyaae oahoto h3 Bn,noii3MeHeHnił ypaBHeHHH Bjioxa-Toppea paccuoTpeHHux b 
npeAaaymHX p aó o iax  aBTopa, ncnojiŁ30BaH Meio^ npeoÓpa30EaHHs HmerpajibHoro 
4ypbe b npaMoyroJiBHbix KoopflHHaTax x » y . z ncnojiB3yeMHx b npHKiwne ,h,jm  kpyrzx 
cjiy^aeB ypaB neraa Ejioxa—Toppes.,

FOURIER TRANSFORM METHOD OF BLOCH TORREY EQUATION SOLUTION 

S u m m a r y

In the case of one of the in previous paper discussed form of Bloch 
Torrey equation representation was the Fourier transform method of solution 
in x,y,z coordinates given, usefull on principle also for other forms of 
Bloch Torrey equation representation.


