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NIESTABILNOSC MASYWU SKALNEGO

Streszczenie. Ogdlna teoria katastrof zostata stworzona w latach sze$édziesigtych prze
matematyka francuskiego Thoma. Jest to teoria dotyczaca probleméw osobliwosci, a zastoso-
wana w nauce bezposrednio operuje na wiasnosciach nieciggtosci. W zastosowaniach prak-
tycznych teoria katastrof moze poszczyci¢ sie wieloma sukcesami w mechanice, fizyce, sej-
smologii i innych dziedzinach. Wiele nieciggtych zjawisk, ktére przed jej powstaniem byty
niemozliwe do wyjasnienia, moze by¢ opisywanych w ramach teorii katastrof, a przewidywa-
ne z jej uzyciem zjawiska doskonale zgadzajg sie z rzeczywistymi. W wielu przypadkach teo-
ria katastrof rzucita nowe Swiatto na opisywane przez nig problemy. Nagta zmiana deformacji
skat, spadek naprezen i wyzwolenie energii w niestabilnych procesach trzesien Ziemi badz
wstrzgséw goérniczych zostaty omowione w prezentowanym artykule.

AN INSTABILYTY MODEL OF ROCK MASS

Summary. General Catastrophe Theory, established by the French mathematician Thom
in the late sixties, is a theory about singularities which, when applied to scientific problems,
deals with the properties of discontinuities directly. As the theory aimed at application, Catas-
trophe Theory has achieved great success in mechanics, physics, seismology and many other
fields. Many discontinuity phenomena, which have been mathematically intractable, can now
be dealt with by Catastrophe Theory, and the predicted results from the catastrophe analysis
agree very well with experimental results. In many cases Catastrophe Theory throws new light
on the problem. Sadden jump of rock deformation, stress drop and energy released in the un-
stable process of earthquake or rockburst in mine are studied in this paper.

1. Elementy ogdlnej teorii katastrof

Teoria katastrof znalazta szerokie zastosowanie w mechanice, biologu, sejsmologii i in-
nych dziedzinach nauki. Jej gtéwne zadanie polega na odnajdywaniu wptywu parametréw

kontrolnych uktadu na nieciggte, katastroficzne zmiany jego stanu. Parametrami kontrolnymi
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nazywamy takie fizyczne parametry, ktére decydujg o jakoSciowych zmianach w przebiegu
opisywanych zjawisk. W typowym przypadku, zmieniajacy sie wraz z czasem t stan uktadu

[dla ustalenia uwagi mozna sobie wyobrazaé, ze stan uktadu dany jest przez zespét funkcji
opisujgcych potozenie punktu. ) x T =[xt,x2,---,xn) jest opisywany zespotem réwnan ewolu-

cyjnych

m
dt

w  ktéorym zesp6t parametrow kontrolnych mozna Kkrotko oznaczy¢ jako wektor
At = (ApAj,---, Am) pewnej m-wymiarowej przestrzeni kontrolnej C. Wektory x nalezg do

pewnej n-wymiarowej przestrzeni stanu S.
Bardzo wazne we wszystkich dziatach nauki sg tzw. uktady zachowawcze, tj. takie, dla kto-
rych istnieje potencjat V, czyli taka funkcja zmiennych stanu uzalezniona od parametrow

kontrolnych, ze

Zadaniem teorii katastrofjest wskazanie takich warto$ci parametréw A , oraz takich wartosci
X, przy ktérych rozwigzania uktadu réwnan ewolucyjnych (2) zmieniajg sie jakosciowo. Dla
realizacji tego celu nie jest konieczne rozwigzywanie uktadu (2). Wystarczy prze$ledzi¢ pew-
ne szczeg6lne cechy potencjatu V, aby odnalezé wszystkie osobliwos$ci jego rozwiazan. Zwy-
kle, potencjat uktadu jest przedstawiony przez skomplikowang funkcje zmiennych stanu, co
znacznie utrudnia proces badania zachowan réwnan ewolucyjnych. Dla ominiecia tych trud-
nosci mozna rozwingé¢ V w szereg Taylora woko6t pewnego ustalonego punktu x °, ucinajac go
na kilku wyrazach rozwiniecia. W ten spos6b dalszej analizie poddawane sg wielomiany od-
zwierciedlajace lokalne wiasno$ci potencjatu.

Wyrazone zwigzkiem (2) funkcje F; sg sitami. Uktad znajduje sie w réwnowadze, jesli
wszystkie dziatajgce na niego sily zerujg sie. Z okre$lenia rownowagi wynika, ze mozemy
skonstruowaé pewng powierzchnie r6wnowagowa M w n-wymiarowej przestrzeni S, na ktérej
znajdujg sie wszystkie mozliwe stany uktadu. Powierzchnie M opisujg rozwigzania uktadu

réwnan algebraicznych
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Z uwagi na (3) M zbudowana jest ze wszystkich punktéw ekstremalnych potencjatu V oraz
punktéw siodtowych i innych punktéw zdegenerowanych. Wszystkie punkty osobliwe moga
by¢ wydzielone z powierzchni réwnowagowej, gdyz wyznacznik drugich pochodnych (Ha-

sjan) V w tych punktach musi sie zerowac¢

det(tf(V)) = o 4
dav dav dav
d xf dx,dx2 d X\dxn
dav dav dav
m - dx2d xn
®)
dav dav dav

gxndxt  dxndx?2

Punkty osobliwe tworzg pewien obszar bifurkacji B. W punktach obszaru B rozwigzania
uktadu réwnan ewolucyjnych (1) maja kilka gatezi o istotnie réznych jakosciowych wtasciwo-
$ciach.

Zamiast rozwigzywania uktadéw skomplikowanych réwnan rézniczkowych teoria kata-
strof zajmuje sie znacznie prostszym zadaniem polegajgcym na badaniu osobliwos$ci po-
wierzchni stanu M. Nalezy wiec znalez¢ M, co wymaga rozwigzania uktadu réwnan algebra-
icznych (3). Nastepnie poszukuje sie obszaru bifurkacji B, co wymaga rozwigzania uktadu
réwnan algebraicznych (4). Obszar bifurkacji rozdziela M na kilka czesci, w ktérych rozwia-
zania ewolucyjnych réwnan rozniczkowych (1) maja istotnie r6zne wiasciwosci. Zarébwno
obszar M, jak i B opisywany jest funkcjami od zmiennych stanu x i parametrow A . W wyni-
ku eliminacji zmiennych x z tych wyrazen dostaje sie zwigzki, jakie muszg spetnia¢ parametry
A , by rozwigzania uktadu réwnan ewolucyjnych nalezaty do poszczeg6inych fragmentéw M.
Badanie osobliwosci powierzchni w dowolnych, n-wymiarowych przestrzeniach nie jest jed-
nak prostym zadaniem. Dlatego matematycy wyszczeg6lnili pewne prostsze przypadki kata-

strof majagcych znaczenie praktyczne. Wiecej szczeg6téw na ten temat mozna znalezé w wy-
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danej po polsku pracy Awrejcejewicza (1996). Dla naszych celéw wystarcza przesledzi¢ jedng

Z nich.

Katastrofa typu A3

Rozpatrujemy mozliwe zachowania uktadu opisywanego potencjatem

V(X,A,,A2) = -AX* +-"AX2+AX.

Rozpatrywany uktad opisuje jeden parametr stanu x oraz dwa parametry kontrolne. Zgodnie z
(3) i (4) dostajemy:
- Powierzchnia r6wnowagowa

X3+ A+ A2~ 0. 2
- Powierzchnia bifurkacji

3x2+A, = 0. ®)

Powierzchnia bifurkacji redukuje sie do jednego punktu, w ktérym

Po wyeliminowaniu ( korzystajgc z (s) ) parametru A, z wyrazenia (7) otrzymuje sie

A2=2x3 (10)

z czego dostajemy

Z poréwnania wzorow (11) i (9) mozna uzyska¢ rownanie opisujgce zbiér punktow bifurkacji

w dwuwymiarowej przestrzeni parametréw kontrolnych
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Obszar ptaszczyzny (ta, ta) krzywa (12) rozdziela na dwa podobszary

Rys.1. Rozdziat ptaszczyzny parametrow
kontrolnych katastrofy A3

Fig 1. The plain of Aj catastrophe control
parameters

W zakreskowanym obszarze parametréw kontrolnych potencjat katastrofy Ar ma trzy ekstre-

ma, dwa minima lokalne rozdzielone przez jedno maksimum lokalne. Dla warto$ci parame-

tréw tai, ta spoza tego obszaru potencjat ma tylko jedno minimum lokalne i punkt przegiecia.

2. Niestabilno$¢ masywu skalnego

Wytrzymate skaly otoczenia odziatywujgna ostabiong cze$¢ gdérotworu sitami sprezystymi

F = ksus (13)

gdzie symbolu s indeksujgcego statg sprezyny ks reprezentujgcej skaty otoczenie i ich prze-
mieszczenia usuzyliSmy dla podkreslenia sprezystosci tych sit. W obszarze przysziego zrédta
wstrzasu skaly sa czeSciowo zniszczone tak, ze sity w tym obszarze nie sg proporcjonalne do
deformacji. Dla przyblizonego okreslenia zwigzku miedzy naprezeniami a i odksztatceniami
e mozemy przyja¢, ze odksztatcenia sprzezone z lokalnymi defektami osrodka podlegaja roz-

ktadowi Weibulla
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A m-\ (14)

gesto$¢ prawdopodobienstwa f znalezienia odksztatcern e wyraza sie przez $rednie odksztat-
cenia mas skalnych w obszarze Zr6dta£0, a m jest stala materiatowa, tzw. parametrem
ksztattu. Interesujgcg nas relacje <T(e) mozna uzyska¢ za pomocag mechaniki zniszczenia.
Szczegb6towy przeglad tej teorii mozna znalez¢ w pracy Lemaitre (1992), tutaj ograniczymy
siejedynie do naszkicowania podstawowej idei mechaniki zniszczenia.

Sita F dziatajaca na zdefektowang préobke wywotuje naprezenia efektywne
a' przewyzszajace naprezenia a rozumiane tradycyjnie jako stosunek sity do powierzchni S
jej dziatania. Jedli bowiem wyobrazimy sobie powierzchnie w zdefektowanym materiale, to
pewna jej cze$¢, rowna powierzchni wszystkich defektéw przecinajagcych pomyslang po-

wierzchnie, nie bedzie przenosita oddziatywan mechanicznych.

Rys.2. Powierzchnia S geometrycznego przekroju prébki zostaje
zmniejszona o powierzchnie S wszystkich defektow

Fig.2. The area S ofintersection of the plane decreased on the area S
of summaraised microsurfaces of all defects

Zgodnie z tym naprezenia efektywne (faktycznie istniejace) w zdefektowanym materiale wy-

nosza
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S~Ss* i fL I-D’
S (15)

Parametr D nazywa si¢ parametrem zniszczenia ( damage ). Jesli D=0, probka jest pozbawio-
na defektdw i naprezenia efektywne réwnajg sie naprezeniom o . W przypadku catkowitego
zniszczenia materiatu D=1, a naprezenia efektywne stajg sie nieskoriczenie wielkie. W cyto-
wanej juz pracy Lemaitre (1992) postuluje zasade ekwiwalentnosci odksztatcen, w mysl ktérej

wszystkie rGwnania konstytutywne klasycznej mechaniki

(16)

obowiazujgw mechanice zniszczenia, z tym ze wystepujace w nich naprezenia nalezy zastapic¢

naprezeniami efektywnymi

17

Wracajgc do wzoru (15) , zauwazmy, ze stosunek pola powierzchni zniszczonego frag-
mentu probki do powierzchni jej przekroju geometrycznego réwny jest prawdopodobienstwu
znalezienia odksztatcen £ > 0. Mamy wiec:

(18)
exp - — de'.

Zgodnie z definicjg (15) parametru zniszczenia D dostajemy

£ (19)
D=1-exp--—--

Zgodnie z prawem Hooke’a i zasadg ekwiwalentno$ci zwigzek cte)w zdefektowanej czesci

masywu skalnego jest o postaci
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o yme (20)

Feom (21)
F = Xuexp

gdzie A oznacza poczatkowga sztywno$¢ skat, a uo jest Srednim przemieszczeniem interesuja-

cego nas obszaru. Schematyczng zalezno$¢ sit od przemieszczen przedstawia kolejny rysunek.

Rys.3. Zaleznos¢ sity F od przemieszczenia u dla réznych
wspoétczynnikéw ksztattu m

Fig.3. Relation between the force F and the displacement u
for few shape parameters m

Zwigzek (21) catkiem niezle opisuje zachowanie si¢ skat zarbwno w dokrytycznej czesci cha-
rakterystyki, jak i przynajmniej czeSciowo w zakresie postkrytycznym.. Poniewaz uktad znaj-

duje sie w réwnowadze, muszg istnie¢ takie przemieszczenia «,skat otaczajgcych obszar
zniszczony odpowiadajace przemieszczeniom u tego obszaru, ze -
(22)

ks(u_ - u) = Auexp

Rozwigzanie «, tego réwnania jest zalezne od przemieszczen u wyszczegdlnionego obszaru.

Bedziemy poszukiwali witasciwos$ci uktadu w przedziale na tyle bliskim wybranego prze-
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mieszczenia u, by mozna bytlo w wyrazeniach na site oddziatywan sprezystych i ich energii
traktowaé jako statg. Ponadto dla uproszczenia dalszych obliczen przyjmujemy m=I.
Catkowita energia V rozpatrywanego uktadu jest suma energii sprezystej skat otaczajacych

niszczony fragment Vsi zgodnie z (21) wynosi
\] (23)
v, = dus=~kXu, -uf

oraz energii Vfzgromadzonej w skatach niszczonych

i W

Vf =xju du, = Xu0 u0-(w + «0)exp 24)

V = XuO\u0-(u +ud)exp - — +-K{u, -u)

| I ") (25)

Dla uzyskania wygodnej dla teorii katastrof standardowej postaci potencjatu rozwijamy to

wyrazenie w szereg Taylora do czwartego wyrazu wigcznie wok6t pewnego punktu u =u

Voy 4 1d2v (2
au 2 du2
1d2v {m uéyl>+ 1 d4v [ M
- u-
24 di ! @9

Zgodnie z (25) kolejne pochodne V wynoszg

dV_=Kuexp'
ou
dav
=A 1 — eXPi- -
du | WO | «0;(>
<
A w ! u\
=— — .2 exp
du2 <uo Wy
f \ \ (27)
X u r w
~— 3-— exp -
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Ustalmy teraz punkt, wokot ktérego rozwijamy potencjat uktadu, tak by zachodzito u] =2u0.

Przy takim wyborze znika trzecia pochodna potencjatu, a pozostate pochodne upraszczajg sie

dv  2Au0 , ,

.é_u: _ez ks{u- ~ 2wl),
d2v A
duZ ~ ez it
dav A (28)
du4 u,e2

Potencjat V (25) mozna teraz doprowadzi¢ do postaci

8 UNA (29)
V=V, + 362 -X4n— AXx2+ A,
e
gdzie:
2«0
0 g2k,
A =- 1
2«n
Ao A .- e A - 2«0
- 240 A 2 «n 0)

Jest to posta¢ potencjatu katastrofy typu As (s). Przyblizony wyglad powierzchni réwnowa-

gowej M w przestrzeni (A,,A2,X) przedstawia ponizszy rysunek.
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Rys.4. Przebieg wstrzgsu sejsmicznego
Fig.4. Occurrence of a seismic event

Z (s) otrzymujemy powierzchnie bifurkacji

Aby wstrzas mogt wystapi¢, musi zachodzié

Z réwnania powierzchni rownowagowej (7) mozemy wowczas obliczy¢ wartosci x przed i po

wstrzasie
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(33)

Zmiana przemieszczen skal wywotana wstrzagsem wynosi

(34)

Podobnie korzystajac ze znanych Xi i x2 oraz z potencjatu (29) mozemy obliczy¢ zmiane
energii potencjalnej uktadu

(35)

z ktorej cze$é zostaje zamieniona na energie fal sejsmicznych.

W szystkie obliczane wielkosci zalezgjedynie od parametru X i Ai, z czego wnioskujemy,
ze zaréwno energia wstrzasu, jak i zmiana przemieszczenh mas skalnych w obszarze jego zr6-
dta zalezg wytacznie od parametrow mechanicznych skat otaczajacych oraz od parametrow
opisujgcych obszar niszczony. Je$li zmiany parametrow opisujagcych skaly i przemieszczenia
(rys. 4) uktadajg sie tak, ze uktad porusza sie po odcinku C ( relacja (32) nie jest wéwczas
spetniona), nie zaobserwujemy wstrzasu. Gdy ewolucje uktadu opisujg odcinki A lub B,
wowczas nastapi wstrzas, przy czym zmiany energii uktadu i przemieszczen skat towarzysza-
ce odcinkowi A beda wieksze od analogicznych zmian na odcinku B. Uzyskane wyniki po-
zwalajg sadzi¢, ze fakt wystgpienia wstrzasu oraz jego energia nie sg uzaleznione od naprezen.
Odpowiednio wysokie naprezenia (na poziomie wytrzymatosci ostabionego fragmentu goro-
tworu) sajedynie warunkiem koniecznym, lecz niewystarczajgcym do powstania wstrzasu.'O
tym, czy wystapi wstrzas, decyduje specyficzny uktad parametréw mechanicznych wyszcze-
go6lnionego fragmentu gérotworu.

Uzyskane rezultaty, formalnie wyrazone wzorami (32) - (35), sg przyblizone. Najwazniej-
szym z poczynionych uproszczen jest przyjecie wspdtczynnika ksztattu m.=1 we wzorze (21),
co prowadzi do prostego zwiazku (22) umozliwiajgcego przeprowadzenie dalszych obliczen
w zamknietej, analitycznej postaci. Prostota otrzymanych wynikéw zostata jednak okupiona
utratg og6lnosci dalszych wyrazen oraz utratg iloSciowej zgodno$ci modelu z rzeczywistoscia.
Jakosciowe zachowanie sie modelu jest jednak poprawne. W szczegélnosci, wyjasnia on

przyczyny wystepowania i niewystepowania wstrzagséw w kopalniach o zupetnie podobnych
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uwarunkowaniach geologiczno-g6rniczych. Klasycznie prowadzona analiza naprezen wielo-
krotnie prowadzi do btednych konkluzji. Zgodnie z jej wynikami czestokro¢ prognozuje sie
bardzo duze zagrozenie sejsmiczne w rejonach, gdzie faktycznie zagrozenie takie nie istnieje i
odwrotnie - wyniki klasycznych analiz stwierdzajg brak zagrozenia w obszarach silnie aktyw-
nych sejsmicznie.

Wykorzystanie metod ogélnej teorii katastrof w mechanice gérotworu istotnie upraszcza
obliczenia. Klasyczne traktowanie poruszonych w tej pracy probleméw sprowadza sie do
rozwigzania uktadu czastkowych réwnarn rézniczkowych, co zawsze jest bardzo trudnym za-
daniem. Ogo6lna teoria katastrof sprowadza ten problem do znacznie prostszego zadania - do

rozwigzywania réwnan algebraicznych.
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Abstract

Catastrophe Theory tell as that the number of qualitatively different configuration of dis-
continuities that can occur depends not on the number of state variables but on the number of
control variables, in the case of consider it is only two controls parameters (Ai, Xi), and the
model of cusp catastrophe ( As) can be used to establish the instability criteria.

The process of rock failure can be classified in two categories: (1) a stable process, that
is, the rock fails in a stable way, and (2) an unstable process, that is, the rock fails in an unsta-
ble way. In both situation, the strength of rock is reached. In fact, from inequality (32), it can
be seen that although the instability will occur after reaching the maximum strength, the insta-

bility criterion is independent of the strength of rock. So, strength is only the prerequisite of
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instability but not the sufficient condition. The same stress field will produce different defor-
mation behaviour (instability or stability ) in rock mass or landmasses of different properties.
The failure process of rock occur or does not occur in the unstable way depends on the way it

is loaded. Instability and stability are just two sides of one mechanical system of rock.



