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NIESTABILNOŚĆ MASYWU SKALNEGO

Streszczenie. Ogólna teoria katastrof została stworzona w  latach sześćdziesiątych prze 
matematyka francuskiego Thoma. Jest to teoria dotycząca problemów osobliwości, a zastoso­
wana w  nauce bezpośrednio operuje na własnościach nieciągłości. W  zastosowaniach prak­
tycznych teoria katastrof może poszczycić się wieloma sukcesami w  mechanice, fizyce, sej­
smologii i innych dziedzinach. W iele nieciągłych zjawisk, które przed jej powstaniem były 
niemożliwe do wyjaśnienia, może być opisywanych w ramach teorii katastrof, a przewidywa­
ne z jej użyciem zjawiska doskonale zgadzają się z rzeczywistymi. W  wielu przypadkach teo­
ria katastrof rzuciła nowe światło na opisywane przez n ią  problemy. Nagła zmiana deformacji 
skał, spadek naprężeń i wyzwolenie energii w  niestabilnych procesach trzęsień Ziemi bądź 
wstrząsów górniczych zostały omówione w prezentowanym artykule.

AN INSTABILYTY MODEL OF ROCK M ASS

Summary. General Catastrophe Theory, established by the French mathematician Thom 
in the late sixties, is a theory about singularities which, when applied to scientific problems, 
deals with the properties of discontinuities directly. As the theory aimed at application, Catas­
trophe Theory has achieved great success in mechanics, physics, seismology and many other 
fields. Many discontinuity phenomena, which have been mathematically intractable, can now 
be dealt with by Catastrophe Theory, and the predicted results from the catastrophe analysis 
agree very well with experimental results. In many cases Catastrophe Theory throws new light 
on the problem. Sadden jum p of rock deformation, stress drop and energy released in the un­
stable process of earthquake or rockburst in mine are studied in this paper.

1. Elementy ogólnej teorii katastrof

Teoria katastrof znalazła szerokie zastosowanie w mechanice, biologu, sejsmologii i in­

nych dziedzinach nauki. Jej główne zadanie polega na odnajdywaniu wpływu parametrów 

kontrolnych układu na nieciągłe, katastroficzne zmiany jego stanu. Parametrami kontrolnymi
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nazywamy takie fizyczne parametry, które decydują o jakościowych zm ianach w przebiegu 

opisywanych zjawisk. W  typowym przypadku, zm ieniający się wraz z czasem t stan układu 

[dla ustalenia uwagi m ożna sobie wyobrażać, że stan układu dany jes t przez zespół funkcji 

opisujących położenie punktu. ) x T = [ x t, x 2, - - - ,xn) je s t opisywany zespołem  rów nań ewolu­

cyjnych

w  którym zespół param etrów kontrolnych m ożna krótko oznaczyć jako wektor 

A t =  (A pA j,---, Am) pewnej m-wymiarowej przestrzeni kontrolnej C. W ektory x  należą do 

pewnej n-wymiarowej przestrzeni stanu S.

Bardzo w ażne w e wszystkich działach nauki są  tzw. układy zachowawcze, tj. takie, dla któ­

rych istnieje potencjał V, czyli taka funkcja zmiennych stanu uzależniona od parametrów 

kontrolnych, że

Zadaniem teorii katastrof jest wskazanie takich wartości param etrów A , oraz takich wartości 

x  , przy których rozw iązania układu równań ewolucyjnych (2) zm ieniają się jakościow o. Dla 

realizacji tego celu nie jes t konieczne rozwiązywanie układu (2). W ystarczy prześledzić pew ­

ne szczególne cechy potencjału V, aby odnaleźć wszystkie osobliwości jego rozwiązań. Zwy­

kle, potencjał układu jes t przedstawiony przez skom plikowaną funkcję zmiennych stanu, co 

znacznie utrudnia proces badania zachowań równań ewolucyjnych. D la om inięcia tych trud­

ności m ożna rozwinąć V w szereg Taylora w okół pewnego ustalonego punktu x ° , ucinając go 

na kilku wyrazach rozwinięcia. W  ten sposób dalszej analizie poddawane są  w ielom iany od­

zwierciedlające lokalne własności potencjału.

W yrażone zw iązkiem  (2) funkcje F; są  siłami. U kład znajduje się w  równowadze, jeśli 

wszystkie działające na niego siły zerują się. Z  określenia równowagi wynika, że możemy 

skonstruować pew ną pow ierzchnię równowagową M  w n-wymiarowej przestrzeni S, na której 

znajdują się wszystkie m ożliwe stany układu. Powierzchnię M  opisują rozw iązania układu 

równań algebraicznych

dt

( l )

( 2 )
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—̂ - W i ,  A) = 0 , 1 =  1 ,2 ,
o xx v '

v „v (x, a ) = o (3)

Z uwagi na (3) M  zbudowana jes t ze wszystkich punktów ekstremalnych potencjału V oraz 

punktów siodłowych i innych punktów zdegenerowanych. W szystkie punkty osobliwe mogą 

być wydzielone z powierzchni równowagowej, gdyż wyznacznik drugich pochodnych (Ha- 

sjan) V  w tych punktach musi się zerować

det(tf(V )) = 0  (4)

m -

d 2V 
d x f  
d 2V

d 2V

d 2V  
d x ,d  x 2 

d 2V

d 2V
¿)xnd x t d x nd x 2

d 2V 
d  X\d x n 

d 2V 
d x 2d  x n

d 2V
(5)

Punkty osobliwe tw orzą pewien obszar bifurkacji B. W punktach obszaru B rozwiązania 

układu równań ewolucyjnych ( 1 ) m ają kilka gałęzi o istotnie różnych jakościow ych w łaściwo­

ściach.

Zamiast rozwiązywania układów skomplikowanych równań różniczkowych teoria kata­

strof zajm uje się znacznie prostszym zadaniem polegającym na badaniu osobliwości po­

wierzchni stanu M. Należy więc znaleźć M , co wymaga rozwiązania układu rów nań algebra­

icznych (3). Następnie poszukuje się obszaru bifurkacji B, co wymaga rozw iązania układu 

równań algebraicznych (4). Obszar bifurkacji rozdziela M  na kilka części, w których rozw ią­

zania ewolucyjnych równań różniczkowych (1) m ają istotnie różne właściwości. Zarówno 

obszar M , jak  i B opisywany jest funkcjami od zmiennych stanu x  i param etrów A . W  wyni­

ku eliminacji zmiennych x  z tych wyrażeń dostaje się związki, jakie m uszą spełniać parametry 

A , by rozw iązania układu równań ewolucyjnych należały do poszczególnych fragmentów M. 

Badanie osobliwości powierzchni w dowolnych, n-wymiarowych przestrzeniach nie jest jed ­

nak prostym zadaniem. Dlatego matematycy wyszczególnili pewne prostsze przypadki kata­

strof mających znaczenie praktyczne. Więcej szczegółów na ten tem at m ożna znaleźć w wy­
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danej po polsku pracy Awrejcejewicza (1996). D la naszych celów wystarcza prześledzić jedną 

z nich.

Katastrofa typu A3

Rozpatrujem y m ożliw e zachow ania układu opisywanego potencjałem

V (x ,A ,,A 2) = -^x* + -^A,x2 + A2x.

Rozpatrywany układ opisuje jeden  param etr stanu x oraz dwa param etry kontrolne. Zgodnie z 

(3) i (4) dostajemy:

- Pow ierzchnia równowagowa

x 3 +  A^x +  A 2 ~  0 .  (2)

- Pow ierzchnia bifurkacji

3x2 + A, =  0 .  (8)

Powierzchnia bifurkacji redukuje się do jednego punktu, w którym

Po w yelim inowaniu ( korzystając z ( 8 ) ) param etru A., z wyrażenia (7) otrzymuje się

A 2 = 2 x 3 (10)

z czego dostajem y

Z porów nania w zorów  (11) i (9) m ożna uzyskać równanie opisujące zbiór punktów  bifurkacji 

w dwuwymiarowej przestrzeni parametrów kontrolnych
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Obszar płaszczyzny (ta , ta )  krzywą (12) rozdziela na dwa podobszary

R ys. 1. R o zd z ia ł p ła sz czy zn y  param etró w  
kon tro ln y ch  ka tas tro fy  A 3 

F ig  1. T h e  p la in  o f  A j c a ta s tro p h e  con tro l 
p a ram ete rs

W zakreskowanym obszarze parametrów kontrolnych potencjał katastrofy Ar ma trzy ekstre­

ma, dwa minima lokalne rozdzielone przez jedno maksimum lokalne. Dla wartości param e­

trów tai, t a  spoza tego obszaru potencjał ma tylko jedno minimum lokalne i punkt przegięcia.

2. Niestabilność masywu skalnego

W ytrzymałe skały otoczenia odziaływ ująna osłabioną część górotworu siłami sprężystymi

F = ksus (13)

gdzie symbolu s indeksującego stałą sprężyny k s reprezentującej skały otoczenie i ich prze­

mieszczenia us użyliśm y dla podkreślenia sprężystości tych sił. W obszarze przyszłego źródła 

wstrząsu skały są  częściowo zniszczone tak, że siły w tym obszarze nie są proporcjonalne do 

deformacji. Dla przybliżonego określenia związku między naprężeniami a  i odkształceniami 

e możemy przyjąć, że odkształcenia sprzężone z lokalnymi defektami ośrodka podlegają roz­

kładowi W eibulla
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\  m -\ (14)

e x p -------
U o ,

gęstość praw dopodobieństw a f  znalezienia odkształceń e  wyraża się przez średnie odkształ­

cenia mas skalnych w obszarze źród ła£0, a m  jes t stałą materiałową, tzw. parametrem 

kształtu. Interesującą nas relację <T(e) m ożna uzyskać za pom ocą m echaniki zniszczenia. 

Szczegółowy przegląd tej teorii m ożna znaleźć w pracy Lemaitre (1992), tutaj ograniczymy 

się jedynie do naszkicowania podstawowej idei mechaniki zniszczenia.

Siła F działająca na zdefektowaną próbkę wywołuje naprężenia efektywne 

a '  przewyższające naprężenia a  rozum iane tradycyjnie jako  stosunek siły do powierzchni S 

jej działania. Jeśli bowiem wyobrazim y sobie powierzchnię w zdefektowanym materiale, to 

pewna jej część, równa powierzchni w szystkich defektów przecinających pom yślaną po­

wierzchnię, nie będzie przenosiła oddziaływań mechanicznych.

R ys.2 . P o w ie rzch n ia  S g eo m e try cz n eg o  p rzek ro ju  p ró b k i z o s ta je  
zm n ie jsz o n a  o p o w ie rzc h n ię  S w szystk ich  d e fek tó w  

F ig .2. T h e  a rea  S o f  in te rsec tio n  o f  the  p lane  d ec re a sed  on  the  a rea  S 
o f  su m m ara ised  m ic ro su rfaces  o f  all d e fec ts

Zgodnie z tym naprężenia efektywne (faktycznie istniejące) w  zdefektowanym materiale wy­

noszą
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F  a  er
a

S ~ S * i _ f L  l ~ D ’ 
S (15)

s

Parametr D nazywa się parametrem zniszczenia ( damage ). Jeśli D=0, próbka jest pozbaw io­

na defektów i naprężenia efektywne rów nają się naprężeniom o  . W  przypadku całkowitego 

zniszczenia m ateriału D = l, a naprężenia efektywne stają się nieskończenie wielkie. W cyto­

wanej ju ż  pracy Lemaitre (1992) postuluje zasadę ekwiwalentności odkształceń, w myśl której 

wszystkie rów nania konstytutywne klasycznej mechaniki

obow iązują w  mechanice zniszczenia, z tym że występujące w nich naprężenia należy zastąpić 

naprężeniami efektywnymi

W racając do wzoru (15) , zauważmy, że stosunek pola powierzchni zniszczonego frag­

mentu próbki do powierzchni jej przekroju geometrycznego równy jest prawdopodobieństwu 

znalezienia odkształceń £ > 0 . Mamy więc:

(16)

(17)

exp -  —  d e ' .
(18)

Zgodnie z definicją (15) parametru zniszczenia D dostajemy

(19)£
D = 1 -  e x p -------

Zgodnie z prawem H ooke’a i zasadą ekwiwalentności związek ct(e ) w zdefektowanej części 

masywu skalnego jest o postaci
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a  = E e exp

/ /  \ m ^
£

\ „ ¿ 0  y /

(20)

gdzie E jes t stałą. W yrażając teraz e przez przem ieszczenie u otrzymujemy

/

F  = X u  exp

/ (  \ m ^
u

V. .  u o  , /

(21)

gdzie A. oznacza początkow ą sztywność skał, a uo jest średnim przem ieszczeniem  interesują­

cego nas obszaru. Schem atyczną zależność sił od przem ieszczeń przedstaw ia kolejny rysunek.

R y s .3. Z a le ż n o ść  s iły  F  o d  p rzem ieszc zen ia  u  d la  ró żn y ch  
w sp ó łczy n n ik ó w  k sz ta łtu  m  

F ig .3 . R e la tio n  b e tw e en  th e  fo rce  F  and  the  d isp la cem en t u 
fo r  few  sh ap e  p a ram e te rs  m

Związek (21) całkiem  nieźle opisuje zachowanie się skał zarówno w dokrytycznej części cha­

rakterystyki, jak  i przynajmniej częściowo w zakresie postkrytycznym.. Poniew aż układ znaj­

duje się w rów nowadze, m uszą istnieć takie przem ieszczenia «„ska ł otaczających obszar 

zniszczony odpow iadające przem ieszczeniom  u tego obszaru, że -

k s(u_ -  u) = Au exp

Rozwiązanie «„ tego rów nania jes t zależne od przem ieszczeń u wyszczególnionego obszaru. 

Będziem y poszukiwali w łaściwości układu w przedziale na tyle bliskim  wybranego prze-

(22 )
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m ieszczenia u, by m ożna było w wyrażeniach na siłę oddziaływań sprężystych i ich energii 

traktować jako stałą. Ponadto dla uproszczenia dalszych obliczeń przyjmujemy m = l. 

Całkowita energia V  rozpatrywanego układu jest sum ą energii sprężystej skał otaczających 

niszczony fragment Vs i zgodnie z (21) wynosi

v , =  J d u s = ~ k X u „ - u f
o z

oraz energii Vf zgromadzonej w skałach niszczonych

(23)

Vf = x j u du,  = Xu0 u0 -(w  + «0)exp 

V = Xu0\ u0 - ( u  + u0)exp -  —
l  l "o )

i  W  u

+ - K { u „ - u )

(24)

(25)

Dla uzyskania wygodnej dla teorii katastrof standardowej postaci potencjału rozwijamy to 

wyrażenie w szereg Taylora do czwartego wyrazu włącznie wokół pewnego punktu u = u

V  = V + ™  
a u

1 d 2V

1 d 2V

2  d u 2

/ .y> 1 d 4 V
Im -  us I +

(m — M* ) 2

[u -  M* j
24 d i

(26)

Zgodnie z (25) kolejne pochodne V wynoszą

d V  i  '  —— = Ku  exp
o u

d 2 V 
du"

= X
/  > 

1 -  — exp i - - i
l wo l « 0  7

K >

d u 2
A

<
w

/
u

\
= --- --- - 2 exp

<uo U0 /

X
f \u r w

\
—  --- 3 - — exp -

wo \ wo w0 /

(27)
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Ustalm y teraz punkt, w okół którego rozwijamy potencjał układu, tak by zachodziło u] = 2u0 . 

Przy takim  wyborze znika trzecia pochodna potencjału, a pozostałe pochodne upraszczają się

dV  2A u0 , ,
- 5—  =  — 2 k s { u -  ~  2 w 0 ) ,o u e

d 2 V  A .
2 ~  2 j  ’d u e

d 4 V  A
d u 4 u„e2

(28)

Potencjał V (25) m ożna teraz doprowadzić do postaci

gdzie:

V = V „ +
8 u^A
3e2

-x 4 n—  A.x 2 +  A,

2 « 0

ó  „2

A, = -
2 «n

e k.
- 1

A 2 = ^ -
2 “ 0

1 -
e A, -  2 « 0 

A 2 «n

(29)

(30)

Jest to postać potencjału katastrofy typu A 3 (6 ). Przybliżony wygląd pow ierzchni rów nowa­

gowej M w przestrzeni (A ,, A2, x ) przedstawia poniższy rysunek.
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R ys.4 . P rzeb ieg  w strząsu  se jsm icznego  
F ig .4 . O ccu rren c e  o f  a se ism ic  ev e n t

Z ( 8 ) otrzymujemy powierzchnię bifurkacji

Aby wstrząs mógł wystąpić, musi zachodzić

Z równania powierzchni równowagowej (7) możem y wówczas obliczyć wartości x przed i po 

wstrząsie
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I
A,
3

(33)
x. = 2.

Zmiana przem ieszczeń skał wywołana wstrząsem wynosi

(34)

Podobnie korzystając ze znanych Xi i x 2  oraz z potencjału (29) m ożem y obliczyć zmianę 

energii potencjalnej układu

z której część zostaje zam ieniona na energię fal sejsmicznych.

W szystkie obliczane wielkości zależą jedynie od param etru X i Ai, z czego wnioskujemy, 

że zarówno energia w strząsu, jak  i zmiana przem ieszczeń mas skalnych w obszarze jego źró­

dła zależą w yłącznie od param etrów mechanicznych skał otaczających oraz od parametrów 

opisujących obszar niszczony. Jeśli zmiany parametrów opisujących skały i przem ieszczenia 

(rys. 4) układają się tak, że układ porusza się po odcinku C ( relacja (32) nie jes t wówczas 

spełniona), nie zaobserwujem y wstrząsu. Gdy ewolucję układu opisują odcinki A lub B, 

wówczas nastąpi wstrząs, przy czym zmiany energii układu i przem ieszczeń skał towarzyszą­

ce odcinkowi A będą większe od analogicznych zmian na odcinku B. Uzyskane wyniki po ­

zw alają sądzić, że fakt wystąpienia wstrząsu oraz jego energia nie są  uzależnione od naprężeń. 

Odpowiednio wysokie naprężenia (na poziom ie wytrzymałości osłabionego fragmentu góro­

tworu) są jedyn ie  w arunkiem  koniecznym, lecz niewystarczającym do pow stania w strząsu.'O  

tym, czy wystąpi w strząs, decyduje specyficzny układ param etrów m echanicznych wyszcze­

gólnionego fragmentu górotworu.

Uzyskane rezultaty, formalnie wyrażone wzorami (32) - (35), są  przybliżone. N ajw ażniej­

szym z poczynionych uproszczeń jest przyjęcie współczynnika kształtu m.= l we wzorze (2 1 ), 

co prowadzi do prostego zw iązku (2 2 ) umożliwiającego przeprowadzenie dalszych obliczeń 

w zamkniętej, analitycznej postaci. Prostota otrzymanych wyników została jednak  okupiona 

utratą ogólności dalszych wyrażeń oraz utratą ilościowej zgodności modelu z rzeczywistością. 

Jakościowe zachow anie się modelu jest jednak poprawne. W  szczególności, wyjaśnia on 

przyczyny w ystępow ania i niewystępowania wstrząsów w kopalniach o zupełnie podobnych

(35)
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uwarunkowaniach geologiczno-górniczych. Klasycznie prowadzona analiza naprężeń wielo­

krotnie prowadzi do błędnych konkluzji. Zgodnie z jej wynikami częstokroć prognozuje się 

bardzo duże zagrożenie sejsmiczne w rejonach, gdzie faktycznie zagrożenie takie nie istnieje i 

odwrotnie - wyniki klasycznych analiz stwierdzają brak zagrożenia w obszarach silnie aktyw­

nych sejsmicznie.

W ykorzystanie m etod ogólnej teorii katastrof w mechanice górotworu istotnie upraszcza 

obliczenia. Klasyczne traktowanie poruszonych w  tej pracy problemów sprowadza się do 

rozwiązania układu cząstkowych równań różniczkowych, co zawsze jest bardzo trudnym za­

daniem. Ogólna teoria katastrof sprowadza ten problem do znacznie prostszego zadania - do 

rozwiązywania równań algebraicznych.
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Abstract

Catastrophe Theory tell as that the number of qualitatively different configuration of dis­

continuities that can occur depends not on the number of state variables but on the number of 

control variables, in the case of consider it is only two controls parameters (Ai, Xi), and the 

model o f cusp catastrophe ( A 3 ) can be used to establish the instability criteria.

The process of rock failure can be classified in two categories: (1) a stable process, that 

is, the rock fails in a stable way, and (2 ) an unstable process, that is, the rock fails in an unsta­

ble way. In both situation, the strength of rock is reached. In fact, from  inequality (32), it can 

be seen that although the instability will occur after reaching the maximum strength, the insta­

bility criterion is independent of the strength of rock. So, strength is only the prerequisite of
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instability but not the sufficient condition. The same stress field will produce different defor­

mation behaviour ( instability or stability ) in rock mass or landmasses o f different properties. 

The failure process o f rock occur or does not occur in the unstable way depends on the way it 

is loaded. Instability and stability are ju s t two sides of one mechanical system of rock.


