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TWIERDZENIE O ROWNOWAZNOSCI DBFINICJI StOW DOPUSZCZALNYCH
PEWNEGO ALPABETU 1 TERMOWYCH ".TYRAZEN ARYTMETYCZNYCH

Streszczenie. Autorzy podaje twierdzenie o rownowaznosci defini-
cji stowa dopuszczalnego pewnego alfabetu i definicji tsrmowego wy-
razenia arytmetycznego. 77 dalozej czysci autorzy podajg dowdd tego
twierdzenia metoda indukcji po drzewach.

WSTEP

Celem pracy jest wykazanie réwnowaznosci miedzy definicjami stéw dopu-
szczalnych pewnego alfabetu i teraowych wyrazen arytmetyoznyota.

Stowo dopuszczalne (SD) zbudowane jest z trzeob alfabetéw« znakéw (na-
wiasy, dziatanie arytmetyczne),literonego i cyfrowego przez takag konkatena-
oje ich"elementéw, by mozna byto otrzymane stowo Interprotowadé Jak wyraze-
nie arytmetyczne.

Zbior termowycb wyrazen arytmetycznych (TWA) skdada sie z terméw zbudowa-
nych z elementéw zbioru skéw literowych i cyfrowych przy pomocy operato-
réw interpretowanych zwykle Jako znaki dziatan arytmetycznych»

Szczeg6towy opis konBtrukoji SD i TWA znajduje aie w [1] *

Twierdzenie
Kazde termowe wyrazenie arytmetyczne (TWA) Jest stowem dopuszczalnym
(SD) i1 odwrotnie, kazde stowo dopuszczalne jest TWA.

Dowod
(=>) Dowdd bedzie przeprowadzany w kilku etapach.
1. Niech t6TmO. t jest TWA. Poniewaz t«TmO, wiec ts”u Przyjmujewy,
ze
Aj > t
Przyjmujemy dalej p»1 i IV« 1" mej, 12 mtj m dla Sj m Sg » 0,

otrzymujac Ag » * t o». en.
Charakterystyka f (zob. ™*fi].) jest tozsamosciowo zerem, wiec. po prze-
ksztatceniu Ag polegajacym na opuszczeniu znakéw r many A-t, wiec

to jest SD.



2. Niech tit t2s TmO- Tworzymy t = f5 (0, tg) = t.ja~tg, gdzie oa o0zn&-
c3® *$>=*P» “4* Oczywiscie t jest TWA. Poniewaz t,, tge TmO, to tym sa-

mym tlt tge Przyjmijmy pr.2 i utwérzmy Al » tl «tg. Budujemy 11,
i.12, Ii3 .Ii1 * lez en dla =0, L2 & 2 aad- "~~a s2 * oraz 1 3 =
» = e dla = 0. Tak wiec Ag m «tnhaf * tg* eA. Poniewaz

charakterystyka 9 jeet tozaamosoiowo zerem, wiec

A-tleDji*t2 - t jest SD.

3. Niech ¢t KTmO. Tworzymy t = 172 (t1) = - -t jest TWA. Poniewaz
tle Tao, wiec tTeAj'-' Aa* Przyjmujac p=1 tworzymy A - t~. Budujemy k1
i 125 L1 <-lL_j » —-jj dla =0 oraz L 2 l'2 = e dla s, = 0.Tak wiec

Ag - -¢* tl« eA.
Poniewaz charakterystyka 9 jest tozsamoSciowo zerem, wiec

Ae-J#TL, -t

a zatem t jestSD.

4. Niech tl « TmO. Tworzymy t « 1) > + Jest *@4*
Poniewaz e TmO, wiec t «”™u Mozemy zatem, przyjmujac p»1l, utwo-

rzy¢ ., - tr Budujemy il i i2, L1 - I] * Ig dlas, - 1, . przy czym

£l “ eA» P2 7gi 1 » Fa s2 * °* 2atem
A2 "V “
Poniewaz charakterystyka y spednia warunki podane w [1],

A . « tl * )3 - t jest SD.

Pokazalismy, ze term t powstajacy z terméw nalezacych do Tia0 przez
jednokrotne zastosowanie operatoréw f bedacy TWA jest SD. Nalezy poka-
za¢, ze dowolny term t jest SD, tzn. t powstaje zterméw nalezacych do
TMq przez wielokrotne euperponowane zastosowanie operatoréw f lub Scis-
lej, przez jednokrotne zastosowanie tych operatordéw na termach nalezacych
niekoniecznie do Tm,, ale do Tm.

Powstaje w ten sposob mozliwos¢ zastosowania indukcji jako metody dal-
szego dowodu. Poprzednie etapy stanowidy pierwszy krok tej indukcji.Przyj-
mijmy zatem, ze t, tg6 Tm (sa one oczywiscie TWA w mysl definicji) sa
SD. Sformutowalismy w ten sposob zatozenie indukcyjne. Niech term t be-
dzie TWA, ktére powstaje z termu 8 lub z terméw t*, tg przez zastosowa-
nie odpowiednio operatoréw jednoargumentowych lub dwuargumentowyoh. Formu-
+ujemy teze indukcyjng twierdzac, ze t jeat SD.
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Te czes¢ dowodu ujmiemy réwniez w kilka etapéw.

1. Niech t o " *1* Poniewaz t, bedac TWA byt SD, to t jest tak-
ze SD.

2. Niech t * f2 (*m))m o ile jest mozliwe zastosowanie na tl opera-
tora (patrz def. ). Poniewaz tl Jest SD, to istnieje SD A = t, po-
staci

A - KL* K2 ____. -
Na pewno Die Jest znakiem ~ ]Jp , 00 wynika z uczynionej uwagi.

2.1) Jezeli Kl jest typu L, to konstruujemy

Kl - -**Kl (zob. [11)
po czym budujemy A » KL * K2* __..» Kn.

2.2) Jezeli Kl jest typu U, to konstruujemy K° m -3 po czym budujemy
i mg° WKL e___ eK®.

Charakterystyka ? bedzie przyjmowa¢ kolejno na |1 te same wartosci
jak na A, poniewaz nie trzeba usuwa¢ znakéw r , wiec

Amt jeet SD w mysl def. SD.

w

Niech t m ~(...) (1)) “ 2oniewaz *1 jest SD, wiec Iistnieje
SD A m t postaci

A « KI* ... »K®

3.1) Jezeli K* jest typu 11, to konstruujemy K° = ejf ~ {
3*2) Jezeli jest typu L, to konstruujemy K* » ej« ¢t* }

3*3) Jezeli K11" jest typu M, to konstruujemy n)E}
3*4) Jezeli K® jest typu 1, to konstruujemy I?* = Kn*J*.

A moze by¢ postaci«
1. jest typu L1 K® typu L. Wtedy budujemy

I .01 1* K2# _..» K®*“1*Kn

2. typu L i K° typu E. Wtedy budujemy
A - KL * K2* _..» Knw En+l
3« K1 typu M] K® typu L. Wtedy budujemy

A » Ko« Kl «... *K®_1*K®
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4. X1 typu i 1'i" typu M, Wtedy budujemy
i agee Xl» ... *K®* 1?*1.

W kazdy» a przypadkéw (1) * (4) f spednia warunki konstrukcji SD i po
usunieciu znakéw ra™1l mamy 1 * 4] ktére jest SD.

4. Siech t - f§ (tit t2) - (aA oznacza +**-*>**)_ (0 lle Z8BToaowa‘*

nie operatora £0 jest mozliwe. Poniewaz t" i t2 sg SD, wiec istniejg
SD A* 117 , takie ze

i ath i d "tg postacil

1 mX1l ® X2« ... *K® *A m X1 e X2« ...«KO*
laoga zaistnie¢ nastepujace przypadki.
4.1) Jezeli X® jest typu Mi rl jest typu M, to budujemy
I —f£« *AF
4.2) Jezeli X® jest typu l'i il jest typu M, to budujemy
X® m X®@* 04 po czyn konstruujemy

A« Xl * ... »KMR“1N e KO « A’

4.3) Jezeli K® jest typu 11iEl jest typu L, to budujemy

1> >
K majl*~ po czym konstruujemy

L meE *g2* « X2** ___.» X0"

4*4) Jezeli K® jJest typu L i Kl jest typu L, tc budujemy

X m X® *°*fF X1*
po czym konstruujemy

AW XL"* > K@“1} = X * X2%»...* KO’

Charakterystyka 9 spednia warunki budowy SD. Ponadto nie wystepowaty
w budowie A znaki re”?, wiec A a t jest SD.
Konczy to dowod w jedna strone.

(<=) Halezy wykaza¢, ze kazde SD jest TWA.
Mamy SD A postaci

Aa X1* X2* ... *X®.
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Wybieramy wszystkie K*, ktére sg typu M i numerujemy kolejno

Ponadto Vj (A< j<p-1) pomiedzy i M+l istnieje dokdadnie Jeden konke-
tenant typu L. Pokazemy, te konstrukcje A mozna przeprowadzi¢ przy po-
mocy pewnego drzewa, ktdre bedzie jednoczesnie drzewem  budujacym pewne

TWA. Poniewaz Vj (1<j<p) N~ o wiec VI (Kj<p) e T«0O 1
tym samym wszystkie sg TWA. Kkadac t" - I»l,...,p mamy zerowe pietro
drzewa. Nastepnie rozktadamy A przy pomocy charakterystyki i . Szukamy

tych znakéw n™",1 ne ktérych f osigga maksymalng wartos¢ na A. Niech
msz fm n.
A

1. Jezeli n«0, tj. w A nie ma znakéw ri™1l, r,A? to

1.1) wA moze nie byé w ogole konkatenantéw typu 1. Wtedy istnieje tyl-
ko jeden konkatenant typu M tworzacy A , zatem A jest TWA.

1.2) Wszystkie konkatenanty typu 1 sg jednoznakowe i moga by¢ zna-
kami r+~1 rJill A" (wynika to z definicji SD, patrz [1}).
Wybieramy z A wszystkie konkatenanty Kl typu L numeruJdgo kolej-
no L*, L2,..., 1g @+ q - n).

Budujemy drzewo.
1.2.1. Jezeli Kl jeet typu L, to K1 - 11 - (z warunkow kon-
strukcji SD). Wtedy pierwszo pietro ma postac

t] - FI(W®) - FI(M1) i t] - Fd(tp §-2,....p.
Kazdy tj (-1,e==»?) jest oczywisoie TWA, zas
 * 12 * tg * £L3* _ee * *tp SD«
(A) Szukamy 1™ (2<j<p) bedacego znakiem Budujemy wtedy

drugie pietro drzewa postaci

tii - 2 Ci-P» *3). B FididIM****gj-2 " Fid**J-2V

*j o« Fidrj+1n *p-1 " FidMpn*
Kazdy t2 (-1,...,p-1) jeet TWA, zas
T « L2» _...»L3"1 ** e L+l et2 *. . _«bP * 27

jest SD.
Wykonujemy te ozyzmos¢ (A) tyle razy ile jeet konkatenan-
tow typu L réwnych % Zakézmy, ze znakdéw tyah byto 1
(Oi 1'i p-1)f zbudowalidmy pietro drzewa o numerze 1+1, ne
ktérym znajduja sie elementy thJI" ,e«»,

(B) Szukamy wsroéd konkatenantéw typu b (Jest ich teraz p-1-1)
konkatenanta bedacego znakiem lub f—g*» Tworzymy piet™
tr o0 numerze 1+2 na takiej samej zasadzie Jak w (A),z tym
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ze miejsce operatora f, zastepuje odpowiednio operator

albo I*f.

Wykonujemy czynnos¢ (B) tyle razy ile jest konkatenantoéw

typu L réwnych r+*"’albo r-£ 1

Zauwazmy, ze po kazdorazowym wykonaniu czynnosci (A) oraz

(B) kazdy element nowo otrzymanego pietra jest THA oraz,
ze odpowiednia konkatenanejs elementéw tego pietra oraz

file wykorzystanych jeszcze kenkatenantéw typu L (konstruo-

wana jek w (A))"jest SD. Po wykonaniu wszystkich czynnosci

typu (A) 1 (B) otrzymujemy TWA (pietro o numerze p). co wy-
nika takze z twierdzenia ! podanego w [1]-

1.2.2. Jezeli K1 nie jest typu W to postepujemy analogicznie
jak w (1.2.1) poczynajac cd (A), co pociagnie za sobag, ze
ilos¢ pieter bedzie o 1 mniejsza (uzyskamy pietro najwyz-
Sze 0 numerze p-1).

2. Jezeli n/0, to postepujemy wg algorytmu

2.1) Obliczamy charakterystyke f na A Iw momencie natrafieniana znak
na ktérym 5 m n,

(©) poczawszy od tego znaku wypisujemy kolejne znaki 1 konkate-
nanty po nim nastepujace az do pierwszego znaku na ktérym
fmn -1, whkacznie.

2.2) Obliczamy charakterystyke f na dalszej czesci A. Jezeli ne pew-
nym znakur,ftl ®=n, postepujemy tak jak od miejsca (C)w(2.1),
po czym znowu Jak w 2.2. W przeciwnym razie konczymy.

W wyniku dziatania tego algorytmu mamy s(s>1) rozdacznych czesci
SD A, rozpoczynajacych sie od znaku r(™ 1, na ktérym ? « n i kon-

czacych sie znakiem na ktérym n - 1. Kazdg z s tak wy-
réznionych czesci przyporzadkowujemy jednemu z e wezddw pietra
0 numerze gdzie B, » maxl <+ g n®, zas$ nij jest iloscig kon-

katenantéw typu 1| w i-tej wyréznionej czesci.
Schodzimy na pietro 11, - 1, przyporzadkowujac kazdemu z s wez-
dow._tego pietra po jednej z s czesci A pozbawiong znakéow ftl
*,J krawedziom natomiast przypisujemy dziatanie operatora % y
Zarowno na k, jak i na kj-1 pietrze kazda z s czesci SD A jest
oczywiscie SD i ma budowe jak w (1). Postepujemy zatem zgodnie z
(D dla kazdej z s czesci SD A. Schodzimy w ten sposéb do piet-
ra zerowego, z tym, ze dla czesci i-tych, dla ktérych k, -1
dziatamy (po wykonaniu ()) k, - m razy operatorem /.

Te tj, ktore nie zostaly polaczone krawedziami w wyniku tej
konstrukcji przenosimy operatorem fiQ na pietro k.,. Postepujemy
analogicznie aia tych czesci SD A zaczynajacych aie od znaku r*Al,
na ktéorym 9« n-1 i konczacych sie znakiem r \ na ktérym <m n-2
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budujac pigtro kg i schodzac do pietra k._j,ktére jest teraz dla

nas zerowym. Musimy w tym celu zatozyé, te na elementach pietra

kj ? nie zmienia swoich wartosci. Mozna to interpretowa¢ jak gdy-

by kazdy element pietra k byt konkatenantem typu M.

Postepujac dalej w analogiczny spos¢b, na pewnym pietrze k™ mamy

SD, ktére sg TWA na mocy twierdzenia 1 z pracy [1] », zawierajace

wszystkie znaki > rU ~Mwystepujace w A, z tym, ze jezeli

a) na kt-tym pietrze jest tylko jeden wezet to

al) o ilepierwszym elementem SD A by4 znak -, to budujemy pie-
tro k"1 dzialajac operatorem f~ otrzymujgc wyjsSciowe SD A,
ktore w mysSl tw. 1 jest TWA,

a2) jezeli pierwszym elementem SD A nie byt znak r“~» to na k™-
tym pietrze mamy SD A, ktére jest TWA,

b) jezeli na kt-tym pietrze jest wiecej niz jeden wezek, to mamysy-
tuacje jak w (@), przy czym musimy zatozy¢, tenaelementach tego
pietra f nie zmienia swoich wartosci.
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LE THEOREME DE L’EQUIVALENCE DES ~FINITIONS DU MOT
ADMISSIBLE D”UN ALPHABET ET DU TERME ARITHMETIQUES

Résume

Les auteurs présentent le theoreme de 1 *equivalence des definitions du
mot admissible d’un alphabet et du terme arythmétique. Ensuite ils démon-
trent ce théoréme par 1’induction sur les arbres.



