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QOASIOROPOID

Streszczenie. Autorzy podają definicje i podstawowe własności 
struktury nazwanej ąuasigrupoidem. Następnie szczegółowo omawiają

W niniejszej pracy przedstawiona jest definicja i podstawowe własności 
struktury algebraicznej, zwanej dalej ąuasigrupoidem ze względu na podo
bieństwo jej aksjomatów do aksjomatów grupoidu. Następnie podajemy przy
kład ąuasigrupoidu i badamy własności w tym przypadku. Przykład ten można 
uważać za uogólnienie grupoidu podstawowego w sensie Brandta, którego kon
strukcja podana jest w [1].

Geneza działania opisanego w tym przykładzie sięga działania w struktu
rze algebraicznej charakteryzującej uogólnioną notację beznawiasową w 
w sensie Łukasiewicza, (praca na ten temat jest w przygotowaniu do druku).

2. DEFINICJA QUASIGRUP0IDU

Definicja 1• Quasigrupoidem nazywamy parę (A, o), gdzie A jest niepustym 
zbiorem, a działanie "o" spełnia następujące warunki!
1 ) V a ,b , ce A : ( a ° b ) o c - a ° ( b ° c )
2) V a  e A 3e® e A i a° ea » ap P

Element ea nazywamy prawostronnym elementem neutralnym dla a. Zbiór
Q. Bielementów e^ oznaczymy przez E^.

3) V  a e A 3ea e A i ea o a » a
Element ea nazywamy lewostronnym elementem neutralnym dla a. Zbiór

ga oelementów e“ oznaczymy przez E^.
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4) Va s A 3e® e E® 3a^ e A t a 0 a;? = e®P P P P P
Element a£ : . ' ~ : yc element en odwrotny ' ' '

prawostronnego elementu neutralnego e®.
5) Va e A 3e® e E® 3aJ s A s ej ° a «* e®P P P P P

Element aj nazywamy lewostronnym elementem odwrotnym do a względem 
prawostronnego elementu neutralnego e®.

6) Vae A 3e® e E® 3a^ e A * a* » a ■ e®

Element nazywamy lewostronnym elementem odwrotnym do a względem le
wostronnego elementu neutralnego e®.

7) Vae A 3e® e E® 3&^ s A t a ° «= e®

Element a? nazywamy prawostronnym elementem odwrotnym do a względem 
lewostronnego elementu neutralnego e®.
Jeśli działanie spełnia ponadto warunek*

8)Va,b e A  a ° b - b ° a
to ąuasigrupoid nazywamy przemiennym.

Bezpośrednio z definicji wynikają następujące wnioski*
Wniosek 1

Quasigrupoid jest półgrupą a  
Wniosek 2

Jeśli ąuasigrupoid jest przemienny, to V ae A E® ■ E® i każdy element
odwrotny do a jest jednocześnie elementem odwrotnym wszystkich czte
rech typów □  .
Kp. każda grupa abelowa jest ąuasigrupoidem przemiennym.

3. PRZYKŁAD QUASIGRUPOIDU

Eiech dany będzie zbiór F* ̂  (f). Elementy tego zbioru będziemy oznaczać 
małymi literami alfabetu greckiego* « , j ,...
Para (T̂ , o), gdzie działanie "o" dane jest wzorem

V(a,/&), (l>{) e r2 (a,/i) o (?,S) - (et,5) (1 )
jest quasigrupoidem. Łatwo można sprawdzić następujące własności*
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1) Działanie ".o" jest łączne.
2) V(«,/5)e/-’2 istnieją niepustes zbiór elementów neutralnyóh lewostron

nych oznaczamy przez oraz zbiór elementów neutralnych prawo
stronnych oznaczamy przez /»>.
Łatwo sprawdzió, że

|(fl,x) , xe r]-{«} * r  (2)

E^«./<>)» ,  x e rj- r'{/i} (3)

Z (2) i (3) widać, że

V(af|4 ) e r 2 E ^ / ^ n  E<*'^ - <[(«•,/&)]■ (4)

Zbiory E^a ’ ^  i E^B,I®̂ z jednej strony generują cały zbiór F 2* 

^.y ) * / " 2 3(x„&)e Ep« M >  3 (a,y) ®

(*,/&) ° («•?) - (x,y) (5)

oraz wyznaczają jednoznacznie element, dla którego są zbiorami elemen
tów neutralnych, co wynika z (4) lub z poniższej równości«

\tfa,x) e V(y,/$) e B(a>M (<>) (y,/ó) - («,/5) (6)

Łatwo widaó, że

, B^*»^ - E-jf®'̂  E^ (7)

oraz analogicznie
Bp* - e “. (S)

3) Dla każdego { a , f i ) s P 2 istnieją 4 typy elementów odwrotnych*
a) lewostronne względem lewostronnych elementów neutralnych.Zbiór tych 

elementów odwrotnych oznaczymy przez
Zbiór jest niepusty tylko dla elementu neutralnego ( a , f i ) i

h(< $ >  - * r  °>

b) prawostronne względem lewostronnych elementów neutralnych.
Zbiór tych elementów odwrotnych oznaczymy przez ^*!^?)* dowol
nego lewostronnego elementu neutralnego (B,z) istnieje niepusty
zbiór P <B(« ^
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1 pl(«,x) V (10)

c) prawostronne względem prawostronnych elementów neutralnych« Zbiór 
tych elementów odwrotnych oznaczymy przez Zbiór Pp**^)

„ Jest niepusty tylko dla elementu neutralnego ( a ,  f i ) i

p M ,  - 4 .p(»*£) P (11)
d) lewostronne względem prawostronnych elementów neutralnych. Zbiór 

tych elementów odwrotnych oznaczymy przez Dla dowolnego
prawostronnego elementu neutralnego ( x , f i ) istnieje niepusty zbiór

p(z»/&)
i

(12)

4) Działanie nie jest przemienne, można jednak wprowadzić przemienncśó ty
pu inwersyjnego w poniższy sposób»

Definicja 2
Inwersją w zbiorze]"2 nazywamy bijekcję

i « r 2— r 2

daną wzorem

V(«,/&) e T 2 i(«,/i) = (/4,ct)

Rozpatrzmy teraz inwersję w zbiorze p 2 oznaczaną przez I.

i » p 2 , p 2— r 2 - r 2

daną wzorem»

V((ft,^), (fffi ) ) e p 2 „ p 2 !((«,/•.), (t ,ć)) - ((T,<r), ( a , f i ) )  

Łatwo widać, że następujący diagram jest przemienny

p 2« r?  -----r2* r2
i «i

(13)

(14)

^ r 2
(15)

P2



i [(“.0) • (T.i-)] =■ (f.O « («,/&) - (f,£) - l(/»,i)4»

* i [(/»,*)• (ff,T)] - i [(i(«,/»)) . (i(f,S))]

Tę własność działania "o" nazywamy przemiennością typu inwersyjnego.

4. HOMOMORFIZMY QUASIGRUPOIDO 

Definicja 3
Homomorfizmem ąuasigrupoidu w quaśigrupoid, (Ato) w (B,*) nazywany 

funkcję f : A— -B taką, t e f(a°b) =» f(a)«f(b). Mamy następujące 
Twierdzenie 1

Jeśli f jest homomorfizmem auasigrupoidu (A,o) w ąuasigrupoid (E,*) 
to f(ea ) « EJ (a) i f (ea) e oraz f (ag), 'f (ag), f(aj), f(a*) są ele
mentami odwrotnymi do f(a) odpowiednich typśw.
Dowód

Mamy f(a) - f(a . eg) - f(a) « f(eg)=s-f (eg) • Ej(a)

Dla ea analogicznie.
Rozpatrzmy teraz jeden z typów elementów odwrotnych (dla pozostałych 

dowód analogiczny).
Mamy

e£(a) - f (eg) « f (a • ag) - f (a) * f(ag), 

czyli f (a)-» f(ag) *■ e ^ a'̂ . n

5. AUTOMORPIZMY QUASIGRUPOIDU (r2,*)

Rozpatrzmy bijekcję zbioru P  , g » P — - T  oraz skonstruowaną przy jej 
pomocy bijekcję G i T 2— —  p 2

V(al(&)6 r 2 G(<*,|ł) » (g(«0, g(j6)). tj. G a g,g. (16)

Twierdzenie 2
G jest automorfizmem (i"2, .o) . n 

Rozpatrzymy teraz dowolną bijekcję J « P 2 — - f2 • Mamy następujące:
Twierdzenie-3

Aby bijekcja J : T?—  P 2 była automorfizmem ąuasigrupoidu (r2,o) po
trzeba, by była określona przez dwie bijekcje j-j,j2 » P — ~ ̂ następująco

V"*,fi)ś rz J(«,|6) - (jt(«)t j2(0))- 07)

(Juastlgrupold________________________________   22
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Powód
Hiecb J «T-— f 2 Sędzi« bijekeją, y{«,/6)er2 będziemy oznaczać

« (J («,£)(*).

^daay równości

J((«,/») • Cf,*)) - • «i»*).

czyli

(3(a,i)fa)* *<»,*)
A zatem

i(fl,ff)(a) “ 3(«,/ft)(a) 1 3(«.*)(s) * 3 (i.s)(s)*

Uwagą
W przypadku J a )(®0 aiusimy wyróżnić Jeden element indeksu, w zależ

ności od tego czy argument * Jest pierwszym, czy drugim elementem pary 
(«,#).
Ponieważ <x,fi , j , S są dowolne, to

“ M * )  1 3 (-{«)(a) “ 32(°5*

Ponieważ J Jest bijekeją, to J., i j2 są bijekcjami O

6. PODgUASIOROPOIBY 

Defiftlc,tą 4
Podąuasigrupoidem ąuaalgrupoidu (A,o) nazywamy parę (B,o), gdzie B C A  

i działanie "o" zawężone do zbioru B spełnia aksjomaty ąuasigrupoidu.
Podąuasigrupoidami ąuasigrupoidu (T^,o) są następujące podzbiory
a) V «  /&6Pzbiór - Jest to grupa w zwykłym sensie (grupa trywial

na^«
b)V® 6 f  zbiory i E*, przy czym inwersja i Jest izomorfizmem tych obu 

ąuasigrupoidów.
c)y r0c r zbiór r~ o *
*>-Vf^r zbiory P, « U  E* - U /aj « P

«B*r0 * * P b 1 J
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przy czym inwersja i jest izomorfizmem między i f~g.
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KBA3HrPyffllOHft 

P e 3 b m e
B paóóie bbo^h i o h onpe^ezeHHire h paccmTpBBaioTca ocnoBHue CBOflciBa hsko- 

iopo2 aJireCpaHąeoKoa cTpyKTypn, Ha3BaHH08 aBiopaMH "KsasHrpynnoHiOM”. 3aieM, 
Aaeicjł npmsep K3a3KrpynnoK.ua ( r~, o) h npojęejiHBaeJcs .neTajiBauK aHaJiH3
CBO0CTB ^aHHoro cjiyqaa.

QUASIGRUPOID

R é s u m é
Les auteurs présentent la définition et les propriétés fondamental de 

la structure algebraique qui s’appelle quasigrupoid. Ensuite ils considè
rent précisément l’exemple du quasigrupoid q * .  o ) ,  on étudié entre 
autres les propriétés d’automorphismes du quasigrupoid (f2, o).


