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OGÓŁiiA POSTAĆ WOLNYCH GENERATORÓW J^DER
PEWNYCH OPERACJI WERBALNYCH

I

Streszczenie. Praca niniejsza poświęcona jest wyznaczeniu ogól
nej postaci generatorów jąder operacji werbalnych typu iloczynu nil- poientnego i polinilpotentnego grup wolnych.

W poniższych rozważaniach zastosujemy wyniki prac M.A. Warda [4], [5], 
[6] do wyznaczenia jąder iloczynów nilpotentnych i polinilpotentnych typu 
K^. Odnośnie definicji i twierdzeń odsyła się czytelnika do prac [1], [3], 
I4]> [5], [6] lub do nie publikowanej pracy magisterskiej autora.
Definic.ia 1

Niech {O.jie M będzie rodziną grup, X - grupą absolutnie wolną przeli
czalnej rangi, a V dowolnym podzbiorem X. Przez V(F) oznaczam podgrupę
werbalną grupy F generowaną przez zbiór V ipor. [1] , [3] )•
Niech F m | I G.. V - iloczynem werbalnym grup G. nazywam grupęiell 1 1

H " I I Gi “ % ( F )  n c
ie U

gdzie C jest podgrupą kartezjańską, tj. jądrem odwzorowania kanoniczne
go iloczynu wolnego grup G^ w ich iloczyn prosty. V(F) nc nazywam jąd
rem V-operacji.
Przykładami mogą byó operacje nilpotentne i polinilpotentne typu Kfl.

. «
Riech X m  I I i .m i l  *

gdzie X n jest absolutnie wolną grupą o generatorach Zakładam,
że zbiory M i N są co najwyżej przeliczalne.

Dalej podaję konstrukcję jądra operacji nilpotentnych i polinilpotent
nych dla czynników będących grupami wolnymi.
Ustalam d >1, gdyż konstrukcja przebiegaó będzie analogicznie zarówno w 
przypadku jąder operacji nilpotentnych (przypadek d»l() jak i operacji po
linilpotentnych typu Kd. Dla ustalenia uwagi przyjmuję, źe dany jest opis
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wolny ? (por. [5]) grupy X, w którym rolę wolnych generatorów X gra 
zbiór

Eiecb Jd będzie, podobnie jak w pracy [2], zbiorem inwertatorów bazo
wych d - wagi 1. Zgodnie z głównym wynikiem prac [4]i [5] p(Id)» jest 
zbiorem wolnych generatorów (X). (W przypadku d-1 - zbiorem generato
rów luj - wyrazu dolnego szeregu centralnego).
Twierdzenie 1

Elementy Jd, będące w X komutatorami w symbolach x0i są albo elementa
mi z Xa albo elementami podgrupy kartezjańskiej C.
Dowód

Z definicji inwertatora bazowego [4] wynika, że elementy Jd są utworzo
ne z generatorów xBi za pomocą komutowania i odwrotności. Jeżeli wszyst
kie komponenty komutatora noszą ten sam indeks « to teza jest oczywista, 
gdyż jest on elementem Ẑ ~. Hależy więc wykazaó, że jeżeli komponenty komu
tatora jo leżą w różnych czynnikach wolnych X R to 0.

Rozważam iloczyn prosty X = n  X a i zbiór odwzorowań« 6 15
będących zanurzeniami Xa w X.
Z własności iloczynów prostych (por. [5] rozdz. 1.8) odwzorowania %  
sklejają się w odwzorowanie f* i X——  X o tej własności, że obcięciey*

x<*jest identyczne z łU • Dokonując rozszerzenia jfc na X w ten sposób, że

^«1 (^ag) - 1 przy «1 ć «2
stwierdzamy, że jądro f* jest częścią wspólną jąder fa traktowanych jako 
odwzorowania X • I. Z drugiej strony f * jest kanonicznym odwzorowaniem 
X w X, więc jego jądrem jest C ([5], rozdz. 1.8).

Wystarczy więc pokazać, że rozważany komutator j0 przechodzi w 1 przy 
wszystkich 9a . Z założenia o j0 wynika, że zawiera on komponenty z co 
najmniej 2 różnych czynników wolnych X a  ̂ i Xa .̂ Stąd wnioskujemy, że przy
każdym ?« przynajmniej jedna komponenta j0 przechodzi w 1. Prosta induk
cja pokazuje, że zamiana na 1 choćby jednej komponenty komutatora powodu
je, że komutator staje się rćwny 1, co kończy dowćd.

Opierając się na powyższym twierdzeniu można wprowadzić oznaczenia na 
podzbiory Jd. Przez J («) oznaczam zbićr -f j. (<*), j2 (CT) .... generatorów 
PKa(X) zawartych w X a zaś J(O) = ■jj)i»32',*j oznacza zbiór genera
torów neutralnych PK^(X), tzn. leżących w C. (Wykorzystując terminologię
O.H. Gołowina należałoby powiedzieó całkowicie neutralnych). Ponadto dla 
dowolnej rodziny p o d g r u p - i j e ż e l i  zbiór indeksów X jest uporząd
kowany oznaczam przez

zb^jr tych ele-entów g, które można zapisać w postaoii
miel



g “ *1, ®i2 •'* gin 1 11< *2* •**<:1n*
Stosując teraz twierdzenie 3-4 z pracy [2] dla iloczynów wolnych dostaję 
równoóó

PK (i) - P " 1 ?K (X«)0?K (i) « C) (1)c “ eK <1 Łd
iićwaosć (1) i twierdzenie 1 stanowić* podstawę konstrukcji wolnych genera
torów jąder iloczynów nilpotentnych i polinilpotentnycb w przypadku grup
wolnych.
2 równości 1 wynika, że : | L  (X„) tworzy zbiór reprezentantów schreie-oe H
rowskich P„^(X) względem podgrupy Vv (I)fl O. por. 1. o<iEeprezentanty oznaczam

S “ °a, * c«- * **• °«_ °a 6 PK. (X« 57 2 n q a q

«1 < ftg ̂  ? * * • < ftjj

Aby móc stosować metodę Sohreiera trzeba jeszcze wyznaczyć funkcję se
lekcjonującą.
Przy jutu jemy więc»

Ogólna postać wolnych generatorów jąder... 4 9

C«1 %  *•' c«n 3k = \  c«2 *•* °«n 618 h 8 C

ca. %  —  \  ea2 -• e« 1 V a) e«l+1 «n
1 2  n

ula s x'j£ Ch *) 2* a <d

Rozpatruję teraz wyrażenia postaci

s jk («> (S jk («))“1

tworzące schreierowski układ generatorów, por.fij
W przypadku ¿k neutralnych otrzymujemy pierwszy typ wolnych generatorów 
postaci

S j J  s“\

gdzie S jest reprezentantem, #■ - 1.
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Dla nieneutralnyeb generatorów (ot) dostaję wyrażenie postaci

°a •••ea c •••ca ***c« J v W  c« •••c« )  ̂■1 2 2+1 n * 1 1 * *2+1 n

■  1(0< W V  ‘'“' ' " V .

gdzie
, [a,b] » abja”1 b“1 1 a*3 - bab-1

Z uwagi na fakt, że c_ są dowolnymi elementami z P„ (X ) mogą dla 
q a qdowolnego reprezentanta

S b cft • *. c~ c * • • o.* 
“i *1 “2+1 i

wprowadzić oznaczenia

i/y ■ Cft • • • i B  ■ C- • • • C-y
*1 V l  “» “1 °1 3-

wtedy drugi typ wolnych generatorów Vv (X) 0 C będą postaci ogólnej*-0C

l\> 4 (0t)] 1 £m * 1

Oczywiście jeżeli a > #n to S 3jc(a) “ s i wtedy generator nie pow
staje, zaś gdy » < Oj to w drodze umowy przyjmuję Ba ■ 1 i generator 
jest postaci [ S, j£(*)]. 2
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CBOECfflHHE 0EPA3yHHHE B H^PAX BEPEAJILHKX HKJIBITOTEHTEHX 
H ITOJIHHHJI HI OTEHT HHX nPOH3 BÊ EHHii

P e 3 b m e
B ctaibe xaBxccs KOHCTpytcmtH oBefio^Hux oOpasyxnuix B a*pax BepCsutaux

HHSBH OT9HTHU X  H H 0JlH K 2-II*n0T 8H T H U X  n p O H 3 B e A 8 B H ii C B O S o^H iJX  C O M H O X H T ejeK . 

K0HCxpyx«H« Hcnojib3yeT Teopmo KOUMyiaiopoB yopjia.

FREE GENERATORS OF KERNELS OF VERBAL NILPOTENT AND
POLYNILPOTENT PRODUCES

S u m m a r y
In this paper we give the construction of free generators of kornels

of verbal nipotent and polynilpotent product for free factors. The con
struction is based on Ward's theory of basic commutators.


