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UWAGA O NIESKOŃCZONYCH FODGRAFACH PEŁNYCH

Streszczenie. W pracy wykazane zostało następujące twierdzenie» 
nieskończony graf G zawiera nieskończony podgraf pełny G' , wtedy 
i tylko wtedy, gdy zawiera nieskończony podgraf G’, którego wszyst
kie jądra są skończone. Z twierdzenia tego z łatwością wynika znane 
twierdzenie Ramsey»a: Każdy nieskończony dwubarwny graf pełny zawie
ra nieskończony podgraf pełny jednobarwny.

Niech 5 * (I, 7) będzie grafem nieskończonym zwykłym. Przez G1»(X1,V1) 
oznaczamy dowolny jego podgrEf. Każdy zbiór niezależny (stabilny wewnętrz
nie) podgrafu Gj jest zbiorem niezależnym grafu G. Korzystając z oczywi
stej włesności, że każdy zbiór niezależny możns rozszerzyó do jądra otrzy
mujemy»
Lemat

Jeżeli graf nieskończony G ma wszystkie jądra skończone, to każdy je
go podgraf Gj ma wszystkie jądra skończone.
Udowodnimy teraz następujące twierdzenie»
Twierdzenie

Graf nieskończony G zawiera nieskończony podgraf pełny G. wtedy i 
tylko wtedy, gdy zawiera nieskończony podgraf Gg, którego wszystkie Jądra 
są skończone.
Dowód

Jeżeli graf G zawiera nieskończony podgraf pełny Ĝ , to podgraf ten 
jest szukanym podgrafem nieskończonym o jądrach skończonych - wszystkie 
jego Jądra są jednoelementowe. Niech teraz graf G » (Z, V) zawiera pod
graf G-̂ « (Z-),, Tli-jp nieskończony o jądrach skończonych. Podgraf nieskończo
ny pełny Gg ■ (Zg, Vg) konstruujemy następująco.
Bierzemy dowolne jądro J-̂ podgrafu Ĝ . Ponieważ J-j jest skończone zaś 
Xj\ Jj nieskończony, zatem istnieje nieskończony podzbiór Ŵ , taki że 
W1C X1\J-L oraz wierzchołek J2 sąsiadujący z każdym wierzchołkiem 
zbioru Wj. Bierzemy dowolne Jądro Jg podgrafu generowanego przez zbiór 
wierzchołków W.̂  Ponieważ jądro J2 jest skończone - patrz lemat - zaś 
zbiór S1\J2 nieskończony, zatem istnieje zbiór nieskończony Wg taki, 
że Wg<= WŁ\ Jg, oraz wierzchołek Xge Jg sąsiadujący z każdym wierzchoł
kiem zbioru Wg. Powtarzając tę operację nieskończenie wiele razy uzyska-



54 B.iP . W a a tu ła

my zbiór Xg ■ 1 1 ,̂ 5g,.. .j-. Podgraf generowany przez zbiór wierzchołków 
Xg jest szukanym podgrafem pełnym nieskończonym.
2 twierdzenia tego, jako łatwy wniosek, otrzymujemy twierdzenie Rsmsey’a 
(l)t
Wniosek

Każdy nieskończony graf pełny, którego krawędzie zostały rozbite na 
dwie klasy, zawiera podgraf nieskończony pełny, którego wszystkie krawę
dzie należą do jednej klasy.
Dowód

Jeżeli nie istnieje podgraf nieskończony pełny o krawędziach z klasy 
Kj, to wszystkie jądra grafu częściowego o krawędziach klasy Kg są skoń
czone - i na podstawie twierdzenia graf ten zawiera podgraf nieskończony 
pełny (podgraf częściowy o krawędziach klasy Kg musi być wtedy nieskończo
ny - w przeciwnym razie graf częściowy o krawędziach klasy KI zawierałby 
podgraf nieskończony pełny).
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0 EECKOKEWHHX ilOJIHui UO^PASAk 

P e s id u e
B paCoxe xoKa3HBaeTca czepjTom sLii Teopena* SecKOHennag rpa$ G co£epxiix gec- 

KOHe'iHufi nowHiiii noflrpaip G xorxa a xoxlko xor.ua, Kor^a oh co^epatHi OecKOHev-
Huk noarpaj» G , Bee a^pa Koxoporo k o h o v h u . H3 sxok xeopenu suxeKaex H3secx_
Has xeopena Pawcexl BcaicHk SecKOHevHHJt SByxuBexaaa nojmak rpa$ co^epiax Cec- 
KOHenHuil o^HonBeXHufi cojihhA noflrpaj).

OH IH1IHXTE COMPLETE SUBGRAPHS

S u m m a r y
In this paper the following theorem is proved*

Infinite graph G contains infinite complete subgraph O' if and only if 
0 contains infinite subgraph 0" whose every kernel is finite.

This theorem easly implies the well known theorem of Ramsey* Every in
finite complete two-coloured graph contains infinite one - coloured com
plete subgraph.


