ZBSZYTY HAPKOWE POLITECKUIKI SLASKIEJ 1979
Serial MATEMATYKA-PIZYKA z. 34 Hr kol. 623

Brunon SZOCIHSKI

ORIEHTACJA GEOMETRI1 PODWOJHIE PSEUDOSTOOHASTYCZHEJ

Streszczenie. W pracy tej udowodniono, te n-wymiarowa geometria *
podwéjnie pseudostochastyczna jeet n-orientowalna.

1. Ha wstepie przytoczymy definicje pewnych poja¢, niezbednych do dal-
szych rozwazan. Hieoh x bedzie dowolnym zbiorem, a G dowolng grupg ab-
strakcyjng. Dziakaniem grupy G na zbiorze 1 nazywamy odwzorowanie

f i XxG-— a.n

spedniajgce nastepujace warunki

i» AA f(f(x,9-.-),92) - fix.ggog.)
XS] gl,92«G

2° A f(x,e) - x,
xeX

gdzie e jest elementem neutralnym grupy G, zas g2°Ei oznacza iloczyn w
grupie G. Dziakanie (1.1) grupy G na zbiorze Z nazywa sie efektywnym,
jesli spednia Implikacje

A f(x,9) - x="g - e.

xeZ
Przy pomocy pojecia dziakania efektywnego mozna okresli¢ geometrie Kleina
- [, s- 272 oraz [2] a. 388) w sposdb nastepujacy-

Definicja 1.1
Kazda troéjke

™, G, N, a-2

gdzie M jest dowolnym zbiorem, G dowolng grupa, a f efektywnym dziata-
niem grupy G na zbiorze 51, nazywamy geometrig Kleina grupy G.

Hiech GQ bedzie podgrupg grupy G." Przez fQ oznaczmy odwzorowanie, kto-
re jest zaciesnieniem efektywnego dziatania ¥ grupy G na K do zbio-
ru MxG , tn." fQu«* F e tatwo sprawdzi¢, ze TQ jest dziaktaniem efek-

tywnym grupy GO na M tréjka (M, GO, fQ) tworzy wiec pewng geometrie
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o8, G, fB) G-2)

gdzie V * fB|li *&” Obiekt (2.2) moze nie byd tranzytywnym.

Przez w  oznaczmy dowolne wkékno tranzytywne obiektu (2.2).Poniewaz jest
ono podzbiorem niezmienniczym, mozemy utworzy¢ nastepujacy trr.nzytywny o-
biekt czesciowy

@3

gdzies

Za pomoca powyzszedgo obiektu okresla sie s-crientowalncsc geometrii
(1.2).
Definicja 2.3

Geometrie (1.2) nazywamy a-orientowalng, jezeli istnieje niezmienniczy
rozktad obiektu (2.3), ktory sklada eie z dwodch niepustycb podzbioréw w *
iw Kazdy z tych podzbioréw nazywamy s-orientacjg, a geometrie (1.2)
z wybrang jedna z tych orientacji nazywamy geometriag e-zorientowang.

Orientowalnos¢ geometrii (1.2) zwigzana jest Scisle z orientowalnoscig
grupy G, okreslong naatepujacoi
Definicja 2.4

Grupe G nazywamy orientowalng, jezeli zawiera podgrupe H o indeksie
2. Wtedy mowimy takze, ze grupa G jest zorientowang przez podgrupe H.

W pracy [5] udowodniono, Zze s-orientowalnosé geometrii nie zalezy od
wyboru wAékna tranzytywnego. fha« Cynika to natychmiast z nastepujacych le-
matow.

lemat 2.1
Jezeli geometria (1.2) jest s-orientowalng, to grupa G jest oriento-

walna.

Lemat 2.2

Jezeli grupa G jest orientowalna oraz w geometrii (1.2) istniejg re-
pery rzedu s, to kazde wkdékno tranzytywne obiektu (2.2) posiada niezmien-
niczy rozkkad ztozony z dwoch niepustycb zbioréw rozdacznych, a wiec geo-
metria (1.2) jest s-orientowalna.

Hastepny lemat, udowodniony w pracy {8] s. 324, podaje warunki na o-
rientowalnos¢ grupy.

lemat 2.3
Podgrupa KC G orientuje grupe G, wtedy i tylko wtedy, gdy E fiG o-

raz
a,beG-H
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3* Jak wiadomo, zbidr wszystkich nieosobliwych macierzy stopnia n o
elementach rzeczywistych tworzy z mnozeniem macierzowym grupe GL(",R),
zwang ogolng grupa-liniowa. Przez grupe afiniczna GA(n,R) rozumiemy zbidr
par (A,a), gdzie A*GL(n,R), aeRn z dziataniem "0" okreslonym w sposéb
nastepujacy

(B.,b) = (A,a) « (BA,Ba + b).
Przez n-wymiarowg geometrie afiniczng (p-[2], s- 390 rozumiemy tréjke

®.0A(-R), B GD
gdzie dziatanie T grupy GA(n,R) na R® jest okreslone wzorem
f(x,9) «<= Ar + a, g - (A,a)e QA(h,R), r €R\.

Dowolnej podgrupie H(n,R) ogdélnej grupy liniowej GL(n, R) odpowiada pewna
podgrupa

QI(n,R) -](A,a) » AeH(n.R), a =RU}-

grupy afinicznej GA(n, R). Kazdej podgrupie OH(n, R) odpowiada wiec pod-
geometria geometrii afinicznej, okreslona przez tréjke

®®, GH(h, R), ) G2

gdzie f(r,g) - AXx +a, g9 - (A, a)e CH(n, R),xeRn. Trojke (3-2) nazy-
wa¢ bedziemyn-wymiarowageometrie grupy GH(nh, R).Poniewazgeometria ta
Jest wyznaczona przez grupe H(n, R), dlatego bedziemy Ja réwniez nazywad
geometrig Kleina opartg na tej grupie.
Definicja 3.1

Macierz kwadratowg A = [ailf], R nazywamy podwéjnie pseudostocha-
styczng lub krotko macierza dps (- [/ s- 35 deppelt pseudostochasti-
sche Matrir), jeshi

“ D Nk Mt i»kwl, 2, o= n.

W pracy [7] udowodniono, ze zbidr wszystkich nieosobliwych macierzy
dps stopnia n z mnozeniem macierzowym tworzy grupe DS (n, R), zwang pod-
wéjnie pseudostochastyczng (w Skrécie grupa dps).

Definicja 3.2
Geometrie Kleina (3*2) opartg na grupie DS(nh, R), tzn. trdjke

@, 6bs(n, R), P G-3)
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nazywamy n-wymiarowa geometrig podwojnie pseudostochastyczng (geometrig
dps) .

Przy wyznaczaniu e-orientacji geometrii (3.3) skorzystamy z ponizszego
lematu.

- t 3.1
Ha to, aby istniata dokkadnie jedna macierz A«DS(n, 5), n>2, speinia-
jaca ukdad réwnan macierzowych

« uMfF 1*1,2, ..-.,n-1- G.49
gdsie
1 -1
u2 ui
2
ui @i * 4
4 4

potrzeba i wystarcza, aby zachodzidty zwiazki

e = -£ uw dia 1*1,2,...,a-1 3.5
det[£ . Ul, @ Sn-li N © 3.6
d*t[f , Lj, &2(=»= 1n~e @G.7D

gdzie £ jest jednokolumnowg macierza, elementami ktérej sg same jedynki.

Dowod
Przyjmijmy nastepujgce oznaczenia

Si un, t« iclj2jaaa,H"“1*

0 *[f , ,---»un_iJe O QL»*«

i zauwazmy, ze dla dowolnej macierzy AeDS(n,R) zachodzi réwnos¢ AE»£. Ufo-
bec tego, ukkad rownan (3.4) mozemy ¢iaplsad w postaci jednego réwnania
macierzowego

G-®
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Zakozmy teraz, ze istnieje dokkadnie Jedna macidérz A « [a”] 6 DS(n,R),
ktéra spednia ukkad réwnan (3*4)* Wéwczas

NME &d4wmE E*U-E UE ‘U-Elev
1-1 J-1 J-1 1-1 J-1

00 dowodzi (3«5)= Dla dowodu (3*6) zauwazmy przede wszystkim, ze dowolng
macierz dps A - [@J] stopnia n>2 mozna przedstawi¢ w postaci

1 3 a2y az22 a2n (3'9)

Stad wobec (3.8) otrzymujemy
n

@ - A ain)uj+ 12 uj+

@-10)

czyli

ai2@u2 - u]) +au (U] - «]) +...+ a~Cu* -u]) - -u] @G-11)

dlai - 2, 3,...,n oraz j-1,2,...,n-1. Gdybysmy chcieli przy danych ma-
cierzacu i1 5 wyznaczy¢ elementy macierzy A, istnienie ktorej zatozy-
lismy, mozna by skorzysta¢ ze zwigzkow (3.11). Okreslajg one bowiem n-1
uktadoéw réwnan liniowych, z ktérych kazdy skkada sie z n-1 réwnan o n-1
niewiadomych. Wskaznik j, wystepujacy w (3*11), okresla wowczas kolejne
réwnania i-tego ukdadu réownan. Poniewaz w mysl zakozenia macierz A jest
jedyna, wiec ukdady réwnan (3.11) sg ukdadami Cramera, a zatem ich wspol-
na macierz wspétczynnikéw przy niewiadomych.

G.12
est nieosobliwa. Sietrudno sprawdzi¢, ze wyznaczniki macierzy (3-12) o-

as O sg identyczne, zachodzi wiec (3.6). Ostatni wreszcie zwlazek(3.7)
ynika natyohmis” z réwnania t3-8) oraz nieosobliwo$oi macierzy U i A.
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Udowodnilismy w ten spos6b, ze zwigzki (3*5) - (3*7) sa warunkami ko-
niecznymi istnienia doktadni$ jednej macierzy A grupy dps, spekniajacej
rownanie (3*B). Zwiazki te sg tez warunkami wystarczajacymi. Rzeczywiscie,
poniewaz wyznaczniki macierzy U i (3-12) eg rowne, zatem z zatozenia(3*6)
oraz rownan (3*11) wynika istnienie jedynej macierzy dps A ksztattu(3*9)
(niekoniecznie nieosobliwej) i takiej, ze odpowiednie elementy macierzy
AU oraz U, nie wystepujace w pierwszych wierszach i kolumnach, sa sobie
rowne. Z réwnosci AE-£ wynika identycznos6 elementéw pierwszych kolumn
tych macierzy. Aby doWiesé dalszych réwnosci pomiedzy pozostatymi, odpo-
wiednimi elementami macierzy AU oraz U, zauwazmy ze elementy wystepujace
w pierwszym wierszu iloczynu AU sg postaci

n n n
“@n+ _¢l Uk + (@ S ai2”™ uk __ajn) uk
i,J-2 i-2 i-
czyli
n n
vk © Sk + (Ln™Muk + aij uk “ Bil uk” (3*13)
i372 i,1-2

Poniewaz jednak na mocy (3-10)

n n n

u*-(n-1)uE- 2 ail uk + v ail uk®
i-2 i,1*2 1,1-2

wiec wobec (3«13) i zatozenia (3«5) otrzymujemy
n

vk Sk - _Z2 “k * Sk - Sk + "1 -V
l_

a zatem macierze AU oraz U maja wszystkie odpowiednie elementy réwne,
czyli zachodzi (3.8), przy czym AeDS(n,R), bowiem zatozenia (3*S)i (3*7)
zapewniaja nieosobliwos¢ macierzy A. T ten sposob dostatecznosé warunkéw
@*5) - (3*7) zostata w pelni dowiedziona, co koriczy dowdd lematu.

4. Jak wiadomo n-wymiarowa geometria afiniczna (3*1) jest (n+l)-orien-
talna (p- [3], s- 367 oraz [6])- Grupa afiniczna GA(n,R) jest zoriento-
wana przez podgrupe

H :=i (A,a : AeGL(n,R, det A>0, aeR

-as$ ciag
“p0" pl» *e* * pnj* “.D
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n+l punktow - fpjl, 1 - 0,1,...,n Jest reperem rzedu n+tl. Jesli spel-
nia warunek

det [p, - pO, p2 - ........ - pM +o 4.2

Zbiér M n+l wszystkich takich reneréw Jest wkoknem tranzytywnym odpowied-
niego obiektu produktowego. Kazdy zpodzbioréw

O i1 % {(POPr**——Pn) *det[PI"PO... Pn-PO] > °}

N ntl ¥ AN(POLPL, P *det [Pi_PO... pn-pol < °J>

stanowi (n+l)-orientacje.

Geometria dps n-wymiarpwa (3.3) Jest réwniez (n+l)-orientowalna, jako
podgeometria geometrii afinicznej. Wynika to natychmiast z lematu 2.2, po-
niewaz grupa GDS(n.R) Jest zorientowana przez podgrupe

H = j~(A,a) t AeDS(a,R), det A>0, a6Rnl,

oraz istniejg w tej geometrii repery rzedu n+l. Sg nimi rowniez ciagi (4.1,
spedniajace warunek (4.2), bowiem DS(n,R) Jest podgrupe GL(n,R). Zbior
m n+l wszystkich reperéw nie Jest Jednak wkdknem tranzytywnym. Na mocy le-
matu 3*1 podzbidér TOn+1 C TOz4+ozony z reperow (4.1), spetniajacych
warunki

m

71 - PO »£ , e ~pP~ 1 dla 1-2,3,...,n

1-1
(£ jest macierza jednokolumnowg z#ozong z samych jedynek)jest jut wlkoknem
tranzytywnym. Wobec tego (n+l)-orientacja geometrii dps jest kazdy z pod-
zbiordw«

™o+l mnl®n ntl* n ntl * "“n+lI0 W n+l *

Dla s<n+1 geometria afiniczna n-wymiarowa nie jest a-orientowalna,
poniewaz dla s<n+1 nie istniejg w tej geometrii repery rzedu s. Okazuje
sie jednak, ze n-wymiarowa geometria dps, w przeciwienstwie do afinicznej,
jest ponadto n-orientowalna. Rzeczywiscie, poniewaz dla dowolnej macierzy
A eDS(n,R) zachodzi réwnosé6 AE£ =£ , gdzie £ jest jednokolumnowag macierza,
elementami ktérej sg same jedynki, zatem kazdy cigg

“.3
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n punktiw pi »[p*]e Rn, spekniajacy warunek
det [£, P2-P! Pn_Pi] O “.5

jest reperem rzedu n. Ponadto grupa GDS(n,R) jest orientowalna, wiec z le-
matu 2.2 wynika n-orientowalnos¢ rozwazanej geometrii (3-3)- Z lematu 3-1
natomiast wynika, ze zbiér ™ ciagow (4.3) spekniajacych warunki (4.4)
oraz

n

A i - Pi) -1 dla i-2,3,...,n “.5)

1-1
jest wkoknem tranzytywnym odpowiedniego czesciowego obiektu produktowego.
Wynika stad, ze n-orientacje geometrii (3.3) stanowi kazdy z podzbioréw

m . Pierwszy z nich sklada sie z takich ciggow (4.3), spelniajacych

warunek (4.5), ze wyznacznik (4.4) jest dodatni, a drugi zawiera te ciggi
(4.3) spekniajace (4.5), dla ktorych wyznacznik ten jest ujemny. W  ten
spos6b udowodnilismy, ze zachodzi nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 4.1
Geometria podwodjnie pseudostochastyczna n-wymiarowa jest n-orientowal-
na, a takze (n+l)-orientowalna.
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FAJALE o« oy

B »to# paloie noxasaso WO n-paaatepaaa bxboShs nceBjocxyuaitHa* reotfezpxa
iiiieici opaeazxpyewott p*ga n.

THE OEIEHTATIOB OF DOOBLY PSEUDOSTOCHASTIC QEOMETRY

Summary

la this paper has been shown that the n-dimensional doubly pseudosto-
chastic geometry is orientable of the order a.



