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Halina SZO?A

0 PEWNEJ WARIACJI FUNKCJI WYMIERNEJ

Streszczenie. W pracy przedstawiono lemat dotyczący budowy dowol
nej funkcji wymiernej, rzeczywistej na okręgu koła Jednostkowego 
tzw. funkcji wymiernej specjalnej uogólnionej]. Podano również wa
riację takich funkcji polegającą na dowolnej zmianie wartości funk
cji w zerach jej pochodnej.

WSTĘP

Przedmiotem pracy są funkcje wymierne, rzeczywiste na-okręgu koła Jed
nostkowego i ich wariacje. Pewna podklasa tych funkcji, a mianowicie ta
kie funkcje wymierne, rzeczywiste na okręgu Jednostkowym, których Jedyny
mi biegunami są 0 i 6,0 , gra zasadniczą rolę w metodzie funkcji algebraicz
nych, stworzonej przez Z. Charzyńskiego w [1] i stosowanej później przez 
niego i przez wielu innych autorów do badania odwzorowań konforemnych ob
szarów jednospójnych.

Wariacja funkcji omawianej klasy, która polega na dowolnej zmianie war
tości funkcji w zerach jej pochodnej, gra w metodzie funkcji algebraicz
nych rolę wariacji funkcji Greena, przy pomocy której, Jak wiadomo, otrzy
muje się wariację funkcji jednolistnej. Jednakże klasa funkcji wymiernych, 
rzeczywistych na okręgu jednostkowym, o jedynych biegunach w 0 i «  , jest 
zbyt uboga, by można było metodę funkcji algebraicznych stosowaó do bada
nia przekształceń konforemnych obszarów wielospójnych. Stąd zrodził się 
pomysł przeniesienia wspomnianej wyżej wariacji na funkcje wymierne, rze
czywiste na okręgu jednostkowym, o dowolnej ilości biegunów położonych 
gdziekolwiek.

Funkcją wymierną specjalną uogólnioną nazywać będziemy każdą funkcję 
wymierną W(z), która jest rzeczywista na okręgu K (0, 1).

Stopniem y funkcji W(z) nazywamy liczbę równą sumie krotności jej bie
gunów.
Lemat

Dowolną funkcję-wymierną specjalną uogólnioną W(z) napisać można w po
staci:
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gdzie Bpq, BQ i w p są rzeczywiste.

Dowód
Z tożsamości

W(z) - W (1)

wynika, że jeżeli a^ 6 K(0,1) jest biegunem funkcji W(z) krotności 1^, 
to jest również biegunem funkcji T(z) tej samej krotności! w szczegól
ności, jeżeli 0 jest biegunem krotności S, to —  jest również biegunem 
krotności S.

Niech
0, a^, a2>.«.,s^,

będą wszystkimi biegunami funkcji W(z), położonymi w K(0,1), o krotnoś- 
ciacb odpowiednio

S , 1^, lg»***»!^»

1 J "  2 .1W P

- biegunami leżącymi na K*(0, 1), o krotnościach odpowiednio

•ł-ę* q2*,,*»<lp

Ze względu na uczynioną na początku dowodu uwagę, 1»(z) ma postać

S _.
*(*> - £  <?|  + ¡!) Bz*' + 

B-1 2

K 1k
s  sk-1 1-1 (* k

P %

* Ęp-1 q-1 pq  3 l+ u
(Z -
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Weźmy teraz pod uwagę funkcję W1(z) postaci (1.1), gdzie współczynni
ki Ea, Bkl> Bp(ł i BQ są tak dobrane, by części główne odpowiadające bie-

i co
gunom 0, a^, e " w  rozwinięciu funkcji W1(z) były równe odpowiednim 
częściom głównym w rozwinięciu funkcji W(z). Hależy w tym oelu przyjąć

B0 - a g, s » 1,...,S;

B]cl, 1 - 1t...,lk, wyznaczamy kolejno ze wzorów

X (2 mfi> klk •

Ĵ klfc-i + ( 1k* ~ 1) Bklfc] (2 ak ) k “ ^ klk - 1.

[*«.*-2 +( 1k“2 ) ^1^-1 + (1k"2 ) ^l ^ J  (2ak5 k " ̂ klk-2 •

[*k1 + (15 ®k2 + (2J ®k3 + •** + (1k) Bklk J "  ̂ k1 ’ k = 1’'”  K*

B , q ■ 1, ... , <ip, wyznaczamy ze wzorów analogicznych.
Funkcja

W2(z) - W (z) - W., (z),

jako holomorficzna w K(0, 1) i rzeczywista na K*(0, 1) jest stała, przy 
czym stała ta jest rzeczywista.

Udowodniliśmy tym samym, że W(z) jest postaci (1.1).
Jeżeli 0 nie jest biegunem funkcji W(z), to pierwsza suma w przedsta

wieniu (1.1) oczywiście nie występuje, liiech teraz W(z) będzie funkcją wy
mierną specjalną uogólnioną postaci (1.1), przy czym

Es * °* ^1*- * °* k “ 1....... K’ ®P<łp * 0. p - 1, ... , P.

Stopień W(z) wynosi zatem
K P

2S + 2 Y ,  Xk + E  V
k-1 p-1



72 H« Szopa

Punkcja i z W'(z) Jest także funkcją wymierną specjalną uogólnioną, o -tych 
samych biegunach co funkcja W(z), jedynie krotność każdego bieguna, z wy
jątkiem biegunów w 0 i , wzrasta o 1« Stopień i z W (z) wynosi zatem

X P
2S + 2 ]T] lk + ^  qp + 2K + P. (1.2)

k»1 p«1

lieob

$0,  ̂, ... , Ig, (1*3)

oznaczają pierwiastki W (z) położone w K(0, 1) i

lo• $1» •**» (1*3)

icb krotnośćl, a
tf, ijr2 v H ,>e , e e (1-4)

- pierwiastki położone na K*(0, 1) i

^1» ^2’ *** • (1*4’)

ich krotności. Ponieważ ilość zer funkcji W1 (z), tym samym i funkcji i!z 
W' ( z), jest taka sama jak stopień funkcji i z W'(z), stąd

2 Z + S i j - 2 s  + 2 S qP + 2 K  + ?* lu5)
j«1 j«1 k^1 p=1

Hiecfa
8j (t) - S < t < S , j « 1..... ..

będzie układem funkcji zespolonych zmiennej rzeczywistej t, klasy C^, 
takich ze

Sj(0) ■ W (5^), j » 1, ..♦, Q, 

oraz niech 6(t) będzie funkcją rzeczywistą zmiennej t, taką, te

6(0) - arg E0.

Lemat
Dla każdego t dostatecznie bliskiego 0 istnieje funkcja wymierna 

specjalna uor<lniona W(z, t) postaci
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«(.,«).- f  * *.<*> *■] * t  g  [>»«> ( ^ I )1 *

♦ E  E  "V* 1 1p»1 q-1

iw_ (t) \ł'
. z + e r
1  E^TET
z - e *

+ BQ(*).

gdzie

Bs(t), B ^ U ) ,  Bpq(t), B0 (t),

•*(*)» «p(t),

(1-7)

(1.8)

są dowolnie bliskie odpowiednim współczynnikom i biegunom funkcji V(z), 
oraz istnieje układ liczb

ifeit)e ■ e , ••• , e ,

dowolnie bliskich liczbom (1.3), (1*4)» takije, te

i) W(z, O) - W(z)

Jj(o) - S ,̂ j ** 1» ••• » Q»

iyjio) iy3 e * <■ e ", j a 1, . ,  n,

ii) Wfjjit), t) - Sj(t), j - 1, ••• , <3, 

W ( e ^ (t), t) - » ( e ^ ) ,  j - 1, ... , R,

(1.9)

(1.10)

W (m)($.j(t)t t) - 0. rn - 1, ... . Sj. 

w (̂  (|j(t), t) /  O, j ■ 1, ... , <ł«
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*> - 0, ■ - 1* , 1 j.

. • ¡ • ' W f l M  i - i  a.

arg *B(t) - 6(t),

iii) liczby (1-7) - (1*10) są wyznaczone jednoznacznie,
1t ) funkcje (1-7) - (1-10) aą funkcjami klasy C1 zmiennej t.
Dowód

istnienie dla t dostatecznie bliskiego zera, dokładnie jednego ukła
du liczb (1.7) - (1.10) spełniających warunki i), ii), iii) jest równoważ
ne z istnieniem dla t dostatecznie bliskiego zera dokładnie jednego roz
wiązania układu równań rzeczywistych«

Re W(Ś3) ■ Re a^(t), 

Im W(Ś3) - Im Sjit),

ii. ij.W(e i) - W(e J),

Re W (n,)(5.j) - 0,' 

Im W (n)(j3) - 0,
i*;

U 3 -  i .

I
. Q.

j m 1, ... ,R, 

m m 1, j ■ 1, • • •,Q

if. . ¡-\ i#,i (e 3 w'*)(e 3) - 0, m - 1,...,^, j - 1,..

arg ŚB - 6(t),

1.11)
1.11’)

1.12)

1.13) 

1.13*)

,R,

1.14)
1.15)

gdzie

■ Y j ("f + V B) + S  S
K k 

k«1 1»1

K i  <•1 + i!)i
1

p qp
Z  E  s r 5  <*p«1 -q>*1

ióp
W *  + So*

( 1 . 1 6 )

© niewiadomych rzeczywistych

®2s> ' ®16 + -̂**28’ 8 = 1« •**» 2, (1.17)



• •
^1kl’ ^2kl* ^kl " ^1kl + i^2kl’ 1 “ 1* *** » 3jc* k “ 1» ••• * K »

(1.18)

Bpq, q - 1, ... , qp , p - 1, ... , P, (1.19)

V  (1*20)
• i®i?jj* ®k, a^ ■ ?^e , k ■ 1, ... , K, (1.21)

w p , P - 1, ••• , B, (1.22)

f • Ł*a
T y  V y  t j m T j e « i - 1......... (1.23)

y-j* 3 m 1» ••• > R, (1.24)

dowolnie bliskiego odpowiednim wartościom początkowym tych niewiadomych:

®1S* a2s* m “la + ^ *28* 8 " 1» (1«1T)

^1kl’ ^2kl’ ^kl “ ^1kl + 2kl’ 1 " 1* *** * ^k» k “ 1...... ..
(1 -18)

Bp q ’ 1 ** 1» ••• » 9p* P “  1 ................. B , (1»19‘)

Bc , (1.2ff)

?k, ® k, Sjj ■ ?k , k - 1 K, (1.2T)

w pf P ■ 1» , B, (1.221)

1Vj
T .j, ^ j ’ £j * * 3 * 1 »  ••• » Qi* (1*23')

<Py 3 * 1 *  ... » R. (1.24)

Aby udowodnić istnienie dokładnie jednego rozwiązania układu (1.11) - 
(1.15), wystarcza udowodnić, że jakobian lewych stron (1.11) - (1*15) 
względem niewiadomych (1.17) - (1-24), obliczony dla wartości początko
wych (1.17) - (1.24), jest różny od zera. Załóżmy, że w kolejnych wier
szach jakobianu występują pochodne cząstkowe kolejnych lewych stron(1.11) 
- (1.15) względem niewiadomych (1.17) - (1.24).

Dla dowodu przypuśćmy przeciwnie, że jakobian ten jest równy zeru.Ist
niałby wówczas nietrywialny układ liczb rzeczywistych

O pewnej wariac.1l funkcji wymiernej   75



76 H. Szopa

Aet̂ g» Afcjs* s - 1, ••• , S, (1*17")

AA lk l*  A A 2 k l ’  ̂ ^» ••• * k  * 1» ••• ,  K ,  (1 .1 8  )

ń ś p ,  <1 * 1 » ••• » <lp* P - 1 »  ••• • B» (1*19")

AB0, (1.20")

A ?k *  ASk*  ̂ “  1» ••• » (1*21 )

AiOpt P “  1» ••• » B, (1.22 )

¿Vjł j * 1» .... » Q» (1.23 )

3 * 1 »  ••• t B* (1.24*)

taki, że suma iloczynów elementów każdego wiersza jakobianu przez te licz
by byłaby równa zeru. Obliczając z (1.11) - (1.15) elementy jakobianu i
wyksnując opisane wyżej działania, po prostej przeróbce, otrzymujemy«

s -*'* ' aw(jH)
2s dóc 2sI . k

8*1

a*(t.i) 
e a * 1e + A£ł„ ■ ■ ■ +

k hc

I Ik-1 1-1

AB.

aw(^) 
9/61 kl

3W(L)

+ AA
9W(L)

2kl 9/S 2kl

pqp-1 q-1 

K
'i A?.

k-1 9 * k

9B.

8W(L)
**-) + AB„ ■— -3- +° a ż
pq

św(L)x aw(jj) \ ^  s w u j ,
I W *  2  (1“P a s f 1 *P-1 *

. 9W(j ) 9W(Ś )
+ rj T .  + AVj W 7 "  = °' 3 - 1» ••• . «. (1-25)
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#,/ W i f Ą)

A K  * T ó ń  + ^ 23-5̂ - )  +
s-1 1«

* )♦ 
k-1 1-1 p Ikl p 2kl

♦ i  *p-1 q-1 pq O

k-1
* Í K 2* ^ -  • * ■ * £ ■ ) ♦

. y l ^ s i b Ż h  , w  s i i s Ë h , 3 . , ....... », (,
i, ' P 8W D J a? jp-1

iTi a«is 28 9otis 1

V  V  / aa a w ^ i Ś ^ )  3w (m)(5.,> )
* 2 ,  Ł t ^ n a  , '1 » ai»aa U . Ł  ) *k-1 1-1 3p -jj,.} ” 2kl

.26)

^  ^  / 4 #*<■><* y  ̂ e w ^ i S ^
♦  Z  S  ( ‘ V - r r 1- ) *  “ . - t t 1 *

p-1 q*i p <j ®

k-1 i P“1
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Y ' {  A. S»(n)(ely^  + A* )
j ' 18 3a is 9« 2b '8«1

* . g  * 

♦ I  Z ( *p»1 q*1 pq o

k-1 * *
+

+ y  ń ^ h ż l h )  + a. si ^ Ć I h  „ o,Z - V  p 9i,p I  i  3y 3

D * 1| ••• f 3 * 1 »  ••• y Hy (1*28)

aagr B aarg Ż
Aa1s-aS^-5 + " a ^ T 5 - o* » • « >

Ze względu na równości

®W(f.) 3ĆW(e ^ 1
•\ 3 - 1,--        ■“ **?---1 ■ 1, 3 ■ 1, • •• a, (1.30)
9io 3Bo

9W(m)(L) 3ff(a5(Ś.)
** * Oy 21 * Oy ••• y L  T 1» 3 = 1y ••• y Qy

9r3 j 3
(1.31)

« O, a * Oy ••• y i ̂ H 1 J j a i I ••• yHy

(W(0)(z) « W(z)), (1.31')

Dla wartości początkowych (1.17 - 1*24) związki (1.25-1.28) ulegają odpo
wiedniemu uproszczeniu. Weźmy pod uwagę funkcję:
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gdzie wszystkie pochodne obliczone są dla wartości

ft1s* a2B> ^1kl» ^2kl* ®pq* ^k> ®k' Wp*

Ze względu na fakt, te

gdzie 5 jest jedną ze zmiennych (1.17) - (1*24), mamy
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Łatwy rachunek wykazuje, że

AE_
A7J(z) = (— 5^ + ABgZ9) +

s=1 

K 1k

* I  Zk=1 1=1
z + *it»l —  /1 + ak \ l

1Bki l r r ^ >  * “ u  '—1 - akz

Iw 1
e > g.
e p

+ ABQ + I  |  [> % 7 7 ^ ?  ♦

,1 + V x l - 1  2z 1.
* ‘T T ^ ’ (1 - V ) * f

_ Q - .  . iu) A UJ
P P T iun 2z e p p. V  V  - a B ii z + e P \q-1 -2-2-------■ Z P1! lw 1 iw »2L Pq z - e p (z - e p)

gdziet

ABe „ Aci|e + i ńoe^,

A^kl “ A^1kl + iA^2kl*

%  « l ^ k + i?k^ek ) e \

skąd natychmiast wynika, że AW(z) jest funkcją wymierną specjalną uogól
nioną, której stopień nie przekracza liczby (1.2). Z (1.25;,(1*26),(1.27) 
i (1.28), uwzględniając równości (1*30), (1.31), (1*31'), wnioskujemy, te 
punkty (1.3), (1*4) są dla funkcji AW(z) zerami krotności odpowiednio 
(1.3) i (1*4'). Gdyby stopień funkcji AW(z) był równy liczbie (1*2), to 
A*V(z) byłaby funkcją tego samego stopnia, o tych samych biegunach i o 
tych samych zerach, uwzględniając oczywiście także ich krotności,co funk
cja i - ii'(z).
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Musiałoby być zatem

C,
i z nr'(a)

gdzie C jest stałą rzeczywistą. Wartość C obliczamy następująco*

c o .*,«00.- „ « J j L - I ± z ) h - 0 ------------ .
i z W' (z) zsi z W' (z) {zsi z W' (z)}2 M 0 “ lb Bs

Łatwo sprawdzić, że równość (1.29) jest równoważna związkowi

arg A E_ «. arg E„9 B

E-Aby stosunek był liczbą rzeczywistą, konieczne jest zateip, by

Es -  0.

W ten sposób otrzymaliśmy sprzeczności z przypuszczeniem, że stopień funk
cji A W(z) jest równy (1.2)j jest więc mniejszy niż (1.2). W tym jednak 
wypadku a W(z ) jako funkcja wymierna mająca więcej zer niż wynosi jej sto
pień, jest tożsamościowo równa zeru, a stąd obliczając współczynniki przy

(z - a^) k ^ i przy (z - e P)T(qp+D  w rozwinięciu Laurenta funk
cji A W(z), docbodzimy najpierw do wniosku, że

Aa^ ■ O, k »» 1, ... , K, Aojp “ 0, p ■ 1, ... P, (1.32)
-lk

następnie obliczając analogiczne współczynniki przy (z - a^) ,

-(1,-1) ioi -q_ iw_ - (q-1)
(z - a^) k ,..., (z - e. p ) p, (z - e p ) p ,... oraz przy

z“s, z"^3”1 \  ..., otrzymujemy kolejno

ABkl “ ̂ ^1^-1 ” •** * ^ Bkl “ k “ 1’ *** ’ K’ (1'33)

A Bpqp “ A ®pqp-1 “ * A Bp1 =■ 0, p - 1, ... , P, (1*34)

A Eg « A ®a-1 ^  *35)

AB„ » 0. (1.36)O
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Tale więc wykazaliśmy, że wszystkie liczby (1.17") - (1.22*) muszą byś 
równe zeru. Pozostaje udowodnić to samo o liczbach (1.23") i (1.24*).

Związki (1.27) i (1.28), ze względu na (1.32) - (1«36), dla m - Jj 
względnie m - fj przyjmują postać

"i 9.J + * " ..... .

względnie postać

A V * )  i# *
8y a»}'8— 1 “ °* J - 1........R"ai>j

Z ostatniego związku wynika od razu

A f} - 0, j - 1, ... , H, (1.37)

bo
aft "

a i
J

Pierwszy związek jest równoważny związkowi

• Ąi+1) Iłi ^  A -  W ą (e á) i e 3 4 0, j - 1...... ..

. (Ś<+1)Ar, W ¡ (J3) iVi ie + AV. i r
iV.

0,

i  •  1, Q,

a ponieważ

(^+1)
'■i 

więc

ł  ̂ (J-i) o» j “ 1» ... > Q»

Arj + A + r3 0,

skąd

ĆTj = 0, - 0, j ■ 1, ... , Q, bo r^ 4 O. (1.38)
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Tak więc z (1.3?) - (1*38) wynika, że wbrew założeniu, wszystkie licz
by (1*17") - (1.24*) są zerami. Rozpatrywany wyżej jakobian musi być za
tem różny od zera i, co za tym idzie, dla t dostatecznie bliskich zera 
istnieje jednoznaczne rozwiązanie układu równań (1.11) - (1.15) względem 
niewiadomych (1.17) - (1.24). Innymi słowy, w pewnym otoczeniu (-5 , J)
punktu 0 istnieje układ funkcji (1.7) - (1.10) spełniających warunki i),
ii), iii), iv). Co więcej układ ten jest wyznaczony jednoznacznie.
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0  HEKOTOPOa BAPHAIJJIH PAIÍHOHAJIHiOK íyHKUHH 

P  e 3 b u e
npefidaBJieHO aeMiay o H3o6paxeHHH np0H3B0JiŁH0ił paąHOHajiBHoa $yHKiuin, flefi- 

cTBHiejiBHog Ha OKpyxHociH eflHHHHHoro Kpyra, Koiopaa HasuBaeTcas paî aonajiL- 
Has cneuHajibHaa oÓoSnjeHaji $yHK8H«. PaccMOTpeHO Tosce Bapaaipno 3T h x  $yHKuaft, 
KOiopaa ocHOBUBaeicH HajinÓOM H3MeH6HHH 3HaveHHñ $yHKUHB b Hyj ih x  ee npoH3BoaJ 
Hoa.

ON THE VARIATION OP RATIONAL FUNCTION 

S u m m a r y
In this paper the lemma which relatives the construction of rational 

function, real on the unit circle was presented. There was presented also 
the variation of this function, which depends on any change of values of 
function in zeros of its derivative.


