ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIKI SLASKIEJ * 1979

Seria« MATEMATYKA-FIZYKA z. 3° Nr kol. 623

Halina JONDRO

WARIACJE W PEWNEJ KLASIE FUNKCJI JEDNOLISTNYCH

Streszczenie. Praca ta poswiecona Jest otrzymaniu wzordow waria-
cyjnych dla pewnej podklasy klasy funkcji Gelfera, tj. dla takich
funkcji Jednolistnych w kole Jednostkowym U =-£z « |z] < i}, ktére
nie przyjmuja Jednoczes$nie wartosci w, - w, ii.

Definicja
Klasag KMl nazywa¢ bedziemy zbidér funkcji Jednolistnych w kole Jedno-
stkowym U postaci«
* A + Al* + e »
spedniajace dwa nastepujace warunki«
Fssj) +F(z2)ii O, (1)

F(z1) . P(z2) jiii )

dla kazdych z», z2e U.
Funkcjami klasy Kg sa np. funkcje powstate z funkcji klasy K - tj. kla-
sy funkcji f(z) postaci«

f(z) =b z+ b>z? + ... = b @z + a2z + L),

gdzie O<b*r< 1,jednolistnych w U » -]z « |zl< i} ispedniajacych wa-

runek Ff(s™) . + (z2)Y¢1dla kazdej pary z1, z2 6U, wnastepujacy
s6b«
Jezeli fsK oraz d, — = E f(U)j woéwczas funkcja

F(z) = JF@ -d -~
+d f(z
nalezy do klasy Kg. P @
Twierdzenie 1
Niech FeKg 1 niech A bedzie obszarem speiniajacym nastepujace warun-

Kii«

Spo-
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@ 3?2) cA
(b) A jest niezmienniczy ze wzgledu na przeksztaltcenia w—® w, w — *
w— - —i,, a nie musi byé obszarem ograniczonym. W przypadku g\;A(’jy

w
0 e0"F(U), A ze wzgladu na (b) bedzie obszarem nieograniczonym, dla
ktérego e=» jest punktem wewnetrznym).

Hiech i (W) bedzie funkcja holomorficzng w 5 oraz taka, ze dla kazdego
ws At

$ W -3$(-w), @
() *u $ (e @
Z warunkéw (3) i (4) wynika warunek
$(-»)" -% W). o
Udowodnimy, zedla kazdegof > 0 dostatecznie matego, funkcja
wr(w) = we ®

jest jednolistna w zbiorzeA oraz dla kazdego w”, Wgea nF(U) spednia

warunki i
w*(wl) + w*(w2) i O, a
w*(wn) w*(w2) 1 - i. ®
Dowod
Wprowadzamy funkcje:
V W,<0) ©)

$ (W + W), W »WwW

dla f, u el , w,w ¢ . Ponadto przyjmujemy, ze V (w,t) * kq, gdy w lub
3ie , yonkcja jato funkcja blagi > ¢bi zwartym
A X a , jest ograniczona, istnieje zatem takie K, ze Jv (w,to) j< M dla
kazdego =, ®s 4 x4
Udowodnimy, ze funkcja w*(w) jest jednolistna w A. Przypusémy, ze dla
dowolnie matych £ istniejg takie punkty wl, w2 ea , ic Wg, ze

. e e6* ~ . - (10)
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Z (10) otrzymujemy
e£[$(*,) -$ W2)]

skad

fg$ (w1) - $ (W)l
a-e ) WL ot owaee (11)

Korzystajac z oszacowania jl-es]$ |s] e” , otrzymujemy

Iwl - w2j€ |wlilE | - w2] $.¢) -3 2)
W - w2
skad
14 | wlip@@l) -wg$ M2) + w2$ W2) - wr(w2) ] KL - $Qw2))

W - w2
Ale z uwagi na (9) otrzymujemy
1£ J£]I2IEIM (Jv(wr w2)] + |&Ww2)] ),

co jest niemozliwe ze wzgledu na dowolno$¢ £ i ograniczonos¢ obu skdadni-
kéow w nawiasie.

Dowéd whasnosci (7). Przypusémy, ze dla dowolnego £ > 0 istnieja punk-
ty wl, w2 e ¢nP(U), takie ze

weWl) + wew2) =0,

czyli
es(w2)
wle +w e ,
2
Wéwczas
£[$w.,) - $(-w2)]
skad

£ELS(wl) - $(w2)]
1 2

«,(1 - e ) - wt + w2,

Ka mocy tej samej nierdwnosci co wyzej, otrzymalibysmy

F(wl)-$(-w2)  IE[I$MWL) - 4>(-w2)]

' * (@2
h +wa ‘wlElwL +*2! W+ we
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Ale ze wzgledu na to, ze w*; w2 e?(U) w1l + w2 Jj20, skracajac zatem nie-
rownos¢ (12) przez jw* + w21, po takich przeksztaktceniach Jak w dowodzie
jednolistncsci, otrzymujemy nieréwnosé

I<|£]e2 EMIQV(wiIt ~v2)\ +]$(-w2)] ),

co niemozliwe ze wzgledu na dowolnos¢ £ i ograniczonos$¢ obu skdadnikéw w
nawiasie*
Dow6d whasnosci (8). Przypusémy podobnie jak wyzej, ze

£$(*0 _ 6% (Wp)
w,e - w, e =

dla pewnych , w26nnP(U) . Woéwczas
4*<)y +FwIT]  +

$
wle W,
skad na podstawie (4) otrzymujemy
whe
i dalej
£fi>(w ) -$(8-)1]
»5(1 "2 1 iz

Ha mocy tej samej nierdéwnosci co wyzej, otrzymalibysmy

$C*,) -%$(8-)
M "%  hllElh -fel

wil “

Ale wv w2 6 F(U), skad w2 i, awiec

1<lile2w* (Jv(wl, )| +

a ta nieréwnos¢ r~e moze zajs¢ ze wzgledu na dowolnos¢ £ i ograniczonosé
obu skt#adnikéw w nawiasie.

Dowdd, ze roéwniez druga czes¢ whasnosci (8) jest spedniona, przebiega
w spos6b analogiczny.

W tem sposCb twierdzenie jest udowodnione.
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2. Skorzystamy z twierdzenia 1 dla otrzymania wariacji dla funkcji kla-
sy Kg przy pomocy metody Godtuzina [2], str. 99-101.

Niech. F eKQ 1 niech A bedzie obszarem takim jak w twierdzeniu 1.
Niech d<r<1 bedzie na tyle bliskie 1, ze F(P)c a, gdzie
Pm-jair< |z|< i} Potézmy dla zcP

F(z,£) - w*(F(2)) - F(2)e£s (2\

gdzie |Cljest dostatecznie mate, np. niech ji|< P(z,£) Jjest Tunkcja
holomorficzng jako funkcja zmiennych zespolonych: £ w kole |[dI< i
zePj dla kazdego ¢ rzeczywistego, takiego ze 0< £< f0 jest funkcja jrfl-
nolistng zmiennej z ep. Ponadto, co wynika z (7)) i (8), F(z,£) odwzorowu-
je pierscien P na obszar dwuspéjny P(P,£) o nastepujacydh whkasnosciach:

jezeli
wl, w2 e F(P,£),

to
wr + Wg J O i owh . - 1.

Dotaczmy teraz do obszaru dwuspéjnego F(P,£) domkniecie skkadowej ogra-
niczonej jego dopeknienia i tak otrzymany obszar jednospdjny oznaczmy
przez De . Udowodnimy, ze Dz jest obszarem posiadajgcym nastepujgce whas-

nosci!
Jjezeli
WL+ w2 6
to
W1l + w2 ™0
Potézmy

pil) - {"w , -w«DE} i dp(}. Iw ., | .DE},
1)

Ze wzgledu na whasnosci obszaru Dfs DEIdmpf~> & | DE2)RDE s d™- Pray=
pusémy przeciwnie, ze DEnD£ }t ¢ < Niech w.,*eEn De . Mozna przyja-,
ze w* lezy na tyle blisko brzegéw obszaréw Df i DE , ze w*eP(P,fi) r
fF6 -p(p,g), gdzie - P(P,6) oznac. a obraz przy pomocy odwzorowania w-—— -
w obszarze F(P,fi). Ale z relacji w e-F(P,£) wynika, ze -w*e»(Pp«|”™ co
jest niemozliwe ze wzgledu na wkasnosci obszaru F(P,£). Stad PEn PE£ »0
i wkasnos¢ (13) zostata udowodniona.

Dowéd whasDr *oi (14) przebiega analogicznie.
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Wystarczy obecnie znalez¢ funkcje FF (z2) odwzorowujaca koto U na obszar
DE - bedzie to poszukiwana funkcja klasy Kfi dowolnie bliska funkcji F.
Zauwazmy najpierw, te

F(z,£) = F(2) +£F(2) -% (F(2)) + o(H),

gdzie — ULl —-0 przy £- 0 niemal jednostajnie w U. Na nocy twierdzenia
Gotuzina [2], str. 9?, funkcja FE () odwzorowujaca koto U na obszar D£,
FE (0) « 0, jest postacii
/
F'(2) = F(@) + £2(2) - $(F(2)) - £zF*(DS(@D) + £zF° (@D S()) + o(£),
as
gdzie S(z) oznacza czes$¢ ghdéwna rozwiniecia,w szereg Laurenta o Srodku r
0 funkcji F(z) $ ftltJl w pierscieniu P.
zZF* @
Poszukajmy teraz funkcji $ (W) speiniajacej warunki (3) - (5) i napisz-
my wariacje (15), generowang przez te funkcje.
Niech zQe U, a wfl = F(z0). Niech « bedzie dowolng liczba rzeczywi-

sta.
Pot6zmy
ia ict “iIRiIw -iwiw
$») “W - w0 “w +wQ “ 2I'- wOiw + 1 + WQlw b
+i
tatwo wida¢, zew , -wQ, $ SD, poniewaz wQeD i ze wzgledu na whas-

nosci funkcji F(z). Mozna.zatem obszar A wybra¢ w ten sposéb, by spek-
niat warunki (@) i (b) i by funkcja $ (W) byta holomorficzna w a

Dla otrzymania wariacji (15) dla funkcji P(s), generowanej przez funk-
cje (16), wystarczy znalez¢ funkcje S(s), tan. czes¢ glév.ng rez Inie
szereg Laurenta o srodku O funkcji 1 $ F®@ w pierscieni i

={z «r<]z|<l] , gdy r jest na tyle bliskie 1, by F(P)CA oraz by

r1 1z J. Funkcja ITsULTET1U moze mie¢ w kole U bieguny jedynie w
°© " @

punktach zQ i 0, przy czym te bieguny sa jednokrotne.

Napiszmy dla funkcji W ? rozwiniecie Laurenta o $Srodku w zQ,

F®
k pierscieniu P. Bedziemy mieli
F(z)<E(F(z)) .. re8” i>(F(2)) + 0(1)
K¥adac F(O
A- ———— res &(F®)),
F"(20) zo
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mamy
=_JdL + 0(1),
F*(2) * - z0
W dalszym ciagu
zF*(2) z z - Z0 z z0z vV zZ*V +
+ CHLEL>M --£ ) 0 6 i+
P*(2) z“V z *0iz-z03 F1() z

(czes¢ regularna w 0)

Poszukiwanymi funkcjami S(z) i S(i) aag zatem funkcje:

a poszukiwana wariacja ma postac:

FZ) ,
P*(2) - P(2) + £P(@)i>(P(@)) -6 ("Ff-r res pPEP@E))Igs2
o o7 o o

—¢ELNMtg (0) PP@ +C ¢ -21m) res $(F(2)) Frs182 +
*(0)

26P-(z0) zo r 1 *~z
+gFP)S E@) z"z) + o(E)e an
P*(@
Przypusémy z kolei, zew , -w , = sg punktami zewnetrznymi obszaru D.
0 *
Wéwczas obszar A mozna znowu obra¢ w ten sposoéb, by funkcja$W)spet-
niata w nim warunki (3) — () 1 by byta halomorficzna w AW tymwypadku

funkcja $ (P(z2)) jest funkcja holomorficzng w kole jednostkowym i funkcja
w*(P(2)) « F(2) jest juz poszukiwang wariacja funkcji F(z)i mozna
zatem przyjac, ze

F*(2) > P(2) +£P(2)$ (P(D) + o(0)- (€2))

Powyzsze wyniki ujmiemy w 2 nastepujacych twierdzeniach.
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Twierdzenie 2
Kiech ?(z) tKj, a- dowolna liczba rzeczywista, zQeU - dowolne. Wtedy
dla kazdego f>0 dostatecznie matego istnieje funkcja F*("z)eKg taka, ze

P*(z) - F(2) + £F(2) <I(F(@)) - £(-? vo)-) res $(P(2)) -
z0P(z0) 0 o

.e*toiAs*m*w + £ (ZiloL)reSz W m ) s Ff *

P(©) Z0p (20) 0 0
+£*{0) a2 . PE) + 0©)i
F{0)

gdzie o(£)/£- -0, gdy £~ 0 niemal jednostajnie w U.

Twierdzenie 3
Hiech P(z)e Kg, a- dowolna liczba rzeczywista i wO taki, ze wQ, -wQ,

i
=— sg punktami zewnetrznymi obszaru D. Wtedy dla kazdego £ > O dostatecz-

nie matego istnieje funkcja T H(Z) eKg taka, ze
PH(@) - F(2) +CP(2) $(»(m)) + o(H),

gdzie o(£)/£ — -0, gdy £- 0 niemal jednostajnie w U.

Ha zakonczenie podany 3 elementarne wariacje, ktére sg oparte na odwzo-
rowaniach kota U w U. Zauwazmy, ze jezeli G(z) jest funkcja jednolistng w
U, G(© = 0, G(TIcTI, wtedy z tego, ze F(z)e K,, wynika, ze F(G(z))e Kr.

K¥adac, po pierwsze, Gr(@ * e" 2z, £ > 0, dostajemy WZ(:)kr' wariacyjny?

F*(2) - P(eiifz) - P(2) - if£zF(2) + o(0), 9

oi«
Ktadac nastepnie G(z) = — 0< £<1 i a- dow. *.iczba rze-
czywista, otrzymujemy wzér wariacyjny?

F'® , p @+ie_—-) , P(a) +8a[e™®p(2) - e_1V?7(2)] + o) (20)

K¥adgo wreszcie G(z" = k“~((1-9)ka (2)), gdzie ka(2)

-v- dowolna liczba rzeczywista, c> 0, otrzymuja?y trzeci wzér wariacyj-
ny?

F*(z) - F(k;1 (d-f~00)) - ?2(*) - £zP(2) s2+-s + o(E), D
e -1z

Te trzy wariacje beda wykorzystane w dalszym ciggu pracy.
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3* Wiech $ (P) bedzie funkcjonatem rzeczywistym, zdefiniowanym 1 ciag-
+ym na Ke. Wiech H(U) bedzie przestrzenia funkcji holomorficznych w U ze
zbieznosciag jednostajna w zbiorach zwartych. Zakézmy, ze $ (P) ma pochod-
na zespolong w sensie Gateux w punkcie P, tzn. ze istnieje Tfunkcjonat
Lp«H"(U) taki, ze

$(P<) - <B@P) + £re Lp(h) + o(f), (*2)
gdzie £>0, P* jest dowolng funkcja z Kg taka, ze
Ptz) - F(2) + £h(2) + o(£), 5

h@eHW), i1 o(E)/E-~ 0, gdy 6 - 0 niemal jednostajnie w U.

Pot6zmy, korzystajac z oznaczen wprowadzonych w [tjdstr. 12

A(W) =DWw) + D(=w) + D(]) +D{-1) + 2Lp(P), (€Z))
B(?) - E(@) + Lp(zP"(2)) + B(D-

Zauwazmy, ze

(5

e I'M ,, zP'@ + -zlizlL.

1- Sz S(z-y)
Korzystajac z oznaczen (24), ze zwigzkéw (25), ze wzordw (22), (23) i
wzoréw wariacyjnych (17), (18), (19), (20) i (21), otrzymujemy nastepuja-
ce wzory wariacyjne dla funkcjonatu < w punkcie P w rodzinie Kg. Sa one

postacit

dla kazdego z e U, « - rzeczywistego, dowolnego i £ > 0 dostatecznie ma-

tego;



94

dla kazdego Wo takiego, ze Wo W \ nie nalezg do D i dla a- dowol-

nego, rzeczywistego i £> 0 dostatecznie matego}
$(?*) =$(F) + £re tp (Lt isP"(*))"+ o(6) (28)
dla £ dodatniego dostatecznie matego}
$(?*) =3$(?) + £reLp [eFP" (@) - e"iaz2F @] + o(f) 29

dla a- rzeczywistego, dowolnego i £> 0 dostatecznie matego}

iot
$(E*) =$(?) - £re 1MizE"z) -mt.z) + 0o(C) (30)
e -Z

dla «- dowolnego, rzeczywistego i £>0 dostatecznie matego.

Udowodnimy nastepu.laoe twierdzenia!

Twi erdzenie 4

Niech $(F) bedzie funkcjonatem rzeczywistym, zdefiniowanym i ciggtym
ra Kg, majacym w punkcie P eKg pochodng zespolong Lj, w sensie Gateaus.
Niech ? realizuje maksimum lokalne dla tego funkcjonatu w rodzinie Kg.
Wtedy F spednia réwnanie:

¢Fu T )2 #[i(@] - BU), *«U, 3D

gdzie A(w) i B(z) sa zdefiniowane wzorami (24) i ponadto

B(z)< 0 dla jzZf m 1. (32)

Dowdd
®Z nieréwnosci $(?*)<$(?), ze m;,oru wariaciJ ego (26) 1 _ faktu, £
i < sg dowolne, wynika, ze funkcja F(z) spednia réwnanie (31). WEasnosoé

(32) wynika ze wzoréw wariacyjnych (29), £30), z nierdéwnosci wzmiankowa-
nej wyzej i z faktu, zef£w (30) jest dowolna liczba dodatnig.

Twierdzenie 5

Niech. Ji ? beda "»akie same jak w twierdzeniu pcpraefaimji przypusémy,
ze A(w) jest funkcja meromorficzng w C 1 # O-

Jezeli , W, nie naleza do D, wtedy co najmniej jeden z tych

o]
punktéw znajduje sie na brzegu obszaru D.
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Dowod _
4
Sak6zmy, ze wQ, -w0, =- ® C\F(U). Wtedy na podstawie wzoru wariacyjne-

go (27) 1 z faktu, ze < jest dowolne wynika, ze istnieje otoczenie U
wo

punktu wQ takie, ze A(w) = 0 dla kazdego w6Uw j.wiec A(wW) =0 w C, co
o

jest niemozliwe.
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nepeMeHHoro,

BAPHAHHOHHHE $0PMyjIH fiJlH HEKOTOPOBO KJIACCA O,EHOJIHCTHHX $yHKHHTT

P e3®bue

B paCoie HailneHO BapzanKOHHhie (Jopuyjui jyia HeKoxoporo no”Kliacca  jiysKnaa
Kliacca Peai“iepa, oto BHanKT (JyuKinifl o”iioaacTHiix b eytHHHHOM Kpyre, Koxopue
He npHHKUaiOl O"HOBpeMeSHO BeJMHHHW, -w ¢ - 'i.

VARITATIONAL METHODS POR SOME CI™ASS OF UNIVALENT FUNCTIONS

Summary
This paper deals with the variational methods for the subclass of class
of the Gelfer functions, which are univalent in U m=/z : |z|<rlj- and do

not receive simultaneously values w, -w,



