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WARIACJE W PEWNEJ KLASIE FUNKCJI JEDNOLISTNYCH

Streszczenie. Praca ta poświęcona Jest otrzymaniu wzorów waria­
cyjnych dla pewnej podklasy klasy funkcji Gelfera, tj. dla takich 
funkcji Jednolistnych w kole Jednostkowym U =-£z « |z| < i}, które
nie przyjmują Jednocześnie wartości w, - w, ii.

Definicja
Klasą Kfl nazywać będziemy zbiór funkcji Jednolistnych w kole Jedno­

stkowym U postaci«

* /ł0 + Al* + •'* »

spełniające dwa następujące warunki«

F(ss-j ) + F (z2) ¡i 0, (1 )

F(z1 ) . P(z2) ¡iii (2)

dla każdych z^, z2 e U.
Funkcjami klasy Kg są np. funkcje powstałe z funkcji klasy K - tj. kla­

sy funkcji f(z) postaci«

2 2 f(z) = b^ z + b->z + ... = b^ (z + a2z + .«•),

gdzie 0 < b̂  < 1, jednolistnych w U » -|z « |z|< i}- i spełniających wa­
runek f(s^) . ł(z2) «i - 1 dla każdej pary z1, z2 6 U, w następujący spo­
sób«

Jeżeli f s K oraz d, — =■ j£ f (U)j wówczas funkcja

F(z) =
należy do klasy Kg.
Twierdzenie 1

Niech F e Kg i niech A będzie obszarem spełniającym następujące warun­
ki«

J f  (z) - d ' 
p  + d f (z)
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(a) 3?(U) c A
(b) A jest niezmienniczy ze względu na przekształcenia w — ■— w, w — *-

-i ww — - —i,, i( a  nie musi być obszarem ograniczonym. W przypadku gdy
w

O e0'F(U), A ze wzglądu na (b) będzie obszarem nieograniczonym, dla 
którego •» jest punktem wewnętrznym).

Hi ech i|> (w) będzie funkcją holomorficzną w 5 oraz taką, że dla każdego 
ws A t

$ (w) - $(-w), (3)

4>(r) ** ■ $ (*)• (4)w
Z warunków (3) i (4) wynika warunek

$ ( - » ) “ - $ (w). (5)

Udowodnimy, że dla każdego £ > 0 dostatecznie małego, funkcja

w*(w) = we (6)

jest jednolistna w zbiorze A oraz dla każdego w^, Wge a n F(U) spełnia
warunkii

w*(w1 ) + w*(w2) |i 0, (7)

w*(wn) w*(w2) i - i. (8)

Dowód
Wprowadzamy funkcję:

V (w,<o)
$ (u) + tof>‘(u>), w » w

(9)

dla f, u e i , w,w ¿ . Ponadto przyjmujemy, że V (w, tu) * k q, gdy w lub
,, 3ię , yonkcja jaŁo funkcja blągi >' ¿bi zwartym
A x a , jest ograniczona, istnieje zatem takie K, że ] v (w,to) j < M dla 
każdego •, ®s  4 x 4  .

Udowodnimy, że funkcja w*(w) jest jednolistna w A. Przypuśćmy, że dla 
dowolnie małych £  istnieją takie punkty w1, w2 e a , ¡¿ Wg, że

. e e 6* ^ .  " (10)
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Z (10) otrzymujemy

. e
£ [$(*,) - $  (w2)]

skąd
£[ $ (w1) - $ (w„)]

(1 - e ) “ W1 “ w2*

Korzystając z oszacowania ¡1-es| $ |s| e ̂  , otrzymujemy

(11 )

|w1 - w2j € |w1 II £ ||w1 - w2| $.(*,) - $ (w2 )
W1 ~  w2

skąd

1 4 |£|
w1 j) (w1 ) - wg $ (w2 ) + w2 $ (w2) - w ^ ( w 2)

W1 ~  w2

|£| |<|>(w1) - $(w2)|

Ale z uwagi na (9) otrzymujemy

1 £ |£|e2|£|M (|v(wr  w2)| + |4>(w 2 )| ),

co jest niemożliwe ze względu na dowolność £ i ograniczoność obu składni­
ków w nawiasie.

Dowód własności (7). Przypuśćmy, że dla dowolnego £ > 0 istnieją punk­
ty w1, w2 e ¿nP(U), takie że

czyli

Wówczas

w1e

w ‘(w1) + w‘(w2) = 0, 

e$(w2).
+ w e

2
0,

£[$(w.,) - $(-w2)]

skąd
£[ $(w1 ) - $>(-w2 )]

«,(1 - e 1 2 ) - wt + w2.

Ka mocy tej samej nierówności co wyżej, otrzymalibyśmy

h  + w2i 'wlll£llw1 + *2!
f(w1)-$(-w2)

W1 + w2

|£||$(w1) - 4>(-w2)| (12̂
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Ale ze względu na to, że w^; w2 e?(U) w1 + w2 j? 0, skracając zatem nie­
równość (12) przez jŵ  + w2 1, po takich przekształceniach Jak w dowodzie 
jednolistncści, otrzymujemy nierówność

1<|£|e2 ,£,M|(V(wit ~v2 )\ +|$(-w2 )| ),

co niemożliwe ze względu na dowolność £ i ograniczoność obu składników w 
nawiasie*

Dowód własności (8). Przypuśćmy podobnie jak wyżej, że

£$(*0 _ 6$ (Wp)
w,e . w, e = i

dla pewnych , w26nnP(U). Wówczas

4 * <*,) + fTwJT] ±
w!e   $Wr,

skąd na podstawie (4) otrzymujemy

w^e

i dalej
£fi>(w ) -$(§-)]

».(i "2 -Ł-.» 1 W2

Ha mocy tej samej nierówności co wyżej, otrzymalibyśmy

w- - s-1 W<* h l l£lh  - fe l
$(*,) -$(§-)

w1 “

Ale wv  w2 6 F(U), skąd w ^ 2 i, a więc

1 <|i|e2 W “ (|v(w1, ^ ) |  +'

a ta nierówność r^e może zajść ze względu na dowolność £ i ograniczoność 
obu składników w nawiasie.

Dowód, że również druga część własności (8) jest spełniona, przebiega 
w sposób analogiczny.

W tem sposĆb twierdzenie jest udowodnione.
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2. Skorzystamy z twierdzenia 1 dla otrzymania wariacji dla funkcji kla­
sy Kg przy pomocy metody Gołuzina [2], str. 99-101.

Niech. F e KQ i niech A będzie obszarem takim jak w twierdzeniu 1. 
Niech d < r < 1  będzie na tyle bliskie 1, że F(P)c a, gdzie 
P m -ja i r < | z | < i}« Połóżmy dla z c P

F(z,£) - w*(F(z)) - F(z)e£$ (z\

gdzie |C l jest dostatecznie małe, np. niech ji|< P(z,£) jest funkcją 
holomorficzną jako funkcja zmiennych zespolonych: £ w kole |d I < i
z e Pj dla każdego ć rzeczywistego, takiego że 0< £< £0 jest funkcją jrfl- 
nolistną zmiennej z ep. Ponadto, co wynika z (7) i (8), F(z,£) odwzorowu­
je pierścień P na obszar dwuspójny P(P,£) o następującydh własnościach:
jeżeli w1, w2 e F(P,£),

to
w^ + Wg j 0 i w^ . - i.

Dołączmy teraz do obszaru dwuspójnego F(P,£) domknięcie składowej ogra­
niczonej jego dopełnienia i tak otrzymany obszar jednospójny oznaczmy 
przez De . Udowodnimy, że Dź jest obszarem posiadającym następujące włas­
ności!
jeżeli

to
W1 *  w2 6 •  

W1 + w2 ^ 0

W1 * *2 ^

Połóżmy

pj1) - {'w , -w « D£}  i d P } . |w , | . D£},(1)
i1) m v . of i ni2)nD. - d* Przy-Ze względu na własności obszaru Df s D£1^n Bf ” <2? i D£ n D£ » d • Przy­

puśćmy przeciwnie, że D£ n D £̂  ł  <t> • Niech w.,* e D£ n De . Można przyją-, 
że w* leży na tyle blisko brzegów obszarów D£ i D£ , że w*eP(P,fi) r 
vf 6 -p(p,g), gdzie - P(P,6) oznac. a obraz przy pomocy odwzorowania w — —  - 
w obszarze F(P,fi). Ale z relacji w‘e-F(P,£) wynika, że -w*e»(Pp«|^ co 
jest niemożliwe ze względu na własności obszaru F(P,£). Stąd P£n P£ »0 
i własność (13) została udowodniona.

Dowód własDr *oi (14) przebiega analogicznie.
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Wystarczy obecnie znaleźć funkcję Ff (z) odwzorowującą koło U na obszar 
D£ - będzie to poszukiwana funkcja klasy Kfi dowolnie bliska funkcji F. 

Zauważmy najpierw, te

F(z,£) = F(z) -i- £F(z) . $ (F(z)) + o(£),

gdzie — ÜL1 — - o  przy £ — 0 niemal jednostajnie w Ü. Na nocy twierdzenia 
Gołuzina [2], str. 9?, funkcja F£ (z) odwzorowująca koło U na obszar D£ , 
F£ (0) «> 0, jest postacii

/
F'(z) = F(z) + £?(z) . $(F(z)) - £zF‘ (z)S(z) + £zF'(z) S(I) + o(£),

(15)
gdzie S(z) oznacza część główną rozwinięcia,w szereg Laurenta o środku r
0 funkcji F (z) $ f t .Lt J l  w pierścieniu P. 

zF' (z)
Poszukajmy teraz funkcji $ (w) spełniającej warunki (3) - (5) i napisz­

my wariację (15), generowaną przez tę funkcję.
Niech z Qe U, a wfl = F(z0). Niech « będzie dowolną liczbą rzeczywi­

stą.
Połóżmy

i a ict “iRiw -iwiw
$(») “ W - w0 “ w + wQ “ 1" - w0iw + 1 + WQ1 w '"!"'

+i
Łatwo widać, że w , -wQ, $ SD, ponieważ wQ e D i ze względu na włas­

ności funkcji F(z). Można.zatem obszar A wybrać w ten sposób, by speł­
niał warunki (a) i (b) i by funkcja $ (w) była holomorficzna w a .

Dla otrzymania wariacji (15) dla funkcji P(s), generowanej przez funk­
cję (16), wystarczy znaleźć funkcję S(s), tan. część g!óv.ną rez lnie • 
szereg Laurenta o środku 0 funkcji 1 $ (F(z) w pierścieni i
= {z « r<|z|<l| , gdy r jest na tyle bliskie 1, by F(P)C A oraz by 
r Í Iz J . Funkcja IÍs ULÍEÍl U  może mieć w kole U bieguny jedynie w 

° zF' (z)punktach zQ i 0, przy czym te bieguny są jednokrotne.
Napiszmy dla funkcji W ?  rozwinięcie Laurenta o środku w zQ,

F' (z)
k pierścieniu P. Będziemy mieli

F(z )<E(F(z.).) „ re8^  i>(F(z)) + 0(1)

Kładąc F ( 0/ł - ----- res §>(F(*)),
F'(z0) zo
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mamy
= _ J L _  + 0(1),

F'(z) * - zo

W dalszym ciągu

zF'(z) z z - Z0 Z z0z V Z“V  +

+ (*1ł1ŁŁL»-11 - -£_) i ts i +
P'(z) Z“V  z *oiz-z0 3 F1(0) z

(część regularna w 0)

Poszukiwanymi funkcjami S(z) i S(i) aą zatem funkcje:

a poszukiwana wariacja ma postać:

F ( Z ) ,
P*(z) - P(z) + £P(z)i>(P(z)) - 6 ( ™ f - r  res j> (P(z))|gs2

o o-7 o o

- ¿ £L^„t.g .(0)) P'(z) + Ć (— --? ! ■) res $(F(Z)) ff§I§2 + 
*(0) 26P-(z0 ) z o r 1 *~z

+ g F (P,) $ (F (0)) z ^ z )  + o (£)• (17)
P'(0)

- iPrzypuśćmy z kolei, że w , -w , = ~  są punktami zewnętrznymi obszaru D.
o *

Wówczas obszar A można znowu obrać w ten sposób, by funkcja $ (w) speł­
niała w nim warunki (3) — (5) i by była halomorficzna w ń . W tym wypadku
funkcja $ (P(z)) jest funkcją holomorficzną w kole jednostkowym i funkcja
w*(P(z)) « F(z) jest już poszukiwaną wariacją funkcji F(z)i można
zatem przyjąć, że

F*(z) > P(z) + £P(z)$ (P(z)) + o(C). (18)

Powyższe wyniki ujmiemy w 2 następujących twierdzeniach.
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Twierdzenie 2
Kiech ?(z) t Kj, a- dowolna liczba rzeczywista, zQ e U - dowolne. Wtedy 

dla każdego f > 0  dostatecznie małego istnieje funkcja F*('ż)eKg taka, że

P*(z) - F(z) + £F(z) <J(F(z)) - £ (-? v o)- ) res $(P(z)) -
z0P(z0) o o

. e * t o i Ą s * m * w + £ ( Z i ! o L )reSz W m ) ś f f  *
P(o) z0p(z0) 0 0

+ Ł*{0) a2 . P'(Z) + 0(C)i
F‘(0)

gdzie o(£)/£— -O, gdy £— 0 niemal jednostajnie w U. 
Twierdzenie 3

Hiech P(z)e Kg, a- dowolna liczba rzeczywista i w0 taki, że wQ, -wQ,
i= —  są punktami zewnętrznymi obszaru D. Wtedy dla każdego £ > O dostatecz­
nie małego istnieje funkcja T ł(z) eKg taka, że

P ł(z) - F(z) +CP(z) $(»(■)) + o(£),

gdzie o(£)/£ — -O, gdy £ —  0 niemal jednostajnie w U.
Ha zakończenie podany 3 elementarne wariacje, które są oparte na odwzo­

rowaniach koła U w U. Zauważmy, że jeżeli G(z) jest funkcją jednolistną w
U, G-(O) = O, G(TJ)cTJ, wtedy z tego, że F(z)e K„ wynika, że F(G(z))e Kr.

*Kładąc, po pierwsze, Gr(z) * e" z, £ > O, dostajemy wzór wariacyjny?

F*(z) - P(eii£z) - P(z) - i£zF(z) + o(Ć), (19)

Kładąc następnie G(z) = o < £< 1 i a -  dow . ’’.iczba rze-
oi«
a “ J,i'

czywista, otrzymujemy wzór wariacyjny?

F ‘(z) , p (2-,-+-i-e-_..--) „ P(.a) + £■[ ê °'p‘(z) - e_1V?'(z)] + o(£) (20)

Kładąo wreszcie G(z' = k“ ^ ((1-g)ka (z)), gdzie ka(z)

-v- dowolna liczba rzeczywista, c >  O, otrzymuj cr?;y trzeci wzór wariacyj­
ny?

F*(z) . F(k;1 ( d - f ^ O O ) )  - ?(*) - £zP(z) s2±-s + o (£), (21)e - z
Te trzy wariacje będą wykorzystane w dalszym ciągu pracy.
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3* Wiech $ (P) będzie funkcjonałem rzeczywistym, zdefiniowanym 1 ciąg­
łym na Kę. Wiech H(U) będzie przestrzenią funkcji holomorficznych w U ze 
zbieżnością jednostajną w zbiorach zwartych. Załóżmy, że $ (P) ma pochod­
ną zespoloną w sensie Gâteux w punkcie P, tzn. że istnieje funkcjonał 
Lp«H'(U) taki, że

Korzystając z oznaczeń (24), ze związków (25), ze wzorów (22), (23) i
wzorów wariacyjnych (17), (18), (19), (20) i (21), otrzymujemy następują­
ce wzory wariacyjne dla funkcjonału <J> w punkcie P w rodzinie Kg. Są one 
postacit

$(P‘) - <J>(P) + £re Lp(h) + o(£), 

gdzie £ > 0 ,  P* jest dowolną funkcją z Kg taką, że

Ptz) - F(z) + £h(z) + o(£),

(*2 )

(25

h (z) e H (U), i o(£)/£— 0, gdy ó —  0 niemal jednostajnie w  U. 
Połóżmy, korzystając z oznaczeń wprowadzonych w [tjłstr. 12

A(w) = D(w) + D(-w) + D(|) + D{- |) + 2Lp (P), (24)

B(?) - E(g) + Lp(zP'(z)) + B(|).

Zauważmy, że

(25)

¿ ¿ I M  „ zP'(z) + -zlizL.
1 - S z S(z- y)

dla każdego z e U, « - rzeczywistego, dowolnego i £ > 0 dostatecznie ma­
łego;
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dla każdego w„ takiego, że w .  -w_, —  nie należą do D i dla a -  dowol-O O O Y7q
ńego, rzeczywistego i £ > 0 dostatecznie małego}

$(?*) = $(F) + £re Łp (t isP'(* ) )'+ o(ć) (28)

dla £ dodatniego dostatecznie małego}

$(?*) = $(?) + £reLp [ eł*P'(z) - e"iaz2F'(z)] + o(£) (29)

dla a -  rzeczywistego, dowolnego i £ >  0 dostatecznie małego}

iot
$(E*) = $(?) - £re I^izE^z) -■■-»■t. -z) + o(Ć) (30)

e -z
dla «- dowolnego, rzeczywistego i £ > 0  dostatecznie małego.

Udowodnimy nastepu.laoe twierdzenia!
Twi erdzenie 4

Niech $(F) będzie funkcjonałem rzeczywistym, zdefiniowanym i ciągłym 
ra Kg, mającym w punkcie P e Kg pochodną zespoloną Lj, w sensie Gateaus. 
Niech ? realizuje maksimum lokalne dla tego funkcjonału w rodzinie Kg. 
Wtedy F spełnia równanie:

¿Fu T )2 ±[i(z)] - BU), *«U, (31)

gdzie A(w) i B(z) są zdefiniowane wzorami (24) i ponadto

B(z)< 0 dla jzf ■ 1. (32)

Dowód
■Ż nierówności $(?*)<$(?), ze ■ ;,oru wariaci J_ego (26) 1 _ faktu, £ 

i <* są dowolne, wynika, że funkcja F(z) spełnia równanie (31). Własnośó 
(32) wynika zę wzorów wariacyjnych (29), £30), z nierówności wzmiankowa­
nej wyżej i z faktu, że£ w (30) jest dowolną liczbą dodatnią.
Twierdzenie 5

Niech. J i ? będą '»akie same jak w twierdzeniu pcprae£aimji przypuśćmy, 
że A(w) jest funkcją meromorficzną w C i # 0-

Jeżeli , -w , nie należą do D, wtedy co najmniej jeden z tych 
o

punktów znajduje się na brzegu obszaru D.
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Dowód
+j __

Sałóżmy, że wQ, -w0, =- ® C\F(U). Wtedy na podstawie wzoru wariacyjne­
go (27) i z faktu, że <* jest dowolne wynika, że istnieje otoczenie U

wo
punktu wQ takie, że A(w) = 0 dla każdego w 6 Uw j . więc A(w) = 0  w C, co

o
jest niemożliwe.
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VARIATIONAL METHODS POR SOME CÎ ASS OF UNIVALENT FUNCTIONS

S u m m a r y
This paper deals with the variational methods for the subclass of class 

of the Gelfer functions, which are univalent in U ■=/z : |z|<rlj- and do 
n o t  receive simultaneously values w , - w ,


