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WZORY WARIACYJNE W KLASIE FUNKCJI JEDNOLISTNYCH,
SYMETRYCZNYCH 1 OGRANICZONYCH

Streszczenie. W pracy podano wzory wariacyjne dla klasy funkcji
jednolistnych, symetrycznych i ograniczonych w kole jednostkowym, o-
parte na metodzie zawartej w pracy £1] J.A. jHumelaj i M_.M. Schiffers.
Jako przykdad stosowania tych wzoréw uzyskano oszacowanie Ficka dla
drugiego wspotczynnika w rozwinieciu Maolaurina tych funkcji.

WSTEP

Metody wariacyjne sa czesto uzywanymi narzedziami, w badaniu funkcji
jednolistnych. Dajg one jednolita metode badania funkcji ekstremalnych dla
funkcjonatéw zdefiniowanych na odpowiednich klasach funkcji jednolistnych.
Metoda wariacyjna dla funkcji Bieberbacha-Eilenberga znaleziona w £1]] mo-
ze by¢ uogélniona na inne klasy funkcji jednolistnych.

Gkownym celem niniejszej pracy jest wyprowadzenie wzordéw wariacyjnych
w oparciu o metode podang w £1J, dla pewnej podklasy klasy funkcji jedno-
listnych i ograniczonych, a mianowicie klasy funkcji jednolistnych, syme-
trycznych i ograniczonych w kole jednostkowym. Podklase te oznaczany przez
SNg. Na podstawie otrzymanych wzordw wariacyjnych otrzymuje sie (twierdze-
nie, 4) rownanie, ktore spednia funkcja ekstremalna dla funkcjonatu majace-
go pochodng w sensie Frecheta. Jako przyk#ad zastosowania tego réwnania
uzyskano oszacowanie Ficka dla drugiego wspédczynnika w rozwinieciu Mac-

laurina tych funkcji.
Metody wariacyjne dla badania funkcji klasy S"g stosowat réwniez V.V.

Cemikov [3] 1 Z.J. Jakubowski [4]«

1. Niech U = jz| |z|< ij)- Frzez oznaczamy klase funkcji f » f(2),
jednolistnych w U, majacych w U rozwiniecie postaci

f(z) ®b™ z + bg 2 + @

bn rzeczywiste dla n»1,2, eee, ~>0, oraz spedniajacych warunek

jF(2D <1 dla z6U. @)
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Jednospdjny obszar D zawierajacy zero, symetryczny wzgledem osi rze-
czywistej (tzzu w £D<=5>wiD), zawarty w TJ, bedziemy nazywali obszarem syme-
trycznym i ograniczonym«

Jesli feS”g, to na podstawie () 1 (), f(1J) jest obszarem symetrycz-
nym i ograniczonym. Na odwrot, jesli D jest obszarem symetrycznym i
ograniczonym, to konforemne odwzorowanie f(z) koka O na ®©, () =0,
»(0)=-0, jest funkcja klasy S"g.

Obecnie udowodnimy twierdzenie analogiczne do twierdzenia 2.1 w [1],
dajace wariacje obszaru symetrycznego i ograniczonego na obszar tego same-
go typu.

Twierdzenie 1

Niech D bedzie obszarem symetrycznym i ograniczonym,A natomiast ob-

szarem, ktorego domkniecie nia zawiera O I®, 3DCi i A jest symetryczny

wzgledem przeksztatcen w—*W i1 w-»— (tzn. weA™MWsi i weAs=*— sA),
w w

Niech $(w) bedzie funkcja analityczng w I, spedniajaca warunki
LW - <£EG),
dla kazdego wsA. ” (©)
S - -3 @M
w

Wtedy dla dowolnego, dostatecznie matego £>0, funkcja

w*(w) - wexp[E$(w)J (&)

jest jednolistna w A i odwzorowuje brzeg obszaru D na brzeg obszaru sy-
metrycznego 1 ograniczonego.

Dowod
Wprowadzamy funkcje

<p(w. !) - (\AQ )

W1 * w2
Y(wv w2) W w ©)

$"(w,) , W, = w2.

Funkcja Y jJest analityczna i ograniczona w zbiorze zwartym S x A» Do-
wod jednolietnosci w*(w) dla dostatecznie matych £>0- jest  analogiczny
do dowodu tego w twierdzeniu 2.1 w “£13* Skoro w*(wj jest jadnolist-
-na WA, to odwzorowuje brzeg obszaru D na brzeg jsdnospdjaego obszaru D*.
Nalezy wykaza¢, ze D jest obszarem symetrycznym i ograniczonym. Syme-
trycznos¢ obszaru D* wynika z faktu, ze dla we A zachodzi

w*W) = w exp "E$S(w)B mw exp[ES(W)I = wr(w), .
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czyli w*(w) odwzorowuje 3P na zbidr symetryczny wzgledem osi rzeczywistej,
a stad D* jest rowniez symetryczny.

Udowodnimy obecnie, ze dla dostatecznie makych 6 D*cU. Przypusémy, ze
tak nie jest. Dla kazdego 6=-0 istniatyby wéwczas punkty wl i w26D, w.,”,
tak bliskie brzegu D, ze w.], Wg6inD, dla ktérych w*(w.j)w*(wg) a 1. Bio-
rac pod uwage (4) otrzymamy

wj Wg expjfe[$w.J) +$(w2)
Korzystajagc z (3 1 (6) dostajemy, ze

W \XIE; =W Ill exp[t(wl - \:I\LIE) YCw IVB] -

Poniewaz dla kazdego s jl - esJ»|s|] e~ , wobec tego
. . . .
MW, MW (W et/ S
Popodzieleniu obu stronnieréwnosci (7) przez Iw. - i-1¢ 0 dla w., w,9,
otrzymamy " “ 2 < "

& . v ileplEgi g

Poniewaz funkcjaY(w.j. wg) jest ograniczona w i z4, Oi°o”Aoraz
\;vg—es , Wobec tego prawa strona nierownosci (8) jest mniejsza od 1, jesli
tylko 6 dostatecznie mate.

Wobec powyzszego D* jest obszarem symetrycznym i ograniczonym, czyli
twierdzenie jest dowiedzione.

2. Stosujac twierdzenie 1 oraz opierajgc sie na metodzie Gatuzina [2]
str. 125, uzyskamy wzory wariacyjne dla funkcji klasy S™R.

Wiech f6S1R,D= f(U), czyli D jest obszaremsymetrycznym i ograni-
czonym. Niech P =-gz; r-< |z|< 1}., gdzie r>0, tak bliskiel, aby F(P)CA =
Pot6zmy

F(z,6) »w*(f(z)) dla zfeP.

P(z,£) jest funkcja holomorficzng zmiennych z,i 6P x oraz dla C>0 do-
statecznie matych jest funkcja jednolistng zmiennej z J¥P. Rozwijajac
P(z,£) na szereg Maclaurina ze wzgledu na £, otrzymamy

P(z,£) « f(2) + £Ff @ $(F(2)) + o(6),\

gdzie O0(£)/£--0 niemal jednostajnie w P.
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Z twierdzenia Gotuzina £2] str. 125 wynika, ze funkcja * "z) odwzorowu-
jaca G na D*, ~(0) m O, postaci

() - f(2) + 6F(@)$(F(2)) -EzF"(2)S(@) +tzi' @ S() + ové), ®
z
gdzie S(z) oznacza czes¢ ghoOwna rozwiniecia funkcji

ffa)S(f(»))
zf @
na szereg Lalrenta o sSrodku w O w pierscieniu P, jest szukang wariacja
funkcji F(2).
Znajdziemy obecnie funkcje $ (W) spekniajaca warunek (3) i napiszemy wa-
riacje (9) generowang przez te funkcje.
Niecb wOED 1 z06U takie, ze wQ = f(z0). Niech @bedzie dowoli
liczbg rzeczywista. Potozmy
,,10p -iap _ i<t iof

$(")-*hr*¢& -
wWWw o W—Wb 1—V\6W 1 wow

u o>

Istnieje obszar i1 tak bliski brzegu obszaru D, ze$(w) jest analityczna
w J . Poza tym funkcja P>(W) speknia warunek (3)* Aby otrzyma¢ wariacje
(® funkcji T(z)generowana przez funkcje (10), nalezyznalezé¢  funkcje
S(z), czyli czes¢gtdwng rozwiniecia Laurenta w zerzefunkcji

[ ] r eicy , el(* f(z)e-~ f(z)en 1
= (@) Lf(2)-F (0) TF(@)-f(z0) 1-F(z0)F(=2) il-fF@)f®@J

Bez trudnosci otrzymujemy, ze

i(.).£TL> -1«
BF*i*0) a - G, s-s

Stad oraz z (9) otrzymujemy

(@) - f@ +£ I. , _22h=1_ _.e-icRE
Lf(z0 - f@) f@ -fGj 1-fE )@

..entz) 1 ei* . e~1Cf] +
1-T@Zjf@) | “ z-z0 10f»2(@0) z-2c j
+ £2F7 @ Fool €07y T2 efz. L 6. an

L2of,2<?0> 1 - 2z20 "V N 20> 1 - zzod
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W przypadku, gdy w i 5 i funkcja (10) jest analitycznaw 5 i

0
ztozenie w*(f (2)) daje jut wariacje funkcji F(2).

Otrzymane wyniki mozemy wypowiedzie¢ w postaci nastepujacych twierdzenh.
Twierdzenie 2

Niech f fiS |Et ¢ dowolna liczba rzeczywista, z0 6Uj wéwczas dla kaz-
dego 6,>0 dostatecznie matego istnieje funkcja f*eS1B< taka, ze

@) - f@ +t\—mf@) i+ @)
L@ - f(z0) f@ - f@) - F@IFQ

A w . riy L. eia | F(0) e-for i1 +
1-T(z0)T(2)] 0" 2 - z0 20f2(V 2 - 263
+ CZF, D[ - n n +~A~V L. JELI +(X£),

L*of” (o> 1 -*0* VvV 7 0> 1-202J

gdzie o(()/£&—~ O, gdy £-— 0, niemal jednostajnie w U.

Twierdzenie 3
Niech fE S.H, of dowolna liczba rzeczywista oraz wQ takie, te wQ $ fQU),

i ~ T (). Wtedy dla kazdego £>0 dostatecznie matego istnieje funkcja
£ S]R teka,

@) -f@ +£[-"~1L + _di«eW _£Csmi]+0@®,
L*Q) “wQ F®@ -wQ 1 - »of(2) 1-wOof (2)J
@)
gdzie o(¥)/g — 0O, gdy £->m 0, niemal jednostajnie w U.
Znajdziemy obecnie dla funkcji f£ pewng wariacje oparta na odwzoro-

waniu kota U w U.
Zauwazmy mianowicie, ze jesli b(z) jest funkcja jednolistne w U, h(0)«
= 0, h(D)cU, h?(0)>0 oraz h(z) = h(z), to FfAi@))SS~. Kladac h@*=

“ [(A-0K"CZz)], gdzie KNz) « z(1-z)008"“1 (i+z)-008" ,of-dowolna licz-
ba rzeczywista, £>0 oraz dla z=0 zachodzi (1-z) “cost*>*1 * (1+z)"+coai»i .
otrzymujemy wariacje funkcji f(z) postaci

(@) - (@) WEF*©@) +

czyli

() - F )+ £zF* @) [8- + + 1j + o(E), ZO»eiqr. [¢k))
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3. Niech $ () bedzie funkcjonatem®rzeczywistym, okreslonym i cigaghym
H-{K. Niech H(U) oznacza przestrzeh funkcji holomor',ficznych w U z topolo-
gig zbieznosci niemal jednostajnej- Zakdadamy, zeJ)'(f) ma pochodny zespo-
long wsensieTrecheta w punkcie f , tzn. istnieje funkcjonatL”~SH” ()
taki, ze

$.(F® =$ (F) + ERe % (h) + o(), (7))
gdzie £.>0, taka, ze
f*@) - f(2) + fch@+ o(E), h(z) 6H), @as)
oraz o 0, gdy £-»0, niemal jednostajnie w U.

Podobnie jak w CG Btr. 12, przyjmujemy oznaczenia

r TzF*(2)
D(w) = LFf E(P = M(1 >
AW =D@W) + LF(FH) + DD, B(7p - E(p + LF@F (@) + E(D). (6)
Zauwazmy, ze
w2 . f
+7FTT?
an
LI1TIELK> . zF-M + SELM.,
1- v -P
Korzystajac z (11, (14), (15, (@6) i (A7), otrzymamy
T« , . .»(« - ("N -3 »<m>] *
-'M I to(£) oe’

dla kazdego zQ 6U, ce dowolnej liczby rzeczywistej i1£>0 dostatecznie ma-
4ego. Mozemy obecnie udowodni¢ nastepujgace twierdzenie.

Twierdzenie 4

Niech $ () bedzie funkcjonatem rzeczywistym, okreslonym i cigghtym na
S"B, majacym w punkcie f 6S” pochodng w sensie Freebeta. Niech F reali-
zuje ekstremum lokalne tego funkcjonatu w S™B, wéwczas F speknia naste-
pu,,”"ce rownani
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[AFQ) +Af(D) s + 8>, zeu @9

lIub réwnowazne réwnanie

[a(w) + AW)J W 2 = [bB@ + B@)I %S—Z w=F(z), zSU, (@i
gdzie A(w) 1 B(z2) sa zdefiniowane w (16). Prawa strona réwnania (19) dla
M =1 jest rzeczywista i niedodatnia, gdy F realizuje maksimum lokal-
ne $ oraz nieujemna w przypadku, gdy F realizuje minimum lokalne $
Jesli A(F(2)) + A(F(z2)) jest analityczna w pewnym pierscieniulz;e<lz|<l],
to f(z) odwzorowuje U na pewien obszar, ktdrego brzeg sktada sie z ana-
litycznych 4ukéw, ktdére sa trajektoriami rézniczki kwadratowej

[a W) + A(D]

Dowdd

Fakt, ze funkcja f(z) speknia réwnanie (19) wynika z (18), z dowolnos-
ci d?oraz z tego, ze f(z) realizuje ekstremum lokalne funkcjonatu $.

Z (16) wynika, ze dla |zl = 1 prawa strona réwnania (19) jest rzeczy-
wista oraz ma postad

B(z) + B(T) = 2Re LF(EF (S [*L. +~ + i]).
Z (13) wynika dalej, ze gdy f realizuje maksimum lokalne $ , to B(2)

+ B(Z)<0 dla Jz]l =1 oraz B(z) + B(z)>0 dla |z =1, gdy f reali-
zuje minimum lokalne £ .

A(F(2)) + A(F(2)) Jjest analityczna w |z je<|z|<l] , a wiec z snali-
cznosci funkcji B(z) + B(z) na |zl a 1 1 z zasady symetrii wynika, te
V.2
jest analityczna na |zl = 1 poza izolowanymi biegunami. Dla z = e**,

> =i .dt iz (19 otrzymujemy, 22e 9f(U) sktada sie z trajektorii roz-
niczki kwadratowej Ja(w) + AGDJ ¢b».

Twierdzenie 5

ITiech $ oraz f spekniajg zatozenia poprzedniegotwierdzenia, A(Ww)+
+ A(w) jest funkcjgmeromorfiezngw t 1 nieréwng tozsamosSciowo zero»
Jesli wQ 1 w;1 nie nalezg do zbioru D = f(U), to co najmniej jeden z tych
punktéw znajduje sie na brzegu obszaru D oraz brzeg, obrzaru D zawiera
okrag jednostkowy " j »1.
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Dowéd

Zakozmy nie wprost, ze wQ iw“16 O\F(U). Korzystajgcze wzoru waria-
cyjnego (12) oraz z dowolnosci CF wnioskujemy, ze istnieje otoczeniepunk-
tu wO, w ktérym A(w) + A(w), =0, co przeczy zatozeniu.

Dla WM =1 zachodzi w-"* *wozyli z symetrycznosci obszaru D wyni-
ka, ze do brzegu obszaru D naleza wszystkie punkty okregu jednostkowego

M =1.

4. Dla kazdego T, 0<T<l, niech oznacza zbiér funkcji klasy
dla ktorych bl =T*S1R jestoczywiscie zbiorem zwartym dla kazdego T,
Szukamy maksimum Dol dla b.. ustalonego. Funkcja ekstremalna  fPS.,1

. t
.istnieje 1 jest lokalnym maksimum w dla ReV(F), gdzie
Y(Ff) = 7Qog bl + log b2, 0

gdzie ‘Kjest mnoznikiem Lagrange’a. Dla takiego funkcjonatu rézniczka
Frécheta w punkcie f6S”j ma postad

Lf (9) (21)

gdzie X~(g) jest i-tym wspokczynnikiem rozwiniecia funkcji g(@) na sze-
reg Maclaurina. Stad oraz z twierdzenia 4 otrzymujemy, ze funkcja ekstre-
malna f speknia réwnanie
2
[(Rel + 1) +h @ + i)J &a*fF = £E(Re X+ 2) + @+ DI (7))

dla ]zj<1. Po zmianie znaku obu stron w (22) otrzymujemy, ze prawa stro-
naw (22) jest niedodatnia dla |z = 1.

Hiecb |zl = j. Korzystajac z (13)"oraz z tego, ze T vrealizuje maksi-
mum lokalne Re V otrzymujemy, ze

Re [1+ 2 + @ +9g9>0=*
dla kazdego |zl= 1. Poniewaz =z =eici jJestdowolnym punktem, dostajemy
- ~ b-
warunek Re A+ 2+ 2 N~ cosof>0. Wobec tego Re/l+ 2>2 >1, czy-

Ii ReAP~1 dlaf6S1H.

W rownaniu (22) wprowadzamy nowe zmienne

z

2W:V¢;,+w, 2Z =4 w Z. @)
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Z twierdzenia 5 wynika, zi  w = f(z) definiuje W jako jednolistng
funkcje zmiennej Z, odwzorowujaca zewnerrze przedziatu [-T,1J na zewne-
trze pewnego kontinuum T zawierajgcego odcinek 1 = C-1,13 1 nie majacego

wnetrza. Ze wzgledu na V2 » 1 * (w - w“1)2", mamy
Stadjoraz z (22) wynika, ze

. +
n dw2 (1_ TZ} dz2 @
“9" 17 ? - ?
gdzie 2b2 )
D Re k+ 2
SgTHeT+T)» CTeT"2)» TteT+T*
Widzimy, ze S, X ,Q £R oraz e>1 i Prawa strona w réwnaniu

(24) jest rzeczywista i niedodatnia dla 7Z6[Z-1,1]. Je$li -1<T<1, to prawa
strona w (24) zeruje sie w punkcie - ¢ ¢ 1 1 wtedy kontinuum P nie zawie-
ra punktu krytycznego s « - ™ roézniczki kwadratowej

do2 - _.CLtFM«2.
-1 - w2

Jesli f* 1 1, to P moze zawieradvs.

Zanalizujmy obecnie dok#adniej kontinuum P . Wiemy, ze zawiera odci-
nek 1 * C-1.1] oraz moze zawieradé lub nie punkt s. Poza tym do P moga na-
leze¢ +uki analityczne, ktére sg trajektoriami rézniczki kwadratowej dO2.

Trajektoriami rozniczki kwadratowej di2 sa: (|s|>1) trzy 4uki anali-
tyozne wychodzace z punktu s pod réwnymi katami oraz odcinek I, (]Js]|<1)
odcinek 1, (Js] -1) podproste (-1, +«<) lub (—«* 1).

W przypadku, gdy |s|l <1 lub |s|>1, to T= 1 oraz f(U) = U. Poniewaz
b.]>0, to f@) -z i1 b, =1, b2 » 0. Funkcja ta nie nalezy do klasy SIR
dla 0<T<1.

JezeliT,G= - 1, to dfi2 upraszcza sie. Rozwazajac, np. GT* 1, mamy dir*

2

s wtedy jedyna trajektorig zawierajaca odcinek 1 jest nieskonczony
przedziat (=&, 1]. Stad T zawiera przedziat £x, 1], -«a<x<-1 i1 F = (@)
odwzorowuje U na U 2z wycieciem [-1,<¥], Oznaczajac k(z)-— -~
dostaniemy warunek k(f(z)) = a6H, a 0. Biorgc pochodng dla z»0
otrzymujemy bN m —l,

czyli — tizl » - 1- ,

[7w o -~»

Poréwnujac wspotczynniki przy z2 otrzymamy réwnosc

b2 - 200 (@ - b.)). (€:))
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To jest kres goérny dla drugiego wspodczynnika funkcji ograniczonych poda-
ny przez Picka. Przypadek -1 jest analogiczny i daje rownosc¢(25).Wspot-
czynnik b~ m A poniewaz 1M= 1 i Itl= I«

Mozemy obecnie sformutowaé¢ nastepujgce dowiedzione twierdzenie.

Twierdzenie 6
Miech f(z) = b~z + b9z2 +... bedzie funkcja klasy S1R realizujaca mak-

simum lokalne dla \Q/tedy Re $-1
oraz bg - 2bj @ - b";, - e, gazie ym \nw*i- km“" Ay <)
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BAPHAEHOHHHE 4>0BiyjIH B KJUCCE OHHOJIHCTHIiX, OrPAHHHEHHHX
H CHVMETPHHECKHX &yHKUHU

Pe3»Me

B paloie HaB8,neHO0 sapnanHOHHHe $opKyjuj jia iwacca OAKoaHciHux, orpammeH-
HUX h CHMeTpzgeckHX $yHKgHU » e«HHHVHOu Kpyre, noJiB3yflcb paCoioM [I13 H.A.
XaiiMers h M.M. @iiKjbepa. TlojiyweHHe $opMyjiu 6mih npnMeHeHH £jik nojiytjeiirH o-
neHKH IIH&a Bioporo KO3$$HneHTa b paejioxeKHH b cxeneHHod pa* sihx TyKanak.

VARIATIONAL METHODS FOR UKTVALBM BOUKDED AI® SYMMETRIC HJTICTIOMS

Summary

In this paper have been given some variational methods for univalent,
bounded and symmetric functions in the unit disk, based on [1j. The varia-
tional methods, which have been obtained, were applied to prove the fami-
liar Pick bound for the second coefficient of a bounded functions.



