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WZORY WARIACYJNE W KLASIE FUNKCJI JEDNOLISTNYCH,
SYMETRYCZNYCH I OGRANICZONYCH

Streszczenie. W pracy podano wzory wariacyjne dla klasy funkcji 
jednolistnych, symetrycznych i ograniczonych w kole jednostkowym, o- 
parte na metodzie zawartej w pracy £1] J.A. ¡Hummelaj i M.M. Schiffers. 
Jako przykład stosowania tych wzorów uzyskano oszacowanie Ficka dla 
drugiego współczynnika w rozwinięciu Maolaurina tych funkcji.

WSTĘP

Metody wariacyjne są często używanymi narzędziami, w badaniu funkcji 
jednolistnych. Dają one jednolitą metodę badania funkcji ekstremalnych dla 
funkcjonałów zdefiniowanych na odpowiednich klasach funkcji jednolistnych. 
Metoda wariacyjna dla funkcji Bieberbacha-Eilenberga znaleziona w £1 ]| mo­
że być uogólniona na inne klasy funkcji jednolistnych.

Głównym celem niniejszej pracy jest wyprowadzenie wzorów wariacyjnych 
w oparciu o metodę podaną w £1J, dla pewnej podklasy klasy funkcji jedno­
listnych i ograniczonych, a mianowicie klasy funkcji jednolistnych, syme­
trycznych i ograniczonych w kole jednostkowym. Podklasę tę oznaczany przez 
S^g. Na podstawie otrzymanych wzorów wariacyjnych otrzymuje się (twierdze­
nie, 4) równanie, które spełnia funkcja ekstremalna dla funkcjonału mające­
go pochodną w sensie Frecheta. Jako przykład zastosowania tego równania 
uzyskano oszacowanie Ficka dla drugiego współczynnika w rozwinięciu Mac- 
laurina tych funkcji.

Metody wariacyjne dla badania funkcji klasy S^g stosował również V.V. 
Cemikov [3] i Z.J. Jakubowski [4]«

1. Niech U = jz| |z|< ijj. Frzez oznaczamy klasę funkcji f » f(z), 
jednolistnych w U, mających w U rozwinięcie postaci

f(z) «» b̂  z + bg z^ + (1)

bn rzeczywiste dla n»1,2, •••, ^ > 0 ,  oraz spełniających warunek

jf(z)|<1 dla z 6 U. (2)
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Jednospójny obszar D zawierający zero, symetryczny względem osi rze­
czywistej (tzzu w £ D<=ś>wiD), zawarty w TJ, będziemy nazywali obszarem syme­
trycznym i ograniczonym«

Jeśli feS^g, to na podstawie (1) i (2), f(TJ) jest obszarem symetrycz­
nym i ograniczonym. Na odwrót, jeśli D jest obszarem symetrycznym i 
ograniczonym, to konforemne odwzorowanie f(z) koła O na t>, f(0) = 0,
f»(0)=-0, jest funkcją klasy S^g.

Obecnie udowodnimy twierdzenie analogiczne do twierdzenia 2.1 w [1], 
dające wariację obszaru symetrycznego i ograniczonego na obszar tego same­
go typu.
Twierdzenie 1

Niech D będzie obszarem symetrycznym i ograniczonym,A natomiast ob­
szarem, którego domknięcie nia zawiera 0 l®o, 3DCi i A jest symetryczny
względem przekształceń w-*-W i w-»— (tzn. w e A ^ W s i  i w eAś=*— s A ),w w
Niech $(w) będzie funkcją analityczną w I, spełniającą warunki

4> (w) - <£(»),
 dla każdego wsA. ,, (3)

$ (w) - -$ (i) 
w

Wtedy dla dowolnego, dostatecznie małego £>0, funkcja
w*(w) - wexp[ć$(w)J (4)

jest jednolistna w A i odwzorowuje brzeg obszaru D na brzeg obszaru sy­
metrycznego i ograniczonego.
Dowód

Wprowadzamy funkcję

Y ( w v w2)

<p( w.,) - (w2)
W1 -  w2„2 W1 * W2 

$ '(w,) , w., = w2.
(5)

Funkcja Y  jest analityczna i ograniczona w zbiorze zwartym S x A » Do­
wód jednolietności w*(w) dla dostatecznie małych £>0- jest analogiczny
do dowodu tego w twierdzeniu 2.1 w ‘£13* Skoro w*(wj jest jadnolist-
-na wA, to odwzorowuje brzeg obszaru D na brzeg jśdnospójaego obszaru D*. 
Należy wykazać, że D jest obszarem symetrycznym i ograniczonym. Syme- 
tryczność obszaru D* wynika z faktu, że dla we A zachodzi

w*(w) = w exp ̂ £$(w )3 ■ w exp[£$(w)J = w*(w),.
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czyli w*(w) odwzorowuje 3P na zbiór symetryczny względem osi rzeczywistej, 
a stąd D* jest również symetryczny.

Udowodnimy obecnie, że dla dostatecznie małych 6 D*cU. Przypuśćmy, że 
tak nie jest. Dla każdego 6=-0 istniałyby wówczas punkty w1 i w26D, w.,^, 
tak bliskie brzegu D, że w.|, Wg6inD, dla których w*(w.j )w*(wg) a 1. Bio­
rąc pod uwagę (4) otrzymamy

w.j Wg exp jfc[$(w.j) +$(w2)

Korzystając z (3) i (6) dostajemy, że

W1 “ ~~ = W1 l 1 “ exp[t(w1 - 1-) YCw^l-)] •Wg l W2 w2

Ponieważ dla każdego s jl - esJ=»|s| e ̂  , wobec tego

|wi -w;Mwi (wi f̂ )exp|£(wi“ i?\-
Po podzieleniu obu stron nierówności (7) przez Iw. - i- I ć 0 dla w., vv,SD,
otrzymamy " ‘ 2 < '

1<6K . W? wi|exp|£(wi f l̂* (8)
Ponieważ funkcja Y(w.j, W g )  jest ograniczona w i zł, 0 i°o^Aoraz ,
i-eS , wobec tego prawa strona nierówności (8) jest mniejsza od 1, jeśliW g
tylko 6 dostatecznie małe.

Wobec powyższego D* jest obszarem symetrycznym i ograniczonym, czyli 
twierdzenie jest dowiedzione.

2. Stosując twierdzenie 1 oraz opierając się na metodzie Gałuzina [2] 
str. 125, uzyskamy wzory wariacyjne dla funkcji klasy S^R.

Wiech f6S1R, D = f(U), czyli D jest obszarem symetrycznym i ograni­
czonym. Niech P = -̂ z; r-< |z|< 1 j., gdzie r>0, tak bliskie 1, aby f (P)cA •
Połóżmy

F(z,6) *» w*(f(z)) dla zfeP.

P(z,£) jest funkcją holomorficzną zmiennych z,i 6 P x oraz dla Ć>0 do­
statecznie małych jest funkcją jednolistną zmiennej z ĵ P. Rozwijając 
P(z,£) na szereg Maclaurina ze względu na £, otrzymamy

P(z,£) « f(z) + £f (z) $(f(z)) + o(6),\

gdzie 0(£)/£— -0 niemal jednostajnie w P.
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Z twierdzenia Gołuzina £2] str. 125 wynika, że funkcja f* 'z) odwzorowu­
jąca ü na D*, f*(0) ■ 0, postaci

f*(z) - f(z) + 6f(z)$(f(z)) -Ézf'(z)S(z) + t z i ‘ (z) S(l) + ové), (9)z
gdzie S(z) oznacza część główną rozwinięcia funkcji

ffa)S(f(»))
zf'(z)

na szereg Laürenta o środku w 0 w pierścieniu P, jest szukaną wariacją 
funkcji f(z).

Znajdziemy obecnie funkcję $ (w) spełniającą warunek (3) i napiszemy wa­
riację (9) generowaną przez tę funkcję.

Niećb w0£ D i z0 6 U takie, że wQ = f(z0). Niech op będzie dowoli 
liczbą rzeczywistą. Połóżmy

„iop -iap _ -i<* _ iof . .
$ ( " ) - * h r * & —  „ ■ (10>w w o w-w„ 1-w W 1 W0Wo o

Istnieje obszar i tak bliski brzegu obszaru D, że$(w) jest analityczna 
w J . Poza tym funkcja í> (w) spełnia warunek (3)* Aby otrzymać wariację 
(9) funkcji f(z) generowaną przez funkcję (10), należy znaleźć funkcję
S(z), czyli część główną rozwinięcia Laurenta w zerze funkcji

■ r eicy , e1(* f(z)e-^ f ( z ) e ^  1
zf* (z) Lf(z)-f (z0) f(z)-f(ż0) 1-f(ż0)f(z) il-f (z0)f (z) J

Bez trudności otrzymujemy, że

í(.).£ÍL>_______________________ .-1«
Bf'í*0) a - (i„) ¡s - s

Stąd oraz z (9) otrzymujemy

f*(z) - f (z) +£ I. , _ 2 ^ h = l _  ... .. e~ic*f2 (z)
Lf(zO - f (z ) f (z) - f(żj 1 - f (z )f(z)

. ..e^tz) 1 ei(* . e~1Cf]
1 - f(zjf(z) | “  z-z0 i0f»2(z0) z-2c j +

+ £zf’ (z) f<5oi e"10? . f <z0> e^z-b —  ---- ------
L 2of,2<2o> 1 - z2o ' V ’̂ z0> 1 - zzo-J

+ o(6). (11)



Wzory wariacyjne w klasie funkcji.« 111

W przypadku, gdy w i 15 i funkcja (10) jest analityczna w 15 i
a r
O

złożenie w*(f (z)) daje jut wariacje funkcji f(z).
Otrzymane wyniki możemy wypowiedzieć w postaci następujących twierdzeń.

Twierdzenie 2
Niech f fi S_|£t cę dowolna liczba rzeczywista, z0 6Uj wćwczas dla każ­

dego 6, >0 dostatecznie małego istnieje funkcja f*eS1B< taka, że

f*(z) - f (z) + t \ ---?■■■ f (z) i +  (-2)-
l_f(z) - f(z0) f (z) - f(z„) I - f ( O lf (z) - f (a0) r - f (z0)f(z)

. - A w  l .  r _ i y ..
i - f ( z 0)f(z)j

eia | f(ż0) e-ior i +
o' 2 - zo 20f’?(V  2 - 2óJ

+ ĆZf,(z)[ - ^ ^  + ̂ V L .  j £ L l  + 0(£),
L*of’ (*o> 1 - *0* V ” <2o> 1 - 202 J

gdzie o (£)/£-—  O, gdy £ — 0, niemal jednostajnie w U.
Twierdzenie 3

Niech f E S.jH, of dowolna liczba rzeczywista oraz wQ takie, te wQ $ f(U), 
i  ̂f (li). Wtedy dla każdego £ > 0  dostatecznie małego istnieje funkcja
f*£ S1R teka,1E

f*(z) - f (z) + £ [ - ^ ! L  + _ ¿ ¡ « ¿ W  _ £ Ć S m1 ]  + 0(£),
L *(2 ) “ wQ f (z) - wQ 1 - »of(z) 1-w0f (z)J

(12)
gdzie o(£)/g —  O, gdy £->■ O, niemal jednostajnie w U.

Znajdziemy obecnie dla funkcji f £ pewną wariację opartą na odwzoro­
waniu koła U w U.

Zauważmy mianowicie, że jeśli b(z) jest funkcją jednolistne w U, h(0)«
= O, h(D)cU, h’(0)>0 oraz h(ż) = h(z), to f(li(2))SS^. Kładąc h(z)*=
“ [(l -OK^Cz)], gdzie K^(z) «= z (1-z)008^ “1 (i+z)-008^  , of-dowolna licz­
ba rzeczywista, £>0 oraz dla z=0 zachodzi (1-z) “cost**1 * (1+z)^+coai»i. 
otrzymujemy wariację funkcji f(z) postaci

czyli
f*(Z) - f(z) w£f * (z) +

f*(.) - f ) + £zf* (z) [¿§- + + lj + o (£), Z0»eiqr. (13)
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3. Niech $ (f) będzie funkcjonałem'rzeczywistym, określonym i ciągłym w 
H.r,. Niech H(U) oznacza przestrzeń funkcji holomorficznych w U z topolo-iK ,gią zbieżności niemal jednostajnej- Zakładamy, że J) (f) ma pochodny zespo-
loną w sensie Trecheta w punkcie f , tzn. istnieje funkcjonał L^SH’(TJ)
taki, że

$.(f *) .= $ (f) + £Re % (h) + o(£), (14)

gdzie £.>0, taka, że

f *(z) - f(z) + fch(z) + o(£), h(z) 6H(U), (15)

oraz o 0, gdy £-»0, niemal jednostajnie w U.
Podobnie jak w CG Btr. 12, przyjmujemy oznaczenia

r Tzf*(z)
D(w) = Lf E (P = ^f ( "i )>

A (w) = D (w) + Lf(f) + D(l), B(7p - E(p + Lf (zf’(z)) + E(I). (16)

Zauważmy, że
wf2 , , f

+ 7F T T ?
(17)

„ ! i £ L k > . zf-M ł  SELM.,
1 - v  - P

Korzystając z (11), (14), (15), (16) i (17), otrzymamy

i « . , . » ( «  - ( ^ - J  »<■„>] *

- ' M l ł o ( £ )  o e ’

dla każdego zQ 6 U, oę dowolnej liczby rzeczywistej i £>0 dostatecznie ma­
łego. Możemy obecnie udowodnić następujące twierdzenie.
Twierdzenie 4

Niech $ (f) będzie funkcjonałem rzeczywistym, określonym i ciągłym na 
S^B, mającym w punkcie f 6 S ^  pochodną w sensie Freebeta. Niech f reali­
zuje ekstremum lokalne tego funkcjonału w S^B, wówczas f spełnia nastę- 
pu,,̂ ce równani
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[A.(f (Z)) + A(f(Z))J =■ B(z) + B(z), zeU (19)

lub równoważne równanie

2 2 
[a(w) + A (w )J = [jB(z) + B(z)l ¿S-, w=f(z), z SU, (19') 

w z

gdzie A(w) i B(z) są zdefiniowane w (16). Prawa strona równania (19) dla 
l̂l = 1 jest rzeczywista i niedodatnia, gdy f realizuje maksimum lokal­
ne $ oraz nieujemna w przypadku, gdy f realizuje minimum lokalne $ . 
Jeśli A(f(z)) + A(f(z)) jest analityczna w pewnym pierścieniu|z;ę<lz|<l|, 
to f(z) odwzorowuje U na pewien obszar, którego brzeg składa się z ana­
litycznych łuków, które są trajektoriami różniczki kwadratowej

[a (w) + A(W)]
W

Dowód
Fakt, że funkcja f(z) spełnia równanie (19) wynika z (18), z dowolnoś­

ci o? oraz z tego, że f(z) realizuje ekstremum lokalne funkcjonału $.
Z (16) wynika, że dla |z| = 1 prawa strona równania (19) jest rzeczy­

wista oraz ma postaó

B(z) + B(T) = 2Re Lf (£f ($ [^L. + ̂  + i] ).

Z (13) wynika dalej, że gdy f realizuje maksimum lokalne $ , to B(z)
+ B(ź) < 0  dla ]z| = 1 oraz B(z) + B(z)>0 dla |z| = 1, gdy f reali­
zuje minimum lokalne £) .

A(f(z)) + A(f(ż)) jest analityczna w |z ję<|z|<l| , a więc z snali- 
czności funkcji B(z) + B(z) na |z| a 1 i z zasady symetrii wynika, te

V. 2

jest analityczna na |z| = 1’ poza izolowanymi biegunami. Dla z = e**,
—  = i . dt i z (19) otrzymujemy, że 9f(U) składa się z trajektorii róż-z   2
niczki kwadratowej Ja(w) + A (ST) J ¿Ł».

Twierdzenie 5
ITiech $ oraz f spełniają założenia poprzedniego twierdzenia, A(w)+

+ A(w) jest funkcją meromorfiezną w t i nierówną tożsamościowo zero»
Jeśli wQ i w;1 nie należą do zbioru D = f(U), to co najmniej jeden z tych 
punktów znajduje się na brzegu obszaru D oraz brzeg, obrzaru D zawiera 
okrąg jednostkowy ' j »1.
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Dowód
Załóżmy nie wprost, że wQ i w“1 6 Ô\f(U). Korzystając ze wzoru waria­

cyjnego (12) oraz z dowolności Ofr wnioskujemy, że istnieje otoczenie punk­
tu w0, w którym A(w) + A(w), = 0, co przeczy założeniu.

Dla |w| = 1 zachodzi w-"* * w ożyli z symetryczności obszaru D wyni-
ka, że do brzegu obszaru D należą wszystkie punkty okręgu jednostkowego 
|w| =1.

4. Dla każdego T, 0<T<1, niech oznacza zbiór funkcji klasy
dla których b1 = T* S1R jest oczywiście zbiorem zwartym dla każdego T,

Szukamy maksimum J bo I dla b.. ustalonego. Funkcja ekstremalna fPS.,1
1 b. t

.istnieje i jest lokalnym maksimum w dla ReV(f), gdzie

Y(f) = 7Qog b1 + log b2, (20)

gdzie "K jest mnożnikiem Lagrange’a. Dla takiego funkcjonału różniczka 
Frécheta w punkcie f 6S^j ma postaó

Lf (g) (21)

gdzie X^(g) jest i-tym współczynnikiem rozwinięcia funkcji g (z) na sze­
reg Maclaurina. Stąd oraz z twierdzenia 4 otrzymujemy, że funkcja ekstre­
malna f spełnia równanie 

2
[(Rel + 1 ) + h  (W + i)J â*f = £(Re X+ 2) + (z + |)J (22)

dla |zj<1. Po zmianie znaku obu stron w (22) otrzymujemy, że prawa stro­
na w (22) jest niedodatnia dla |z| = 1.

Hiecb |z| = j. Korzystając z (13)'oraz z tego, że f realizuje maksi­
mum lokalne Re V  otrzymujemy, że

Re [ l +  2 + (i  + g5] > 0 *
dla każdego |z| = 1. Ponieważ z = eici jest dowolnym punktem, dostajemy

. C- b-
warunek Re A.+ 2 + 2 ¡̂- cosof>0. Wobec tego Re/l+ 2>2 >• 1, czy­
li Re 7VP>—1 dlaf6S1H.

W równaniu (22) wprowadzamy nowe zmienne

2W = ¿ + w, 2Z = 4 ■+ z.
W  Z (23)
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Z twierdzenia 5 wynika, żi w = f(z) definiuje W jako jednolistną 
funkcję zmiennej Z, odwzorowującą zewnęrrze przedziału [-T,1J na zewnę­
trze pewnego kontinuum T zawierającego odcinek I = C-1,13 i nie mającego
wnętrza. Ze względu na V?2 » 1 * (w - w“1)2̂ ,  mamy .
Stądjoraz z (22) wynika, że

gdzie 2b2
SgTHeT+T)»

Widzimy, że S, X , Q £ R oraz ę > 1 i Prawa strona w równaniu
(24) jest rzeczywista i niedodatnia dla Z6[Ż-1,1]. Jeśli -1<T<1, to prawa 
strona w (24) zeruje się w punkcie - ¿ ¿ I i  wtedy kontinuum P  nie zawie- 
ra punktu krytycznego s « - ̂  różniczki kwadratowej

do2 - . C L t F M « 2.
-1 - w2

Jeśli f* i 1, to P  może zawieraóvs.
Zanalizujmy obecnie dokładniej kontinuum P . Wiemy, że zawiera odci­

nek I * C-1.1] oraz może zawieraó lub nie punkt s. Poza tym do P  mogą na­
leżeć łuki analityczne, które są trajektoriami różniczki kwadratowej dO2.

Trajektoriami różniczki kwadratowej dl?2 są: (|s|>1) trzy łuki anali- 
tyozne wychodzące z punktu s pod równymi kątami oraz odcinek I, (|s|<1) 
odcinek I, (|s| -1) półproste (-1, +«>) lub (-«* 1).

W przypadku, gdy |s| <1 lub |s|> 1, to T =  I oraz f(U) = U. Ponieważ 
b.|> 0, to f (z) - z i b, • 1, b2 » O. Funkcja ta nie należy do klasy S1R 
dla 0 < T < 1.

JeżeliT,G= - 1, to dfi2 upraszcza się. Rozważając, np. GT* 1, mamy dIr*
2s wtedy jedyną trajektorią zawierającą odcinek I jest nieskończony

przedział (-«*, 1]. Stąd T zawiera przedział £x, 1], -«a<x<-1 i f = f(z) 
odwzorowuje U na U z wycięciem [-1,<*], Oznaczając k(z)-— - ^
dostaniemy warunek k(f(z)) = a6H, a 0. Biorąc pochodną dla z»0

1otrzymujemy b^ ■ — ,
czyli — tizl   » — 1— ,

[ 7 W  o  - ^

Porównując współczynniki przy z2 otrzymamy równość

n dW2 . (1 + TZ} dZ2
“ 9 ' i 7 ? — ’ (24)

2b-j
C T ~e T " 2 ) »

Re k +  2
TteT+T*

b2 - 2b^ (1 - b.,). (25)
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To jest kres górny dla drugiego współczynnika funkcji ograniczonych poda­
ny przez Picka. Przypadek -1 jest analogiczny i daje równość(25).Współ­
czynnik -b̂  ■ ^ ponieważ 1̂ 1= 1 i ItI= 1«

Możemy obecnie sformułować następujące dowiedzione twierdzenie.
Twierdzenie 6

Miech f(z) = b^z + b9z2 +... będzie funkcją klasy S1R realizującą mąk-

oraz bg - 2bj (1 - b^;, - ę, gazie y *■ \nv *.i- ł m “" *-~r •) •
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BAPHAĘHOHHHE 4>0BiyjIH B KJUCCE OHHOJIHCTHIiX, OrPAHHHEHHHX 
H CHMETPHHECKHX ôyHKUHÜ

P e 3 » M e
B paûoie Ha8,neHO sapnanHOHHHe $opKyjuj jia iwacca OAKoaHciHux, orpammeH- 

HÜX h CHMeTpzqecKHX $yHKqHÜ b e«HHHVHOu Kpyre, noJiB3yflcb paÖoioM [l3 H.A.
XaiiMers h M.M. ŒmïKjbepa. ÎIojiyveHHHe $opMyjiu 6mih npnMeHeHH £jik nojiytjeiiHH o— 
neHKH IlHKa Bioporo K03$$HneHTa b paejioxeKHH b cxeneHHoä pa* sihx îyKanak.

VARIATIONAL METHODS FOR UKTVALBM BOUKDED Al® SYMMETRIC HJÏÎCTIOMS

S u m m a r y
In this paper have been given some variational methods for univalent, 

bounded and symmetric functions in the unit disk, based on [1j. The varia­
tional methods, which have been obtained, were applied to prove the fami­
liar Pick bound for the second coefficient of a bounded functions.

simum lokalne dla Wtedy Re $-1 
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