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WZORY NA WSPÓŁCZYNNIKI NEHARIEGO DLA PAR AHARONOWA 
FUNKCJI JEDNOLISTNYCH

Streszczenie. Praca zawiera wzory umożliwiające wyliczenie współ
czynników występujących w nierównościach typu Grunsky»ego dla par 
funkcji (F, G) Aharonowa.

WSTĘP

Rozpatrzmy klasę A par funkcji (F(z), G(z^ analitycznych i jedno- 
Ustnych w U =jz: |z|<l|, spełniających warunki F(0) ■ G(0) = O, f'(0) 4 0, 
0(0)v|i O, FU-] ) ♦ 0(z2 ) ^ 1 dla dowolnych z^, z2 € U. Połóżmy

(1)

(2)
m,n»0

-log[l-F(u)G(v)] - Y] ^  F, G u V 1 (3)
m,n»1

Nierówność Nehariego dla par (F, G) przyjmuje postać [1]i

Re ■ %2 [c00(F) + c00(G)] + 2Ł [  J  en0( ï ^  - £  °aoWPn]  *
n»1 n=1

+
m,n»1 m,n-1

+ 2

(4)
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gdzie ̂ ,0(2 *... są liczbami zespolonymi Of jest rzeczy
wiste. Współczynniki Nehariego cmT|(F), ¡̂¡¡2,0?» 0) są określone przez (2) i 
(3). Macierz (emT1) jest symetryczna, natomiast macierz (k^) nie musi być 
symetryczna, będzie taką, gdy np. F =  G.

1. Niech r będzie liczbą rzeczywistą, a s.,s2,...,s„ liczbami eałko-
2 2 owitymi nieujemnymi takimi, że ŝ  + Sg + ... + s£ >0. Niech dalej s = ŝ  +

+ Sg + ... + s^J wówczas kładziemy
r \  . -r-fc -,'I?1--Cr. 7 6 + T) (5)b b s. !s9i...slri y *1is2»*,*»sw  I Z  k

9Niech f(z) ■ c0 + c^z + CgZ +....+ będzie funkcją analityczną w pewnym 
kole o środku w zerze. Wtedy dla nieujemnego całkowitego r mamy w tym 
kole rozwinięcie

[i(z)]r - £  Cj^z*. • (6)
k-0

gdzie cQ(r) - cl, 
a dla k * 1, 2, ...

(b v  •••*8jc)6Sic

gdzie

(r) \  1 ( _ _ ) _r-s B1 s2 Bk mt, m / , \ SH  ,SW  Cr> C1 O ” ,CV » w )

Sk |(s1t ...,8^) t b^ O ,  s1 + 2Sg +...+ ksk ■ kj-.

Ponadto w przypadku, gdy co> 0  rozwinięcie (6) pozostaje prawdziwe, gdy 
r jest liczbą wymierną.

2* ^zory dla współczynników c^(F). Niech (P,G)S A. Rozważmy dalej pa- 
9 2  1rę i G(z2)^) również należącą do A. Połóżmy 

" «„([»(a2 )?-)

i niech P(z) « e.̂ (z + cę2 z2 +...) „ &1 . f(z), gdzie qfn = any3 , f(z) £S
(s jest klasą funkcji analitycznych jednolistnych w U z normalizacją 
f(0) « 0, f'(0) = 1)j (2) przyjmie wówczas postać



”  (2)/n \ m_n , b C u 2) ^  -[P(v2)]? t
/ , 0mn (p )u v “ lo g  u y    « j log a1 +

m, n**0

[f(u2)]* - [f(y2)]2+ log   _ _ _ _ _  (8)

Jeśli m,n j* 0 wówczas c^2)(P) « w^(f), gdzie u ^ t f )  Bą współczynnika
mi Grunsky’ego funkcji f € S [2]. Jeśli v • 0, wtedy z (8) otrzymujemy
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2  cm o ^ P ) uD a \ log  ̂“ 5 l06 (»1 + «2 u2 +•••). «£'<*> u“1 - £ log iiT2 
m=0

1 1  2 A* 2  log a1 + -2 log (1 + oęg U + c*j uł +...).

Dla u dostatecznie małych otrzymujemy dalej 

“  ^  .k+1
2  c i o ) ( P )  u“  “  2  l o g  a 1 +  \  2  ^  + (**2 u 2  + °^3 w4  + - - O k
m=0 k»1

- 2  log a1 + \  2  'Hj) [u2k(°^ + °*3 a2 +**»)k] -
k-1

^  log a, + ̂  ]T Isf f i 1 0 ^ >  u2 ^ ) .
k-1 m«0

Jeśli położymy p * m + n, wówczas p>1, K n  = p - m, Gcm<;p - 1. Zatem

2  cio)(F)u“ - z ios ai + l  2  2 Ir 1^ - u2p- <*)m=0 p«1 m«0

Widzimy, że dla m nieparzystych 51 0* Jeśli m ■ 2p, wtedy

a-1

m«0

ykorzystując (7), możemy napisać
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Zatem (10) przyjmie postać

.(2 )

o=0 Sm V-1

i ’y  i-i S ,
7  ¿ S  p -  *¥  C  ”  V c‘* 1 - * 1* Vsv - ' V y

Bzeczywiście, skoro msjp-1, to uzupełniając zerami układy (s1, . ,sm ) 6 SE 
do układów wyczerpiemy zbiór S®_1 «= |  (s1,... ,sJ)_1 )s
s^>0, s1 + s2 +*..+ ep_1< p-m, s1 + 2s2 +... + (p-1) sp_.| = m|.

Korzystając teraz z następującego lematu £3J:
Lemat

Dla dowolnej f u n k c j i n (ŝ  ,... .s^), 0 ^ n < k ,  k-1,2,..., mamy

V  ^k,n <S1....
n=0 (s^,.••,s^)€

{so»s1 sk^ €Sk+1
<̂ k,k+1-s-s0 ’ *• * »sk^*

gdzie s = s.¡ + s2 +»••+ Sję« Inaczej

^  : y ktn (s1» ° ^  ! ^k.k+l-q^* ,**qk+1)*
U  SÍ Qk+1
n=0 K

gdzie Qz |(qv ...,qi) : q.. >0, q., + 2q2 +...+ lqi = 1, q=*q.,+. . .+q2 j ,
ostatecznie otrzymujemy następujące
Twierdzenie 1

Jeśli (F,0) 6 i., wówczas c^^(F) = O dla m nieparzystych. Jeśli m=2p,
wtedy

°io}W  = \ log a1»
r



p > ’-<łp v i “ * * * v

Tabela współczynników symetrycznych c^^(P) dla m * 2p, p = 0,1,...,5

°(oVw " 2 log a1

c ^ i ? )  - 1 °f2

c j 2 ) (P) -  1 (0̂ 3 -<Ą)

c^)(P ) „ 1 (0f4 - cę2 oę3 + 1 q*)
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2

c i ^ ( P )  = i ( O f e - c ę 2 oc1 - 4 c ^ + o p 2 Q f 1 0^4)
80 m 2  ^5 "  °*2 * 4  ‘  2  ^  +  ^ 2  * 3  “  t *2>

C10,)0 (P) “ h°*6 -<*2*5-  ^3 <*Ą + <4 %  + ^ 2  °Ą -  oę| oę3 + ^  op |)

3* Wzory dla współczynników k^^(P,G). łiiech (F,G) 6 A; połóżmy 

k ^ )(P,G) - (̂[*(»4. [g(v2)F)
2 KŁ niech G(z) - b1 (z + ¡ h +...) - b., g(z), gdzie Pn » ^S, g(z)6 S. (3)

przyjmie wówczas postaó ^

£  vn « - log [i - ^(u2)1 G(v2 )^]-
m,n=1

-  £  5  [r ( u 2 ) G(r2 )]^  = £  i s ł £  (a1+a2u2 +. . .) ^ ( b t +b2v2+ v ..) ^  -
P=1 p»1

■ l i  2  4 , ’ 4 1  ^ ^ 21
P»i £,1«*0
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Jeśli położymy = p + 2k, i? = p + 21 wtedy k < ^ i ,  Dalej ^ =
/p ̂ #. - 2 (k-1) = 2g, jeśli więc m-n jest nieparzyste, wtedy kj^■'(P.G) = 0. Jeśli 

natomiast m-n = 2g, q = 0,1,2,..., wtedy

m  

1-0

Korzystając teraz z przedstawień

,2V [ f i ?  1 (2 -1) (f-1) n-1,2,...
■ g  1 ^ 1  V i  • r t 1 A „ .  <1 2 >

(f - D  Y 1 1 \  z "1"S S1 Sl+q
w i  ** 2 -  ( ............a-> a2 * * * al+<l+1 *

(§ -1)
“1+1 I

-1 \ S -1-r r, r.

otrzymamy

t e 1]  1 F V Y  f  - 1

(p,G) - S  5=5Tn+2q,n' ^  s \s.,,. . . V I - " 1—  -1 aSl+q 
L s1+q \S1  W  1 2 " l+q+1

£ ( • *L Ex  .... .

\ * -1-r r, r.
/ 1 2 **• bl+1

[fi] (a,^)7 1 Y -1 ST'i 1 “ 
k S  TP5I- 2 - ,  2-,(. 

i - 0  s i * q V \ 1 ’ "

1 \  /  £  -  1 \ j b .  B ,____ r Ą

s.,..., s. . _ / \r.,.. •. r.*■* l+q/ V 1' * * * *

(13)
Hamy zatem 
Twierdzenie 2

Jeśli (F,G) € A wówczas k^^(F,G) - 0, gdy m - n jest nieparzyste. Jeś
li m = n + 2q, q = 0,1,2,..., wtedy
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'4lk,n̂

¥  ^  12  2  r  ? ■ 1 Y ? ' 1 Y ’- ^ í 1'
1-0 S1+q Hx \s1»***»sn y ^ 1 . ” .»ry  q

b_
gdzie ofn - jS, - ^3, a . 1,2,... .
Dla zbudowania tabeli współczynników k^j^iF.G) oznaczymy

- 1.

a dla 0 < l < [ x - | ] i  l + q - 1 , 2 , . . .

“ í q 1 * » ) -  2
Sl+q K'’” '’ W

« & 1 ’ « » -  E  ^ ' ar  > ? - ą w 1 .
1*..** i+ql+q

Wówczas (13) przyjmie postaó

1-0
U s* 1 «2« • • • CJ za 0^1*2., • • •  •

Tabela wartości £2^*2 (F) dla 0 < 1 + q < 4l+q

Q 0(r) - 1

iljr5(F).- r Ofg

£l|r ^(F) “ r ^3 + 5  r (r“ 1) °f|

ii jr^(F) - r0f4 + r(r-1) o¡2 ̂   ̂r(r-1)(r-2) oę|

Q ^ í * )  = roę5 + r ( r -1 ) °(2 %  + ? r (r-1)o^+ \  r (r -1 ) (r -2 )o | of̂  +

* ję r(r-1)(r-2)(r-3) <*£
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Dla wyliczenia początkowych wartości kĵ ,' (F,G) zbudujemy pomocniczą tabe
lę, dla której 0 < q  « ^ < 4 ,  0 <[x-2 ] < 4, x = §, A - a,b1

[*-$]" 0 • 1 • 2 *3 " 4.

łs«iw w

(2)Odpowiedni współczynnik kĵ ,' (F,Q) otrzymamy sumując elementy w odpowied
nim wierszu, np. aby określić k^2^(F,G), znajdujemy q «= I ? - 2. X. i,
W ] - 1 . tak więc należy zsumować dwa pierwsze elementy w trzecim wier
szu

k.j2>(?,G) « ^ .Q ^ \? )Q {02\a ) + A7a ^ \ r )  C ^ ^ G )  -

3 1
- (a1 b1 ) (| ct3 + j  oę2) + ( a ^  (I Of4 fb2 - i op2o^P2 + ̂  Ą  p g).

Tabela początkowych wartości współczynników kj*2  ̂(F,G)
(Dla uproszczenia przyjmujemy k^^(F,G) = k )

k31 “ 2 ̂ 2 y a1b1

k51 “ 2 (of3 ~ 1 **2? ]’ a'ib1 

k71 " 2 (of4 " + T C * ! 5

k22 ” 7 a1 b1

k42 * 2 a1b1 <*2

k62 “ 7 ai ^  0(3



k82 “ 3  a1b1 *4

k33 “ 3 + i *2 ^2 f*1*1

k53 = 3 *2 + * P2 f V l  (0(3 " ł*!*

k73 = 3  (of3 + ł 4 )(f^i'>3 + ll>2 (V 3 <*20f3 + ł * l )Y aii1

k44 “ 7 (aibi>2 + J aibi ^ 2Ą>

k64 " i °fe(a1b1)2 + 3 a1b1 ^ 2 *

Znajomość współczynników c^Jp (?), k^2^(F,G) pozwala otrzymać oszacowania 
pewnych funkcjonałów na klasie A. Jeśli np. położymy w (4) 0,wówczas
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J T  0 ^ ( 8 ) ^  + 2 V  k ^ ) ( P , G ^
m,n=1 m,n=1

otrzymamy

Re.
W

2 ,m,n=1
c<2>mn

<
NVZ-jn=1

C\1Ia 12
Z-i n n=1

Kładąc teraz H » 1, PP̂  “ Ą  “ e^, of - rzeczywiste i korzystając z posta- 
i2l 1ci współczynnika c.j.|'(F) =» j <*2, otrzymujemy

Ee|  3 + \ P z ^  + 2 e21(* j<  2,

czyli
I Bp /--- 1—  - —  -cr^ p < 4

Uwaga
Ponieważ dla dowolnego naturalnego p, jeśli (P,G)6A, to również

i 1\
[f (zp )]p, [g (zp )]p )ć A, więc w analogiczny sposób można wyprowadzić wzo

ry dla współczynników cj;p  ̂(F) i kJ;p ^(F,G).
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SOPMyjIH KOSMHRHEHTOB HEXAPErO OflHOJMCTHHX IIAP AXAPOROBA - 

P e 3 » u e
B pado le aoay^aeii $opMyjm nosBOjiangue BtreKCJixTb k o s ;J$ h neHTu BHCTynamnHe 

3 HepaBeHCTBax m n a  fpyHCKOBO gaa o,ąhojihcthhx nap AxaponoBa.

FORMULAS FOR THE NEHARI COEFFICIENTS OF AHARONOV PAIRS UNIVALENT 
FUNCTIONS

S u m m a r y
In this paper have been given formulas for the Nehari coefficients of 

univalent Aharonov pairs.


