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ilETODA WARIACYJNA W ZASTOSOWANIU DO OGRANICZONYCH FUNKCJI GELFERA

Streszczenie. ? pracy podane zostały wzory wariacyjne dla ogra- 
niczonych funkcji Gelfera. Wzory te pozwoliły wyprowadzić równanie 
różniczkowe typu równania Sehiffera dla funkcji ekstremalnych oraz 
pewne własności obszarów ekstremalnych.

1. ROZWAŻMY NA PŁASZCZYŹNIE ZESPOLONEJ OBSZAR D 
Définie.i a 1

Obszar D nazywamy ograniczonym obszarem Gelfera, jeśli jest obszarem 
jednospójnym zawartym w U = jz;' |z|dj i takim, że jeśli w 6D, to -w % D. 
Zachodzi następujące
Twierdzenie 1

Niech D będzie ograniczonym obszarem Gelfera, A  takim obszarem, żes
a) brzeg D zawiera się w A ,
b) w e A —9>— we A  i J e A (tzn. A  jest symetryczny względem odwzorowań 

W — -W,
Niech (w) będzie funkcją analityczną w i , spełniającą warunki:
c)$ (w) = <ft(-w),
a ) * ( w ) . - T $ ) .
Wtedy dla każdego dostatecznie małego 6 > o  funkcja w(w) » we6^ w  ̂ jest
jednolistna w A i odwzorowuje brzeg D na brzeg pewnego ograniczonego ob
szaru Gelfera.
Dowód

Wprowadźmy funkcję

' y(w,v)

’K' i  : ai»

9 (w) + w f V )  dla w a v,

0 f o  dla W a« aa lub Ï  a o o  .

Funkcja ta jest określona i ciągła wï x 2 .Y  jest zatem ograniczona w 
I x 2.
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Przypuśćmy, że dla dowolnie małego £ funkcja w(w) nie jest jednolist
na w  A  • Istniałyby wtedy dla dowolnego £ dwa p u n k t y  w.,, w2 s A  ,  w1 4 w2
takie że w (w.) = w(w2). Ale' -£$ (w2 )

W ,  - W ,  a W1 O  “ S“)“ Wv
w(wg^e

1 ‘ A, ", - W " 1>w ( w ^  ) e
wi [1

£($(w1 )-$(w2)

Dla dowolnego s zachodzi |l - es|«|s|e|Sl, co pociąga

iwi - w2i - iwii • h  - •
i($(w1 )-$(w2))|

Jw^ .|£(w1 " w2) ^ff(w2, w1) - (wn ) )| e
(w1)-$(w2»|

Dzieląc przez |w1 - w2| ji 0, uzyskujemy

1 < t | Y ( w 2, w ^  - $ ( w . , |  e *  ,

co jest niemożliwe ze względu na dowolność £ oraz ograniczoność funkcji 
¥  i . Dla ¿dostatecznie bliskich zera funkcja w(w) jest zatem jedno- 
listna w zbiorze A  . w(w) odwzorowuje więc brzeg D na brzeg obszaru jed- 
nospćjnego D.

Pokażemy obecnie, że fi jest ograniczonym obszarem Gelfera dla każde
go dostatecznie małego £ , tzn. żej

1) D i D̂  = jwt -w e fi| nie przecinają się,
2) D c U.

ad 1. Załóżmy, że tak nie jest, wówczas D i D^ musiałyby mieć punkty 
wspólne dowolnie blisko swoich brzegów. Istniałyby zatem dwa punkty w^, 
w2 e An D  takie, że O(w^) + ft(w2) * 0. Wówczas

-ep(w1) -£$(w2)
w.j + w2 = w(w^) e  + w(w2) e “ W1 L ' ]•

Korzystając z własności c), funkcji $ i postaci^-» uzyskujemy

l 1 r- -i ć|$(wi
|w1 + w2| <|Wl| . j£(w1 + w2) ^ [ Y ( - w 2* w 15 ~$(-w2)]e •

Ale + Wg 4- 0, zatem

1<£jY(-w2,w1 ) -$(w2)j e * ',
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00 przy £ dostatecznie bliskich O, na mocy ograniczoności funkcji Y i f  , 
prowadzi do sprzeczności.

ad 2. Wystarczy pokazać, że D i I>2 » jwj ^ecj-nie przecinają aie.
Przypuśćmy, że tak nie jest, wówczas istniałyby w D takie punkty w1

1 w2, że
_  ć$(w2)#(w1) . fr(w2) = w1 e w2 e ■ 1,

a, po wydzielenia przez #2,

„£($(*.,) + $("2)) „
■ Wg

Wykorzystując własność d) funkcji $ powyższe równanie przybiera postać
£<i<i,) -flir)) ,

czyli

W1 8 "* " f£‘

Stąd otrzymujemy nierówność

|wi - ̂ | < ! wi|-lt(wi - w ?  «£P (Wl>

Ponieważ Dc O, czyli ^  #2 ^ 1, zatem

1< ć|Y(^-, w,) e£l$(Wl) "" ,2
co jest niemożliwe dla dowolnego £ .

2. Obecnie wyprowadzimy wzory wariacyjne funkcji kiesy G.j zdefiniowa
nej w dalszym ciągu w oparciu o metod§ wariacyjną zastosowaną przez Hum- 
mela i Schiffera w QQ do funkcji Bieberbaoha - Eilenberga.
Definic.ia 2

Punkcję f jednolistną w U oraz spełniającą warunkii
(i) f(z-s) 4 - f(z2' każdych zj, z2 należących dc O,
(ii) Jf (z) j 1
nazywamy ograniczoną funkcją Gelfera.
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Oznaczmy przez G1 rodzinę ograniczonych funkcji Gelfera.Rodzina ta jest 
normalna, a staje się zwarta po dołączeniu wszystkich funkcji stałych 
f (z) » c, |c| <1.

Hi ech f 6 G1 i D jest równe f(U). D jest oczywiście ograniczonym ob
szarem Gelfera, D obszarem otrzymanym z D w opisany powyżej sposób 
przy pomocy odwzorowania

w(w) ■ w « w  + iw $ (w) + o(£),

gdzie $ (w) jest postaci

$ 0 0  - fliV w - • " e"i0f(T ^ w  - " o h » AJak w 1*

Ponieważ funkcja $ (w) spełnia założenia tw. 1, zatem D jest ograniczo
nym obszarem Gelfera. Rozpatrzmy obecnie złożenie

F(z) » w (f (z)) - f(z) + £f (z) $ (f(z)) + o (£.) = f(z) + £lq(z) + o(£),
(1 )

gdzie z G P =-£z* r<|z| <  1 j- , przy czym f(P)c A . Funkcja F(z) jest jedno- 
listna w pierścieniu P dla £ dostatecznie bliskich zera, a więc na mocy 
twierdzenia Gołuzina [1] str. 99, wariacja funkcji f przyjmuje postać

f(z) = f(z) + £q(z) - fcz f’(z) . S(z) + z f'(z) . S(i) + o(£), (2)

gdzie S(z) jest częścią główną rozwinięcia w szereg Laurenta o środku 
w 0 funkcji q(z)/z f’(z) w pierścieniu P. Rozpatrzmy dwa przypadki.I': *
oę) Hiech wQ « f(z0)6D. Y/ówozas

2_2^_ = flzL [ _________ eio? + elotf(z^ ]
zf'(z) zf'(z) [^f(z)—f(z0) f(z)+f(z0) 1-f(z0)f(z) 1+f(z0)f(z)J

_ lj f(z) eiCT  1 1___________. 1 1 +
z f(z) |_f(z)-f(z0) f'(z0)(z-z0) f'(z0) zQ f(z)+f(z0)J
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Zatem

S(z) Ł S 2 l X l i 1.
f'(0) \^f(0)-f(zo) f(0)+f(zo)y

. f2(0)e-^ '(  1__________ 1 \ 1 + _J__ f<zo> «**
f'(0) \l+f(zo)f(0) 1-f(zo)f(0)J] z-z0

(2) przyjmuje więc postad
2elĉ f (z)f (z0) 2e-lc*f(z0)f3(z) 2f (O)f (zp)f'(z)ełc*

1-1^ (z )f2(z) f'(O) (z.))
l(z) «■ f(ż) +£•

2f3(0)f(zo)f’(z)e-i0f f'(z)f (z0)e1Of zoz 2f (O)f-(z0)zzf'(z)ei<¥

f’(0)(1-i5 (z. )f2 (0)) (f'(z )z )2 Z"Z° f'(0)(f2(0)-(f2(zo))

2f(zo)f3(0)z2f'(z)elof f(zo)f,(z)e"10f żQz2

fYoMl-f^z^f2«») (f'(zn)zj2 1-znzo
+ o(£). (3)

¡2>) Niech punkty w0, “wp, — - ==-£ D. Wtedy wariacją funkcji f S jest
o o

przedłużenie funkcji (1) na D, czyli

f(z) - f(z) + £
wfizje1̂  2w f3(z)e"i0f]
w°--4 ------ ° » r  U  0(6). (4)‘‘(z)-w; i-f2(z>2 |

Hozpatrzmy jeszcze następujące proste wariacje f funkcji f fG^i 
#■) dla £>0

f (z) ■ f (e_i^z) =* f (z) - ii a f’(z) •+ o(ć), (5)

¿ ) dla 0<£<1 i ą 6 R

f'(z) » f(5iis!£-) - f(z) +«[ai#f'(*)- e"i®zV(z)l +' o(6), (6)
1+ie Ł"z

£) dla |?| « 1 i t>~0

f(z) - f []k", ((1-£)k(ẑ l J = f(z)-£zf’(z) + o(ć), (7)

gdzie k(z) =
(1+?z)
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3. lïiech A  (f ) będzie rzeczywistym funkcjonałem określonym i ciągłym 
na Ĝ , H(U) przestrzenią funkcji holomorficznych w U z topologią niemal 
jednostajnej zbieżności. Mówimy, że A  posiada zespoloną różniczkę w sen
sie Gâteaux, jeśli istnieje funkcjonał € H(U) taki, że A(f) «• A(f) +
ćRe lf (h) + o(Ł), gdy f(z) = f(z) + £h(z) + o(£) jest funkcją z klasy G.,
dla b (z) 6 H(U) i £>0.

W oparciu o wzory wariacyjne oę) - £) uzyskamy" pewne własności funkcji
ekstremalnych dla problemu maxA. W tym celu załóżmy, że dla f6G^ mar A  =

G1
A(f)* Jeśli funkcja ł e Ĝ  jest postaci f(z) ° f(z) + Sh(z) + o(£), wte
dy

Stąd dzieląc stronami przez £ i zmierzając z £ do zera otrzymujemy

A(f ) = A ( f ) +£Ite Łf (h) + o(t)< A(f),

czyli

ŁRe Lf (h) + p(£) «£ 0.

Re Rf (h) «c. 0. (8)

Dla wariacji (5) nierównośó (8) przyjmuje postać

Re I*[± i z f'(z)J «S O,

(9)

Analogicznie dla (6) nierówność (8) ma postać

Stąd wobec dowolności ® otrzymujemy

^[f'U)] - LfCzVíz)]. (10)
Tireszcie dla (7) z nierówności (8) mamy

Re I*[z f'(z) dla dowolnego ? - e1*, teR (11)
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Obecnie wyprowadzimy równanie typu równania Schiffers w klasie G1 
wariacji (3) z nierówności (8) uzyskujemy dla funkcji ekstremalnej

( iocr2f (zo)f(s) 2f(o)f(z0)f,(z) f (z0)f*(z) zz0
Lf2 (z)-f2 (z0) f'(o)(f2(o)-f2(z0)) fz/(0 ) 2 z~zo

2f(z0)f3(o) f'(z)z2 + 3
f'(o)(1-f2(z0)f2(o))

o x o'

2 f T ^ f 3(z) 2 f T O f 3(o)f'(z)
+ -i------   H

2f (o)f (z0)f'(z)z

-f2(z0)f2(z) f'(0)(1-f2(z0)f2(0))

f(zn)f'(z) z z2
f'(o)(f2(o)-f2 (z0)) Cf'(z0,_0

(z0)*(z) Z Q Z  1
<L 0.

Stąd, dzięki dowolności Cf, wykorzyetująo równośó (10),otrzymujemy 
2

ioÜfoT
^ ( zo> •>

/2f2 (zn)f(z) \ ( 2f2(zn)f3 (z)
f2(z)-f2(zoy  \l-f2 (z0)f2(z)y

- V z rt«) ~r) - V z *'(*)o o

Wprowadźmy następujące oznaczenia

D(w) « Lf (fS?). E(P “ %

Ponieważ

A(w) - D(w) + D(-w) + 2 LfCf) + D(|) + D(- ¿),

B(Tp. -  B (p  +  Ł fU  f'(a )) + E (^ ).

W(f- |>’

_ P  tik? „ z f'(zy + 5 £ k L
i-^z T(*- f

zatem słuszne jest

. Dla

(12)



Twierdzenie 3
Wiech f tG-j.A jest rzeczywistym funkcjonałem określonym 1 ciągłym, na

G a pochodną zespoloną L*, oraz A i  “ maxA. Wtedy funkcja S spełnia rów- 
1 1

nanle

TT^j) ’ ^ ^ P ^  “ ®-a !THi (13/1

i B(^)«0 dla |5|- 1.
Dowód

Pierwszą część tezy otrzymujemy bezpośrednio z równania (12) kłedąc 
zo " 1 *Dla dowodu drugiej części tezy zauważmy, że funkcja f spełnia nierów
ność (11), zatem

0<>Re Lf[z f’(z) 4^fzJ " ®e £(*) + He f(z)

Korzystając z (9) uzyskujemy

Lf(z fU)) + ^[z f'(z) |§ę£J + Łf[* T^fź]^0»

a z liniowości Lf

Łffz r'(z) t Ą z ~\ + *'(*) 0 efly l? l “ 1*

Dalej dla ^ - ? - e1*, t eR, mamy

B((?) - Lf|a ^(z) r L^ zf’(a) T%i\ m 

\ _______________________

-.1*|> f’(z) ^ ] -  Lf[z i'(z) ^ ] < 0 ,

co kończy dowód,
4, Metody wariacyjne pozwalają otrzymać pewne informacje o ekstremal

nych obszarach Gelfe.ra, gdzie przez obszar ekstremalny rozumiemy obraz 
f(U) poprzez funkcję ekstremalną f. Zachodzi mianowicie następujące
Twierdzenie 3

Załóżmy, że f  6 , A  jest rzeczywistym funkcjonałem określonym i ciąg
łym na Ĝ  z pochodną zespoloną L p A f  ■ oaxA, jest funkcją mere-
morficzną i f 0 dla w € C - f (U). Jeśli punkty frQ, -w0, i-, - |p nie
leżą w D m- t (TJ), wtedy co najmniej jeden z nich leży na brzegu D.

134 J. Targosz, R. Targosz
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Dowód
Jeśli punkty wQ, -w0, I-, - 4- leżałyby na zewnątrz B, to tworząc dla

funkcji f wariację (4) z nierówności (8) otrzymujemy

,i°fRe
2wc f(z).
f (z)-w

2wo f3(z) '  ______ ;I“ w -w;i-f¿(z)sr <  0.

Stąd wobec dowolności Of •
A(wn)

0, ale wówczas warunek ten zachodzi w pew
nym otoczeniu punktu wQ, co na skutek meromorficzności daje ąprzecz-
nośó.
Wniosek

Przy założeniach tw. 3 jeśli punkty wQ, -wQ nie należą do f(U) i|wo|<1 
wtedy co najmniej jeden z nich leży na brzegu D a f(U). Ponadto co naj
mniej jeden z punktów i! i -1 leży na brzegu D.

LITERATURA

Goluzin G.M. s Geometriezeskaja teorija funkeij kompleksnowo pierie- 
miennowo, Nauka, Moskwa 1966«

['¿2 Hummel J.A., Schiffer M.M.t Variational methods for Bieberbach - Ei
lenberg functions and for pairs, Ann.Acad.Sei.Fennicae, Ser. A.1. Mathematics, 2 , 11977) 3-42.

BAPHRHOHHHE METO® ĘHH 0rPAHH9EHHHX ©TffllWt} REJIbiEPA 

P e 3 » M e
B p a b o i e  AaHH B a p n a u a o su L ie  $op M yxn  f l jia  orpaH tm eH H U x ¡JiyHKipta fe ji t ip e p a . 

H c n o jtb 3 y a  e m  $o p u y jiH  BHBe^eHO .H H cJ^epem tzoH ajiBH oe ypaBHeHHe T a n a  ypaBH ew M  

n iH $$ep a ą x s  SKcTpeMa-KLHHx ifyH itip íft, T asare HCKOTopwe c B o ü c iB a  sKCTpeMajrsHux 
odaacTeft,

VARIATIONAL METHODS FOR GELFER BOUNDED FUNCTIONS 

S u m m a r y
In this paper have been given variational formulas for Gelfer’s boun

ded functions. Using these formulas have been obrained differential equa
tion of Schiffer type for extremal functions! and some properties of the 
extremal domains.


