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PARY WEWNĘTRZNE AHAR0N07A

Stieszozenie. W pracy rozważa się pewien układ równań funkcyj
nych s dwóch funkcjach niewiadomych postaci (3), gdzie funkcja ii (w) 
jest funkcją wymierną o jedynych biegunach w 0 i 0« tego samego stop
nia N, funkcja X 1(z; i Xg(z) są funkcjami wymiernymi o jedynych
biegunach w 0 i 0 0 , również tego samego stopnia N oraz czysto uro
jonymi na okręgu. Ponadto Re = Re Cg, Im X» 0. Udowodniono(twier
dzenie 1), że każda para spełniająca ten układ równań jest parą Aha- 
ronova, mającą pewne dodatkowe własności. Parę Aharonova spełniają
cą układ (3) nazywamy parą wewnętrzną. Udowodniono również (twier
dzenie 2), że zbiór par wewnętrznych jest gęsty w zbiorze wszyst
kich par Aharonora.

I. Niech f i g  będą funkcjami holomorficznymi i jednolistnymi w kole 
jednostkowym U » |z: |z|<l| postaci

f(z) = b^(z + &2£z^ ■*■•••)» e(z) “ + a2gz2 + ***)

takimi, że

i(z) gC p  ■ 1 dla dowolnych z, ̂  6 U. (2)

Funkcje f i h « |  nazywany funkcjami o rozłącznych zbiorach wartości, po
nieważ na mocy (2) f (U)n h(U) = $ . Parę (f,g) nazywamy parą Aharonora, a
rodzinę takich par oznaczamy przez A.

Weźmy dalej pod uwagę układ równań

llog w. + ii (w1) + C. - X 1 (z) + Xlog z
(3)

-Llog w2 + 2 ( ^ )  + Cg - Xg(z) + \log z,

gdzie funkcja £2 (w) jest funkcją ’wymierną o jedynych biegunach w 0 i»° 
tego samego stopnia " ,  funkcje’ X. (z) i (z) s? funkcjami wymiernymi o
jedynych biegunach w 0 i 0 0 , również tego samego stopnia N oraz czysto
urojonymi na okręgu. Ponadto Re C-j = Re Cg, Im X» 0.

Układ tej postaci pojawia się przy poszukiwaniu ekstremum funkcjonału 
Srunsky1ego - Nehariego w rodzinie A, który badany był w pracy C2^.
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Parę (f,g) funkcji postaci f (z) * b1fz g(z) * ■̂jgz +••• holomor
ficznych w kole jednostkowym U będziemy nazywać parą wewnętrzną, jeśli 
układ funkcji w., = f(z), w2 = g(z) spełnia równania (3 ),tj.

llog f(z) + £(f (z)) + C. -X,1(z) + klog z
(4)

-Uog g(z) +X2 (g|z)) + ®2 “ ^ 2 ^  * J,log z

v U.

II. Udowodnimy obecnie następujące twierdzenie 
Twierdzenie 1

Jeśli (f,g) jest opisaną powyżej parą wewnętrzną to:
1 . f i g przedłużają się jako funkcje skończone i ciągłe na koło jedno

stkowe domknięte.
2. Funkcje f i — przekształcają U na obszary i Gg takie, że zbiór 

C\(G^<j Gg) nie ma punktów wewnętrznych i 8^n Gg ■ $ .
3. f i g są jednolistne w U.
4. Brzegi 3g1 i 3Gg pokrywają się z obrazami okręgu U poprzez odwzoro

wanie f i — . Brzegi te składają się z punktów, w których Rej M c g  w+•j S l+ ffi(wH jest równy stałej.
Dowód

Dowód będzie się składał b czterech części odpowiadających poszczegól
nym własnościom.

ad 1 . W celu udowodnienia pierwszej własności wystarczy wykazać, że 
dla każdego ciągu punktów {zj}> sj-*" zo* !zj!< 1 » * lz0 1 a 1» ci3g
|f(Zj)j— w0, zależnego tylko "od z0. Weźmy pod uwagę równanie

\log w + £>(w) + = &|(zQ) + XIog zQ. (5)

Mech dalej wfa będą różnymi pierwiastkami równania (5). Wykażemy, że 
liczba rozwiązań równania (5) jest skończona. Przypuśćmy bowiem, że jest 
przeciwnie i niech ciąg |w^| będzie ciągiem rozwiązań powyższego równa
nia. Jedynymi punktami skupienia ciągu w^ mogą być 0 lub «= . Pomnóż
my dalej obie strony równania (5 ) przez w®, gdzie U- jest najwyższą potę
gą, w której występuje w w il (w). Przechodząc do granicy w zerze, dochodzi
my do wniosku, że współczynnik przy w“H dla funkcji i2 (w) musi byó zerem, 
co jest niemożliwe. Analogicznie można wykazać, że w  nie jest punktem sku
pienia ciągu {ŵ j-, więc ilość rozwiązań równania (5) jest skończona; 
oznaczmy ją przez R.

Wybierzmy dalej liczbę dodatnią £ , tak aby wszystkie koła K(w^,£)- 
b=1,...R, wzięte wraz z okręgami, były rozłączne. Mech UQ będzie takim 
ot zeniem punktu z0, by dla dowolnego z 6U0n U wszystkie pierwiastki rów-
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llog w + Q(w) + O, - (z) + TClog z (6)

należały do zbioru S = U K(wh, 8 ). Ale dla każdego z 6 Uon U  liczby f(z)

są pierwiastkami równania (6). Z drugiej strony f(Uon U) jest zbiorem 
spójnym, zatem istnieje hQ takie, że f(U nU)Cfc(w, , £ ).

O
Jeśli zatem' z^ 6 T̂ ł-* to

f(z.) 6 K(w , 6 ). (7 )
" o

Z dowolności f > 6  i warunku (7) wynika, że f(z.,)-» w., , a więc wh nie
J o “o

zależy od £ , przeto zależy tylko od zQ. Kładąc zatem WQ » , otrzymuje-
O

my, że ciąg f(z^)— -wQ, co kończy dowód własności 1 .

ad 2. Niech * f (U) i T 2 «* h(0), gdzie h(z) » Widać, że P 1 i
Tg są zbiorami domkniętymi i ograniczonymi. Ponadto z (4 ) wynika, że 
Alog w +Q (w) + C1 i Xlog w + Q (w) + Cg są urojone na Pj i Tg oraz Pj i
Pg nie zawierają 0 i 00 , ponieważ %j(z) + Xlog z i Xg(z) - llog z są o-
graniczone na 3U, a Łlog w +i2 (w) staje się w 0 i <» nieskończone. Widać 
również natychmiast, że SG.j c P| i 3GgC Pg, ponieważ f(z) i h(z) ■ g|'z) 
są meromorficzne w U. W ten sposób 3G^ i 3Gg są zbiorami ograniczonymi, 
do których 0 nie należy. Z ograniczoności Ĝ  i holomorficzności f(z) wy
nika, że obszar G1 jest obszarem ograniczonym: obszar Gg jest oczywiście 
nieograniczony, ponieważ zawiera .

Można dalej wykazać, że kontinua Pj i Pg nie rozcinają odpowiednio ob
szarów G1 i Gg. Przypuśćmy najpierw, że P 1 rozcina obszar G ^  tzn., że
G1\ r i nie jest spójny. W takim razie obok składowej SQ, zawierającej
punkt 0, istniałaby druga składowa S, która jest ograniczona jako pod
zbiór zbioru ograniczonego G^• Brzeg tej składowej jest oczywiście zawar
ty w 3G^u r v  a więc w r r  Zgodnie z poprzednim funkcja U.og w + li (w)+
+ miałaby na brzegu obszaru S część rzeczywistą równą zeru, co jest 
niemożliwe, ponieważ każda gałąź tej funkcji jest holomorficzna w S (S 
nie zawiera ani O ani «o ) i funkcja ta nie jest stałą. Analogicznie można 
wykazać, że Tg nie rozcina Gg. Zauważmy najpierw, że 0 | Gg, bo h(z) ■
“ gTźT * °* SdJbJ r2 rozcinało Gg, to oprócz składowej nieograniczonej 
SQ, 00 6 S0, istniałaby jeszcze składowa S taka, że 0, 00 ^ S, co jest 
niemożliwe z tego samego powodu co wyżej.

Wykażemy z kolei, że C\(G1 o Gg) nie ma punktów wewnętrznych. Przypuść
my przeciwnie, że CNfG^ Gg) zawiera punkty wewnętrzne. Wówczas Ć\(GfjSg)» 
„ o\(G^u Gg) jest, jak łatwo zauważyć, zbiorem niepustym, otwartym i o- 
graniozonym, nie zawierającym 0. Ponadto brzeg tego zbioru należy do 
aG^GGg, a tym bardziej do ^  o Tg. Badając część rzeczywistą funkcji 
Xlog w +fl (w), podobnie jak poprzednio dochodzimy do sprzeczności.



140 K. Miśta

Chcąc zakończyć dowód części drugiej, musimy jeszcze wykazać, że 
S^nGj = (ft Załóżmy, że tak nie jest, tzn. G «» G.j n Gg ^ 0. Zbiór G jest 
oczywiście zbiorem otwartym, nie zawierającym O i » i  brzeg tego zbioru 
jest zawarty Pg. I tu dochodzigiy do sprzeczności, tak samo jak wy
żej.

ad 3*^. Mech Ẑ  oznacza zbiór skończony wszystkich punktów z koła U, 
dla których z - 0, bądź |[ + (z) ■ 0 . oraz - zbiór skończony wszyst
kich punktów w, dla których w = 0, bądź j +Û'(w) - 0, bądź istnieje z 6 Z
takie, że \log w +Î2 (w) + C1 = Xj(z) + Xlog z. Ilość tych ostatnich jest 
oczywiście także skończona. O-jXr-i jest obszarem, więc u ̂  ) jest
też obszarem. Mech y  oznacza dowolny łuk ciągły o równaniu

w = w(t), 0«£t< 1 , (8 )

Wychodzący z pewnego punktu wQ 6 G^\(P^u^), leżący całkowicie, za wyjąt- 
kiem ewentualnie końca, w G^XfP^oW^). Mech dalej zQ 6 O takie, że f(zQ)= 
= wQ. Wykażemy, że istnieje jeden łuk ciągły X  o równaniu

z - z (t ), 0 <t < 1 , (9 )

wychodzący z punktu zQ i leżący w 0\Z^, taki że y jest obrazem X po
przez przekształcenie f(z), tzn.

w(t) - f(z(t)),  0 « t < 1 . (1 0 )

W tym celu rozważmy klasę przedziałów <0,b> zawartych w przedziale<0,1>, 
dla których istnieje i tylko jedna funkcja ciągła typu (9 ), spełniająca w 
tym przedziale zależność (10). Klasa ta nie jest pusta, ponieważ prze
dział < 0 ,0>  należy do niej. Widać ponadto, że luk (9) nie as punktów wspól
nych ani z 3U, ani z Z., ponieważ łuk (8 ) nie ma punktów wspólnych ani z 
H,, ani z W.j. '

Mech dalej przedział<0,Jłj- oznacza sumę przedziałów wyżej opisanej 
klasy. îîawias 1 cznaozs, że przedział ten może być zarówno prawostronnie 
otwarty jak prawostronnie domknięty. Zauważmy przede wszystkim, że w prze
dziale < 0 , istnieje dokładnie jeden łuk ciągły (9), który spełnia w 
tym przedziale warunek (10). Wystarczy bowiem wziąć dla każdego t wartość 
wspćlną wszystkim funkcjom (9), rozważanej klasy. Zauważmy dalej, że jb  =1.

 "-------Dowód jednolistnqsci .jest wzorowany na analogicznym dowodzie z pracy: 
Z, Oharzyński, J. Śladkowska "Application de la méthode des fonctions al
gébriques a la représentation conforme” (praca ukaże się w Bissertationes 
Matbematicae).
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17 tyra calu wykażemy, że gdyby [ i <  1, wówczas istniałby przedział <0,/ł*l, 
opisanej powyżej klasy, szerszy od przedziału <0,/J>} . Rzeozywiście załói- 
my, że/5<1 i obierzmy ciąg parametrów {tn| zbieżny od lewej strony do 
¡b oraz odpowiadający mu ciąg jz(tn )}. Wybierając ewentualnie podciągi
mosna założyó, że ostatni ciąg jest zbieżny do pewnej granicy ^ znajdują
cej się w D. Równocześnie ciąg {w(tn )j dąży do co » w(j&) , ponadto zgodnie 
z (1 0 ) oraz z możliwości rozszerzenia ciągłego funkoji f(z) na koło domk
nięte zachodzi

« -  fC?) (11)

i W rezultecie klcgw + Q(co) + » MogTJ + X.) (T). Z tego, te fb <  1 oraz
z założeń uczynionych odnośnie ¿i wynika, że punkt w  nie należy ani do 
Pj, ani do W.j, więc w szczególności nie jest żadnym z pierwiastków & +$(*). 
Wnioskujemy stąd na mocy (10) i (11), że ̂  nie należy ani do 3U, ani do 
Z.j, więc należy do U i jest różny od 0 oraz nie jest żadnym z pier
wiastków +X.j(z). Dochodzimy więc do wniosku, że funkcja f(z) posiada 
w punkcie pochodną różną od zera» Oznaczając tę funkcję w pewnym małym 
otoczeniu punktu ^ przez fQ (z) widzimy, że w obrazie tego otoczenia, za
wierającym we wnętrzu punkt w  , istnieje funkcja f“1 (w) odwrotna do 
fQ (z). Stąd natychmiast wnioskujemy, że w pewnym małym otoczeniu punktu 
Jb Istnieje dokładnie jedna funkcja ciągła

spełniająca warunek

i warunek początkowy

ż(t), /3- h < t < ^ +  h, (12)

w(t) - f(£(t)) (13)

ź(/ł) (14)

określona związkiem £(t) - f" 1 (w(t)). Jednocześnie dla n dostatecznie 
dużych zachodzi 2 (tn ) - f“1 (w(tn )), *n> P > - h i w rezultacie £(tn )-z(tn ).
Zdefiniujmy dla takich n łuk

«•(t)
z(t) dla 0 < t < t n ,

(15)
£(t) dla tn <t</5-/5+h.

Łuk ten jest łukiem ciągłym, spełniony jest warunek w(t) » f(ztt))» 
0<t</5* i ze względu na definicję p  , łuk ten leży całkowicie w U\Z^. Po
nadto jest on jedynym łukiem ciągłym spełniającym w tym przedziale waru
nek (10)» Istotnie niech
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z**(t), 0<t</5* (16)

będzie łukiem ciągłym spełniającym warunek w(t) = f(z**(t)), 0<t<®*. Z 
założenia o Jednoznaczność funkcji (9) otrzymujemy w przedziale' 
związek z**(t) = z*(t) - z(t), t 6< 0 ,/łJ i w rezultacie, zgodnie z defi
nicją'Ç , z**(y5) Z tego i jednoznaczności funkcji ciągłej (1 2 ) speł
niającej (13) i (14) w<y5- h, yj>+ h >  wynika, że z**(t) = z(t) * z*(t) w 
<j& - b, jb+ b > , więc funkcja (16) jest identyczna z funkcją (15)* Udowod
niliśmy tym samym, że w przedziale < 0 istniałby łuk X , opisanego 
wyżej typu, co prowadzi do sprzeczności z definicją /5 . Dochodzimy zatem 
do wniosku, że )ł« 1 .

Zauważmy ponadto, że łlog w(t) +2 (w(t)) + «« Xlog z(t) + X.j(z(t)).
Wynika stąd w szczególności, że jeżeli łuk kończy się w punkcie 0, czy
li w(t)-—  0 , gdy t - * 1 , to /.log w(t) +û(w(t)) + 0 —̂ , a zatem 
Xlog z (t ) + X) (z (t ) )-*- oo , więc z(t)-a-0 , czyli X kończy się także w 
punkcie 0 .

Teraz już łatwo udowodnimy jednolistność funkcji f(z). Przypuśćmy, że 
f(z) nie jest jednolistna. Istniałyby wówczas dwa różne punkty ẑ , z**
należące do U, których obrazem poprzez odwzorowanie w = f(z) byłby ten
sam punkt w * 6 G^. Dokonując ewentualnie małego przesunięcia punktów vr*, 
z*, z**, można założyć, że w*^Hj u i z*, z** ^ Z y Z tego, że konti
nuum nie rozcina obszaru wnioskujemy, że istnieje łuk ciągły p.,
który wychodzi z punktu w* i leży całkowicie w G^\(P^ ul^) z wyjątkiem
końca, którym jest punkt w = 0. Z kolei, na mocy poprzedniego, łuk ten
jest obrazem poprzez w = f(z) dwóch analogicznych łuków 1  wycho
dzących odpowiednio z punktów z* i z**, które kończą się w punkcie z «* 0
oraz za wyjątkiem tego punktu nie mają punktów wspólnych. Wówczas jednak
punkt w 6 jj. dostatecznie bliski zera byłby obrazem poprzez w » f (z) dwóch 
punktów z.j e i z2 & X2 różnych i dowolnie bliskicji sera, co jest 
sprzeczne z tym, że f(z) posiada w otoczeniu zera funkcję odwrotną.

W analogiczny sposób można wykazać, że g(z) jest jednolistna.
sd 4- Z poprzednich rozważań wiemy, że 3G^c H  i GGgc Tg. Wystarczy 

■więc wykazać, że i odwrotnie dG-joP^ i 3G2 ;>P2. Trzypuśćmy najpierw, że 
p] 4 9G-] • Oczywiście Pj c G^, a stąd zbiór P-j miałby punkt wspólny wQ z
G^. W takim razie istniałyby punkty ”̂063U i z0 6U, takie że f (z0)=
« wQ, oo jest niemożliwe, bo funkcja f(z) jest jednolistna. Analogicznie 
można wykazać, że P 2 c Gg, oo kończy dowód pierwszej części własności 4.
Z poprzednich obserwacji wiemy, że Xlog w +Q  (w) + C.. iAlog-w -fil (w) +C2 
są czysto urojone odpowiednio na 3G^ i 3G2- Biorąc więc pod uwagę założe
nie Re C, =» Re C9, otrzymujemy drugą część własności 4.

Wykażemy obecnie, że przy pomocy wewnętrznych par Abarono.fa można apro- 
ksymować każdą parę ekstremalną, tzn. parę, dla której funkcjonał określo
ny na A, ciągły i różniczkowalny w sensie Gâteaux, osiąga ekstremum. W 
tym celu udowodnimy następujący lemat.
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Lemat 1

Każdą krzywą zamkniętą Jordana .7 można aproksymować w sensie Frecheta 
krzywą analityczną zamkniętą Jordana, na której pewna funkcja wymierna 
2 (w) postaci

U u
w “ +“ *+ Do +**’+ dh w' » ^0. Dh * o, (17)

jest czysto urojona.
Powód

Weźmy pod uwagę obszar P ograniczony krzywą J i odwzorujmy go przy 
pcmocy funkcji holomorficznej i jednolistnej’z » f  (w) na koło U. Funkcja 
ta przedłuża się na mocy twierdzenia Caratheodory^go-Osgooda na obszar 
domknięty D jako funkcja ciągła i różnowartościowa. Niech ^n ~ m~ °* 
mocy twierdzenia Rungego istnieje ciąg wielomianów {p^(w)| taki, że 
^(w) - F (w ) | <: £n dla każdego w 6 D. Dla n dostatecznie dużych wielo
miany te są wielomianami jednolistnymi. Połóżmy = Pn (C). Brzeg Bn leży 
w pierścieniu 1 - £„<|z|<1 + £_, a zatem K(0,1 - 8_)cl . Kładąo P  ■— 4 u U u U
■ 2 (K(0,1-£_))t zauważamy, że Pfl są zamkniętymi krzywymi analitycznymi
Jordana i ponadto -¡P-.}- dąży w sensie Frecheta do J, ponieważ ciąg

— 1 li i  „4 jj,jP ((1-£w»)e ) dąży jednostajnie ze względu na 0 do V (e*^).Ponadto funk-
i M_ ,

cja wymierną ź2Q (w) « 1  ^  pn (w ) +1 Sdzie 1/̂  = jest posta
ci (17) oraz odwzorowuje krzywą Pn na odcinek położony na osi urojonej, 
a tym samym P E jest poszukiwaną krzywą.

Wiadomo dalej (patrz [1], str. 17), że 
jeśli (f,g) są wspomniani wyżej parą ek
stremalną ł h ■ to zbiór spójny
C \(f(C)uh(t!) składa się z krzywej ana
litycznej zamkniętej Jordana, zawierają
cej punkt z * 0 wewnątrz oraz ze skończo
nej ilości łuków analitycznych położo
nych zarówno wewnątrz tej krzywej jak i 
na zewnątrz w ten sposób, że zbiór 
f(U)uh(U) składa się z dwóch jednospój- 
nych obszarów, których wspólnym brzegiem 
jest ta krzywa (rys. 1 - zbiór C\(f(U)j 
h(U)) jest zaznaczony linią ciągłą).Układ 

krzywych C\(f (U)uh(U)) można aproksymować w sensie Hausdorffa jedną krzy
wą analityczną zamkniętą Jordana (rys. 1 - linia przerywana), a tę z ko
leina mocy lematu 1, można aproksymować w sensie Frecheta, a więc tym
bardziej w sensie Hausdorffa, krzywą analityczną zamkniętą Jordana J, na 
której pewna funkcja wymierna postaci (17) jest czysto urojona. Niech te
raz funkcja f*, f*(0) «* O, odwzorowuje konforemnie U na wnętrze krzywej
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J, a funkcja h*, b*(0) ®o® , odwzorowuje konforemnie TT na zewnętrze krzy
wej J. Para (f*, g*), g*= pr, tworzy parę Aharonem, która aproksymuje w 
sensie zbieżności niemal jednostajnej parę (f,g). Z drugiej strony para 
(f*, g*) jest parą wewnętrzną. Istotnie, jeśli przez Q (w) oznaczymy funk
cję wymierną, która na J przyjmuje wartości czysto urojone, to funkcje 
złożone Q (f*(z)) iÜ (gV‘(~ j) są funkcjami meromorficznymi w kole U o jedy
nym biegunie w z ■ 0 rzędu E i przedłużającymi się w sposób ciągły na 
Ü w ten sposób, że przekształcają brzeg 3U na odcinki położone na osi 
urojonej. Ea mocy zasady symetrii Schwarza funkcje te przedłużają się ja
ko funkcje meromorficzne na zewnętrze koła jednostkowego, przy czym jedy
nym biegunem jest tu z > m  i jest to również biegun rzędu E. W rezulta
cie są to funkcje wymierne o jedynych biegunach tego samego rzędu E w z =
■ 0 i z aoo, przy czym są one czysto urojone na okręgu 3U. Oznaczając je 
odpowiednio przez Xj(z) i X 2 (z), stwierdzamy, że funkcje » f ‘(z) ! i
w2 * g*(z) spełniają układ równań 2 (w1 ) « %j(z) iö ( — ) ■ X 2 (z),a więc
para (f*, g*) jest parą wewnętrzną. Udowodniliśmy tym samym następujące 
twierdzenie.
Twierdzenie 2

Zbiór par wewnętrznych jest gęsty w zbiorze ekstremalnych par Aharono-
va.

Badania ekstremów funkcjonałów różniczkowalnycb w rodzinie par Aharono- 
va można zatem w wielu wypadkach sprowadzić do szukania tyoh ekstremów w 
zbiorze par wewnętrznych.
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BHEEHHE I1APU AXAPOHOBA 

P 8 3 B M 8

B HacToamefl paöoie poccMaTpHBaeicH HeKaiopaa CHCieMa ypaBHeHHfl c jByra 
HeH3BecTHHMH $yHKUH*MH Baja (3) rÄe QywLwx 2 (w) ecTb pauHOHajiLHaH *yHKima 
c eÄHHCTBeHHhiMH nojuocaMH B 0 H 06 , OflHHaKOBOft deneHH E, 4>yHKimH Xu (z), 
X2 (z) HBJIHBTC* (fyHKlWaun paitHOHaÄBKKUH C eÄHHCTBeHHhMH HOOTJCaMH B 0 ¡ ¡ J ,
Tofl *e OTeneHHH, npmoM MHHMue Ha eflHHHHHOM Kpyre. KpoMe *oro Rę (e  ) .

Re noHasano (reopeMa l) vro bchkeh napa, KOTopaa ynoBaeiBO-
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pnei st08 cncTeMe ypaBHeHHS jTBJiaeTca nap08 AxaponoBa. Ilapy AxapoaoBa koto- 
paa y^oBJieTEapseT cacTeMy (?) Ha3HBaeu BHenraoa napoft, Il0Ka3aH0 Tome (leope- 
wa 2) vro MHOaecTBo bhstihhx nap ecTB mroiHoe b mhojksctbs nap AxapoHOBa.

INTERIOR PAIRS OP AHARONOV 

S u m m a r y
This paper deals with a system of differential-functional equations of 

two unknown functions of the form (3), where the functions P(w), 
and X 2 (z) are rational with 0 and 00 as the only poles of the same order
N and moreover Xj (z), X 2(z) are purely imaginary on the unit circle,
and in addition Re = Re Cg, Im 0. We obtain (theorem 1) that every
pair of functions satisfying a system of the form (3),constitute the pair
of Aharonov, which has some additional properties. A pair of func'tions
satisfying a system of the form (3) are called interior pair of Aharonov.
We establich (theorem 2) that the set of interior pairs of Aharonov is
dense in the set of all pairs of Aharonov.


