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PARY WEWNETRZNE AHARONO7A

Stieszozenie. W pracy rozwaza sie pewien ukdad réwnan funkcyj-
nych s dwoch funkcjach niewiadomych postaci (3), gdzie funkcja ii (W)
jest funkcja wymierng o jedynych biegunach w O 1 o« tego samego stop-
nia N, funkcja X1(z; i Xg(z) sa funkcjami wymiernymi o jedynych

biegunach w O i o0 , réwniez tego samego stopnia N oraz czysto uro-
jonymi na okregu. Ponadto Re = Re Cg, ImX» 0. Udowodniono(twier-

dzenie 1), ze kazda para spedniajagca ten uktad réwnan jest para Aha-
ronova, majaca pewne dodatkowe wkasnosci. Pare Aharonova spedniaja-
ca uktad (3) nazywamy para wewnetrzng. Udowodniono réwniez (twier-
dzenie 2), ze zbidr par wewnetrznych jest gesty w zbiorze wszyst-
kich par Aharonora.

I. Niech f i g bedag funkcjami holomorficznymi i jednolistnymi w kole
jJjednostkowym U » |z: |z]<l] postaci

f(z) = b~(z + &2£z N Faeee)y e(2) “ + az2gz2 + ***)
takimi, ze
i(z) gCp m 1 dla dowolnych z, ~ 6 U. @

Funkcje f i h « ]| nazywany funkcjami o rozdgcznych zbiorach wartosci, po-
niewaz na mocy (@ f(U)n h(U) = $ . Pare (f,g)nazywamy parg Aharonora, a
rodzine takich par oznaczamy przez A.

Wezmy dalej pod uwage ukdad réwnan

Ilog w. +ii(Wl) + C. -X1(®@ + Xlog z
(©)
-Llog w2 +2(”~) + Cg - Xg(z) + \log z,

gdzie funkcja £ (w) jest funkcja Wymierng o jedynych biegunach w 0 i»°
tego samego stopnia ", funkcje’ X. (@ i (z) s? funkcjami wymiernymi o
jedynych biegunach w O o0 , réwniez tego samego stopnia N oraz czysto
urojonymi na okregu. Ponadto Re Gj = Re Cg, Im X» O.

Uktad tej postaci pojawia sie przy poszukiwaniu ekstremum funkcjonatu
Srunskylego - Nehariego w rodzinie A, ktéry badany byt w pracy C2~.
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Pare (f,g) funkcji postaci f(2) * blfz g(z) * "mjgz +ee= holomor-
ficznych w kole jednostkowym U bedziemy nazywa¢ parg wewnetrzng, jesli
ukdad funkcji w., = f(z), w2 = g(z) speinia rownania @G).tj.

llog f(2) +£(fF (@) + C. -X,1 (@ + klog z
@

-Uog g(@) X2 @lz)) + @2 “~2~ * Jlog z
v U.

1. Udowodnimy obecnie nastepujace twierdzenie

Twierdzenie 1
Jesli (F,g) jest opisana powyzej para wewnetrzng to:

1. £ i g przedtuzajg sie jako funkcje skoriczone i ciggte na koto jedno-
stkowe domkniete.

2. Funkcje T 1 — przeksztatcajg U na obszary i Gg takie, ze zbiér
C\(G"<j Gg) nie ma punktéw wewnetrznych i 8”n Gg m $

3. f i1 g sa jednolistne w U.

4. Brzegi 39l i 3Gg pokrywaja sie z obrazami okregu U poprzez odwzoro-
wanie € 1 5" Brzegi te sktadaja sie z punktéw, w ktorych RejIMcg w+
+ffi(wH jest réwny statej.

Dowdéd

Dowéd bedzie sie sktadat b czterech czesci odpowiadajacych poszczegdél-
nym wkasnosciom.

ad 1 . W celu udowodnienia pierwszej wkasnosci wystarczy wykaza¢, ze

dla kazdego ciagu punktéw {zj}> sj-*'zo* 1Izji1<1l» * EOl a 1» ci3g
|f(Z))j— wo, zaleznego tylko "od z0. Wezmy pod uwage réwnanie

\log w +£(w) + = &](zQ) + Xlog zQ. o)

Mech dalej wf beda roznymi pierwiastkami roéwnania (5). Wykazemy, ze
liczba rozwigzan réwnania (5) jest skonczona. Przypusémy bowiem, ze jest
przeciwnie i niech ciag |w”| bedzie ciaggiem rozwiazan powyzszego rowna-
nia. Jedynymi punktami skupienia ciggu w” moga by¢ 0 Ilub «< . Pomnoz-
my dalej obie strony réwnania () przez w®, gdzie U- jest najwyzszg pote-
ga, w ktérej wystepuje w w il (W). Przechodzac do granicy w zerze, dochodzi-
my do wniosku, ze wspotczynnik przy w“H dla funkcji 22 (W) musi byd zerem,
co jest niemozliwe. Analogicznie mozna wykaza¢, zew nie jest punktem sku-
pienia ciagu {Wj-, wiec ilos¢ rozwiazan réwnania (6) jest skonczona;
oznaczmy ja przez R.

Wybierzmy dalej liczbe dodatnig £ , tak aby wszystkie kota KW, £)-
b=1,...R, wziete wraz z okregami, byty rozdaczne. Mech UQ bedzie takim
ot zeniem punktu z0, by dla dowolnego z6UOn U wszystkie pierwiastki roéw-
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Ilogw +Q(w) + O, - (@ + TClog z ®)

nalezaty do zbioru S = U K(wh, 8). Ale dla kazdego z6UonU liczby f(z)

sg pierwiastkami réwnania (6). Z drugiej strony f(Uon U) jest zbiorem
spéjnym, zatem istnieje hQ takie, ze f(U nU)Cfc(w, ,£ ).
0

Jesli zatem™ z* 6 T to

f(z.) 6K(w , 6). @)

o
Z dowolnosci f>6 1 warunku (7) wynika, ze f(z.,)-»w.,, , a wiec wh nie
J o “o
zalezy od £ , przeto zalezy tylko od zQ. Kkadac zatem WQ » , otrzymuje-
0

my, ze ciag f(z*)—-wQ, co kohczy dowdd wkasnosci 1.

ad 2. Niech *fW 1 T2 &h(0), gdzie h(z) » Widaé, ze Pl i

i
Tg sa zbiorami domknietymi i ograniczonymi. Ponadto z (@) wynika, ze
Alog w +Q (W) + Cl 1 Xlogw +Q (W) + Cgsa urojone na Pj i Tgoraz Pj i
Pg nie zawieraja 0 100 , poniewaz %j(z) + Xlog z i Xg(z) - llog z sa o-
graniczone na 3U, a tlog w +i2 (W) staje sie w 0 i <» nieskonczone. Widac¢
réwniez natychmiast, ze S5 yc Pl 1 3GgC Pg, poniewaz f(z) i h(z) m g|2)
sa meromorficzne w U. W ten sposéb 3G" i 3Gg sg zbiorami ograniczonymi,
do ktérych O nie nalezy. Z ograniczonosci G i holomorficznosci f(z) wy-
nika, ze obszar Gl jest obszarem ograniczonym: obszar Gg jest oczywiscie
nieograniczony, poniewaz zawiera

Mozna dalej wykaza¢, ze kontinua Pj i Pg nie rozcinajg odpowiednio ob-
szaréw G1 i Gg.Przypusémy najpierw, ze P1 rozcina obszar G~ tzn., ze
GI\ri nie jestspojny. W takim razie obok skiadowej SQ, zawierajacej
punkt 0, istniataby druga sktadowa S, ktdra jest ograniczona jako pod-
zbidr zbioru ograniczonego G”~e Brzeg tej skladowej jest oczywiscie zawar-
ty w 3G rv a wiec w rr Zgodnie z poprzednim funkcja U.og w + li (W)+
+ miataby na brzegu obszaru S czes¢ rzeczywista réwng zeru, co jest
niemozliwe, poniewaz kazda gataz tej funkcji jest holomorficzna w S (S
nie zawiera ani O ani«o ) i funkcja ta nie jest stala. Analogicznie mozna
wykazaé¢, ze Tg nie rozcina Gg. Zauwazmy najpierw, ze O | Gg, bo h(z) =
“ gTzT * °* SdJbJ r2 rozcinato Gg, to oprécz skkadowej nieograniczonej
SQ, 00 6 SO, istniataby jeszcze skktadowa S taka, ze 0,00 ™S, co jest
niemozliwe z tego samego powodu co wyzej.

Wykazemy z kolei, ze C\(Gl o Gg) nie ma punktéw wewnetrznych. Przypusc¢-
my przeciwnie, Ze CNFG” Gg) zawiera punkty wewnetrzne. Wéwczas C\(GFjSg)»
, o\(G™u Gg) jest, jak datwo zauwazyé, zbiorem niepustym, otwartym i o-
graniozonym, nie zawierajacym O. Ponadto brzeg tego zbioru nalezy do
aGNGGg, a tym bardziej do ~ o Tg. Badajac czesé rzeczywistyg funkcji
Xlog w +fl (W), podobnie jak poprzednio dochodzimy do sprzecznosci.
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Chcac zakonczy¢ dowdd czesci drugiej, musimy jeszcze wykaza¢, ze
SAnGj = (ft Zakdézmy, ze tak nie jest, tzn. G « Gjn Gg ~ 0. Zbidér G jest
oczywiscie zbiorem otwartym, nie zawierajacym O i » i brzeg tego zbioru
jest zawarty Pg. 1 tu dochodzigiy do sprzecznosci, tak samo jak wy-
zej.

ad 3*. Mech 2 oznacza zbiér skonczony wszystkich punktéw z kota U,
dla ktérych z - 0, badz |[+ (@ wm 0. oraz - zbidr skonczony wszyst-
kich punktéw w, dla ktérych w = 0, badz j +0"(w) - 0, badz istnieje z62Z
takie, ze \log w +12 (W) + C1 = Xj(2) + Xlog z. 110$¢ tych ostatnich jest
oczywiscie takze skonczona. O-jXr-i  jest obszarem, wiec u” ) jest
tez obszarem. Mech y oznacza dowolny duk ciaglty o réwnaniu

w = w(t), 0O«Et<l, ®)

Wychodzacy z pewnego punktu wQ 6 GM\(P~u”), lezacy catkowicie, za wyjat-
kiem ewentualnie konca, w GAXfP~oW~). Mech dalej zQ 60 takie, ze f(zQ)=
= wQ. Wykazemy, ze istnieje jeden duk ciagty X o réwnaniu

z - z(), O0<t<l1, ©

wychodzacy z punktu zQ 1 lezacy w 0\zZ», taki zey Jest obrazem Xpo-
przez przeksztatcenie f(z), tzn.

w(t) - f(z(t)), o«t<t. o)

W tym celu rozwazmy klase przedziatéw <0, b> zawartych w przedziale<0,1>,

dla ktérych istnieje i tylko jedna funkcja ciaggta typu (), spedniajaca w

tym przedziale zaleznos¢ (10). Klasa ta nie jest pusta, poniewaz prze-

dziat <0,0> nalezy do niej. Wida¢ ponadto, ze luk (@) nie as punktéow wspol-
nych ani z 3U, ani z Z., poniewaz 4uk (@) nie ma punktéw wspélnych ani z
H,, ani z Wj. -

Mech dalej przedzia#<0,Jtj- oznacza sume przedzialébw wyzej opisanej
klasy. Trawias 1 cznaozs, ze przedziat ten moze by¢ zaréwno prawostronnie
otwarty jak prawostronnie domkniety. Zauwazmy przede wszystkim, ze w prze-
dziale< 0 , istnieje doktadnie jeden duk ciagty (9), ktéry speknia w
tym przedziale warunek (10). Wystarczy bowiem wzigé dla kazdego t wartosc¢
wspcélng wszystkim funkcjom (9), rozwazanej klasy. Zauwazmy dalej, ze jb =1.

-Dowod jednolistngsci _jest wzorowany na analogicznym dowodzie 2z pracy:
Z, Oharzynski, J. Sladkowska "Application de la méthode des fonctions al-
’aébrique_s a la représentation conforme” (praca ukaze sie w Bissertationes
atbematicae).
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7 tyra calu wykazemy, ze gdyby [i< 1, wéwczas istniatby przedziat <0,/¥°1,

opisanej powyzej klasy, szerszy od przedziatu <0,/3>} . Rzeozywiscie zatdi-
my, ze/5<1 i obierzmy ciag parametréw {tn| zbiezny od lewej strony do
ib oraz odpowiadajacy mu ciag jz(tn)}. Wybierajac ewentualnie podciagi

mosna zatozy6é, ze ostatni ciag jest zbiezny do pewnej granicy ~ znajduja-

cej sie w D. Réwnoczesnie ciag {w(tn)j dazy do ®» w(j& , ponadto zgodnie
z (0) oraz z mozliwosci rozszerzenia ciagtego funkoji f(z) na koto domk-
niete zachodzi

«- TC?) (@XD)]

i W rezultecie klcgw +Q(co) + » MogTJ + X) (T). Z tego, tefb < 1 oraz
z zatozen uczynionych odnos$nie ¢i wynika, ze punkt w nie nalezy ani do
Pj, ani do Wj, wiec w szczegdlnosci nie jest zadnym z pierwiastkéw & +$(*).
Wnioskujemy stad na mocy (10) i (11), ze ™~ nie nalezy ani do 3U, ani do
Zj, wiec nalezy do U 1 jest rozny od 0 oraz nie jest zadnym 2z pier-
wiastkow +X.j(z). Dochodzimy wiec do wniosku, ze funkcja f(z) posiada
w punkcie pochodnag rézng od zera» Oznaczajac te funkcje w pewnym matym
otoczeniu punktu ”» przez fQ(z) widzimy, ze w obrazie tego otoczenia, za-
wierajacym we wnetrzu punkt w , istnieje funkcja f“l (W) odwrotna do
fQ (2). Stad natychmiast wnioskujemy, ze w pewnym maktym otoczeniu punktu
Jb Istnieje doktadnie jedna funkcja ciagta

z(t), /3- h<t<”™+ h, a2
spedniajgca warunek
w(t) - F(E) (€9))
i warunek poczatkowy
2D 14

okreslona zwigzkiem £(t) - f'1 (W(t)). Jednoczesnie dla n dostatecznie
duzych zachodzi 2 (tn) - 1l (w(tn)), *n>P>- h i1 w rezultacie £(tn)-z(tn).
Zdefiniujmy dla takich n 4uk

z(t) dla O<t<tn,
«=(t) a5
£(t) dla tn<t</5-/5+h.

tuk ten jest Hfukiem cigghym, spedniony jest warunek w(t) » F(ztt))»
0<t</5* 1 ze wzgledu na definicje p , 4uk ten lezy catkowicie w U\Z". Po-
nadto jest on jedynym dukiem ciggdym spedniajacym w tym przedziale waru-
nek (10)» Istotnie niech
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z**(t), O0<t</5* (16)

bedzie tukiem ciaghym spekniajacym warunek w(t) = F(z**(t)), 0<t<®@*. Z
zatozenia o Jednoznaczno$¢ funkcji (9) otrzymujemy w przedziale*

zwigzek z**(t) = z*(t) - z(t), t6<0,/B0 i w rezultacie, zgodnie z defi-
nicja€ , z2*(5) Z tego i jednoznacznosci funkcji ciagglej (2) spek-
niajacej (13) i (14) w<y5- h, yj>+ h> wynika, ze z**(t) = z(t) * z*(t) w
<j& - b, jb+ b >, wiec funkcja (16) jest identyczna z funkcjg (15)* Udowod-
nilismy tym samym, Zze w przedziale < 0] istniatby 4fuk X , opisanego
wyzej typu, co prowadzi do sprzecznosci z definicjag /A . Dochodzimy zatem
do wniosku, ze )4« 1.

Zauwazmy ponadto, ze 4log w(t) +2 (w(t)) + «Xlog z(t) + X j@z(®).
Wynika stad w szczeg6lnosci, ze jezeli dfuk  konczy sie w punkcie 0, czy-
Ii w(t)— 0, gdy t-*1, to /.logw(t) +a(w(t)) + O™~ , a zatem
Xlog z(t) + X) z(t))-*-o00 , wiec z(t)-a-0, czyli X konczy sie takze w
punkcie 0.

Teraz juz *atwo udowodnimy jednolistnos¢ funkcji f(z). Przypusémy, ze
f(z) nie jest jednolistna. Istniatyby wéwczas dwa rézne punkty z°, z**
nalezagce do U, ktérych obrazem poprzez odwzorowanie w = f(z) bydby ten
sam punkt w*6G*. Dokonujac ewentualnie matego przesuniecia punktow  vr¥
z*, z**, mozna zatozyC, ze w*Hj u i zx, z**~ Zy Z tego, ze konti-
nuum nie rozcina obszaru wnioskujemy, ze istnieje H+uk ciagty p.,
ktoéry wychodzi z punktu w* i lezy catkowicie w G"\(P*ul”) z wyjatkiem
konca, ktérym jest punkt w = 0. Z kolei, na mocy poprzedniego, duk ten
jest obrazem poprzez w = f(z) dwoch analogicznych +dukoéw 1 wycho-
dzacych odpowiednio z punktow z* i z**, ktére korncza sie w punkciez &
oraz za wyjatkiem tego punktu nie maja punktéw wspélnych. Wéwczas jednak
punkt w 6 jj- dostatecznie bliski zera bytby obrazem poprzez w » f (2) dwdch
punktéw zj e i 22&X2 roéznych i dowolnie bliskicji sera, co jest
sprzeczne z tym, ze f(z) posiada w otoczeniu zera funkcje odwrotng.

W analogiczny sposéb mozna wykaza¢, ze g(z) jest jednolistna.

sd 4- Z poprzednich rozwazan wiemy, ze 3G”~c H i GGgc Tg. Wystarczy
mviec wykaza¢, ze i odwrotnie dG-joP™ i 3G2 ;>P2. Trzypusémy najpierw, ze
p] 4 ] Oczywiscie Pjc GN, a stad zbidr Pj miatby punkt  wspoélnywQ
GN. W takim razie istniatyby punkty 063U i1 z0 6U, takie ze F (z0)=
« wQ, oo jest niemozliwe, bo funkcja f(z) jest jednolistna. Analogicznie
mozna wykaza¢, ze P2 c Gg, oo kohnczy dowdd pierwszej czesci whasnosci 4.
Z poprzednich obserwacji wiemy, ze Xlogw +Q (W) + C. iAlog-w -fil (w) +C2
sg czysto urojone odpowiednio na 3G™ i 3G2- Biorac wiec pod uwage zatoze-
nie Re C, »Re C9, otrzymujemy drugg czes¢ whkasnosci 4.

Wykazemy obecnie, ze przy pomocy wewnetrznych par Abarono.fa mozna apro-
ksymowa¢ kazdg pare ekstremalng, tzn. pare, dla ktérej funkcjonat okreslo-
ny na A, ciagly i1 rézniczkowalny w sensie Gateaux, osigga ekstremum. W
tym celu udowodnimy nastepujacy lemat.
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Lemat 1

Kazda krzywa zamknieta Jordana .7 mozna aproksymowa¢ w sensie Frecheta
krzywg analitycznag zamknieta Jordana, na ktérej pewna funkcja wymierna
2 (W) postaci

u u
w +% *+ Do +**>+ dh w"» ~0. Dh * o, an

jest czysto urojona.

Powéd

Wezmy pod uwage obszar P ograniczony krzywg J 1 odwzorujmy go przy
pcmocy funkcji holomorficznej i jednolistnej’z »f (W) na koto U. Funkcja
ta przedtuza sie na mocy twierdzenia Caratheodory”~go-Osgooda na obszar
domkniety D jako funkcja ciagta i réznowartosciowa. Niech “~n~m °*
mocy twierdzenia Rungego istnieje ciag wielomianéw {p~(wW)] taki, ze
A(w) - F (WI]<:£n dla kazdego w6D. Dla n dostatecznie duzych wielo-
miany te sg wielomianami jednolistnymi. Pot6zmy = Pn(C). Brzeg Bn lezy
w piﬁrécieniu 1 - Eu,<|z|<1 + £, a zatem K(0,1 - 8U—)C|u' K¥adao PU ]
m 2 (K(0,1-£))t zauwazamy, ze Pfl sa zamknietymi krzywymi analitycznymi
nglfdana i ponadto -i>-} dazy w sensie Frecheta do J, poniewaz ciag
P ((1—£v\/»)eI ) dazy jednostajnie ze Wz_g,\llledu na0 do V' (euf’*).Ponadto funk-

i

cja wymierng zZ2Q (W) «1 ~ pn@) +1 N Sdzie ¥~ = jest posta-

ci (17) oraz odwzorowuje krzywg Pn na odcinek potozony na osi urojonej,
a tym samym PE jest poszukiwang krzywa.

Wiadomo dalej (patrz [1], str. 17), ze
jesli (f,g) sa wspomniani wyzej parg ek-
stremalng + h = to zbidr  spéjny
C\(Ff(C)uh(t!) sktada sie z krzywej ana-
litycznej zamknietej Jordana, zawieraja-
cej punkt z * 0 wewnatrz oraz ze skoriczo-
nej ilosci Hukéw analitycznych potozo-
nych zaréwno wewnatrz tej krzywej jak i
na zewnatrz w ten sposob, ze zbior
f(U)uh(U) sktada sie z dwoéch jednospdj-
nych obszaréw, ktérych wspélnym brzegiem
jest ta krzywa (rys. 1 - zbiér C\(fQU)j
h(U)) jest zaznaczony linig ciagta).Uktad

krzywych C\(f (U)uh(U)) mozna aproksymowa¢ w sensie Hausdorffa jedng krzy-
wa analityczngzamknietgJordana (rys. 1 - linia przerywana), a te z ko-
leina mocylematu 1,mozna aproksymowa¢ w sensie Frecheta, a wiec tym
bardziej w sensie Hausdorffa, krzywg analityczng zamknieta Jordana J, na
ktérej pewna funkcja wymierna postaci (17) jest czysto urojona. Niech te-
raz funkcja f*, *(0) & 0, odwzorowuje konforemnie U na wnetrze krzywej
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J, a funkcja h*, b*(0) ®o® , odwzorowuje konforemnie TI na zewnetrze Kkrzy-
wej J. Para (f*, g*), g*= pr, tworzy pare Aharonem, ktéra aproksymuje w
sensie zbieznosci niemal jednostajnej pare (f,g). Z drugiej strony para
(f*, g*) jest parag wewnetrzng. Istotnie, jesli przez Q (W) oznaczymy funk-
cje wymierng, ktéra na J przyjmuje wartosci czysto urojone, to funkcje
zhozone Q (F*(2)) iU @VE]J) sa funkcjami meromorficznymi w kole U o jedy-
nym biegunie w z m O rzedu E i przedtuzajgcymi sie w sposéb ciagty na
U w ten sposbéb, ze przeksztakcajg brzeg 3U na odcinki potozone na osi
urojonej. Ea mocy zasady symetrii Schwarza funkcje te przedtuzaja sie ja-
ko funkcje meromorficzne na zewnetrze kota jednostkowego, przy czym jedy-
nym biegunem jest tu z >m i jest to réwniez biegun rzedu E. W rezulta-
cie sg to funkcje wymierne o jedynych biegunach tego samego rzedu E w z =
m 0 i z aoo, przy czym sa one czysto urojone na okregu 3U. Oznaczajac je
odpowiednio przez Xj(z) 1iX2(2), stwierdzamy, ze funkcje » F @i
w2 * g*(z) speiniaja uktad rownan 2 (Wl) « %j(z) i06(- ) mX2(2),a wiec
para (f*, g*) jest parg wewnetrzng. Udowodnilismy tym samym nastepujace
twierdzenie.
Twierdzenie 2

Zbiér par wewnetrznych jest gesty w zbiorze ekstremalnych par Aharono-
va.

Badania ekstreméw funkcjonatdéw roézniczkowalnycb w rodzinie par Aharono-
va mozna zatem w wielu wypadkach sprowadzi¢ do szukania tyoh ekstreméw w
zbiorze par wewnetrznych.
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BHEEHHE I1APU AXAPOHOBA

P 83BMS

B HacToamefl padoie poccMaTpHBaeicH HeKaiopaa CHCieMa ypaBHeHHFlI c jByra
HeH3BecTHHMH $yHKUH*MH Baja () rAe QywLwx 2 (W) ecTb pauHOHajilHaH *yHKima
¢ eAHHCTBeHHhiMH nojuocaMH B O H 06 , OFIHHaKOBOFt deneHH E, 4>yHKInH Xu (@),
X2 (2) HBIIHBTC* (fyHKIWaun paitHOHaABKKUH C eAHHCTBeHHhMH HOOTJCaMH B O jjJ,
Tofl *e OTeneHHH, npmoM MHHMue Ha efIHHHHHOM Kpyre. KpoMe *oro Re(e ) .

Re noHasano (reopeMa I) vro bchkeh napa, KOTopaa ynoBaeiBO-
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pnei st08 cncTeMe ypaBHeHHS jTBJiaeTca nap08 AxaponoBa. llapy AxapoaoBa koto-
paa y~oBJieTEapseT cacTeMy (?) Ha3HBaeu BHenraoa napoft, 1I0Ka3aHO Tome (leope-
wa 2) vro MHOaecTBo bhstihhx nap ecTB mroiHoe b mhojksctbs nap AxapoHOBa.

INTERIOR PAIRS OP AHARONOV

Summary

This paper deals with a system of differential-functional equations of
two unknown functions of the form (3), where the functions P(w),
and X 2(2) are rational with O and 00 as the onlypoles of the same order
N and moreover Xj (2), X2(2) arepurely imaginary on the unit circle,
and in addition Re = Re Cg, Im 0. We obtain (theorem 1) that every
pair of functions satisfying a system of the form (3),constitute the pair
of Aharonov, which has some additional properties. A pair of func"tions
satisfying a system of the form (3) are called interior pair ofAharonov.
We establich (theorem 2) that the set of interior pairsof Aharonov is
dense in the set of all pairs of Aharonov.



