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O PEWNYCH WLASNOSCIACH ASYMPTOTYCZNYCH ROZWIAZAN ROWNANIA
ROZNICZKOWEGO Z + (X, i) x + gl (X, i) « 0 1

Streszczenie. W pracy dowodzi sie twierdzenie o istnieniu 1
przedtuzalnos$ci rozwigzan ukdadu (@ spedniajacych warunek (i). Na-
stepnie zostaje sformutowane twierdzenie gwarantujace istnienie po-
wierzchni walcowej, przez ktéra rozwigzania ukdadu (@) nie wychodzg
na zewngtrz. Dodajac zatozenie, ze poczatek uktadu nie jest punktem
przycigagania, otrzymujemy z uzyskanego twierdzenia - twierdzenie o
istnieniu rozwigzania okresowego.

Zajmowad sie bedziemy réwnaniem»
x + f.,x, i) x +9,, x) -0,
ktére jest réwnowazne ukdadowi
X -y ym-" & y)y-dg& y «@

oraz roéwnaniem

w

Dla zrozumienia dalszych rozwazan konieczna jest znajomoz¢ prac [ij, 2, 3]«
Wyniki uzyskane w tych pracach stanowiag podstawe do badania zapowiedziane-
go réwnania. .

Rozwigzania uk¥adu (@) i rownania (@) rozumiemy w sensie uog6lnionym,
jako rozwiazania ukdadu

T
x(®) - x(tQ) + ] y(s) ds
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i réownania

y(x) “ y(*0) —J {*[a, y()D + ds

X0

Rozwigzania ukdadu () i r-nia (E&),jezeli istnieja, odpowiadaja sobie w
ten sam sposob jak rozwigzania ukdadu (1) i1 réwnania (2) rozwazane w pra-
cach C1] i C21, a ktére teraz bedag graty role pomocniczg w badaniti rozwig-
zan ukdadu (of)-

Zatozenie 1°

Funkcje (x,y) i gl(X, y) sa okredlbne w catej plaszczyzZnie, ograni-
czone w kazdym prostokacie, catkowalne pox przy kazdym y i speiniaja
lokalnie warunek lipschitza ze wzgledu nazmienng y. Ponadto funkcja
g(x) * g™(x, 0) spednia zatozenia 3° Hipotezy H z pracy [1],
[To znaczy x . g(x) >0 dla x ¢ 0 i dla kazdego przedziatu <a, b>,gdzie
b<O0 lub a>o0 istnieje c”>0 takie, ze |lg,(X)]>cl w <a, b>J

Z zatozenia 1° wynika, ze ukfad (@©F) madla kazdego warunkupoczatkowe-
go postaci

mxo» y( “y0* o yo5* (a*0) W

rozwigzanie okreslone w otoczeniu liczby tQ przedtuzalne @& prawo poza kaz-
dy kompakt.

Istotnie, w prostokacie Rj |x - xQJ<;a, jy - yQ]< "2 a>0 i dowolne,
0 ~ 0 prawa strona réwnania (B5) spednia warunki twierdzenia Carathecdo-
|[ry’ego (patrz C5J atr. 54). Ponadto wraz z gl(x, y) takze funkcja g:I_. !
spednia w R warunek Lipschitza, bo jezeli &, y») 1 (X, y£) naleza
do prostokata R, a jogl (x,y)l<M w E 1 i jest staltg lipschitza dla

61 > y) w E, to

6§ - y» el (¢*. y2)

y1 ~2
let <= yi> s S, (X yly- g,( X, y2) i
"oyt y?" " ff j<
< + -1y, -vi
s 1°1 “ 2 n

Wynika stad podobnie jak w przypadku réwnania (?) w pracy [i], ze rozwia-
zanie y(x) rownania (b) spetniajgce warunek y£x0) = vQ y0> O jest o-
kreslone dla wszystkich x > xQ, lub istnieje x takie, ze limy(x) »01
X— 1-0
t < +00 takie, ze odpowiadajace $(x) rozwigzanie Cx(t), y(t)3 uktadu (ch)
spednia warunki lim_ x(t) = x lig_ y£Et) =0 1 uzupednione punktem
T t "t0
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(i. x, 0) jest dalej rozwigzaniem ukdadu (c.Ponadto z warunku Lipschitza
dla oH xF y) w punkcie (X, 0) wvnika istnienie liczby m.j>0 takiej,
ze x,y) > w prostokacie t < X<i, - c<y<0, bo przy pew-
nej liczbie L>0 jestw R, -1 |yl €g,(y) - ¢* & 0), a ze z zato-
zenia g~ (X, 0)> R0 w R1, to

£,C%, ?)> m - Flylidlay> -A jest gl(x, y) 3*|

Wynika stad, znéw analogicznie jak w pracy [1], ze z punktu (t, li, o),

t, X - dowolne, wychodzi w prawo rozwiazanie ukdadu, (of). Dowodzi to istnie-
nia i1 przedtuzalnosSci rozwigzan réwnania (@) speiniajacych warunek (@')-

Nawiasem méwigc, mamy takze jednoznaczno$¢ w obszarach, gdzie y / 0O, z
czego zreszta w tym rozdziale nie bedziemy korzystali.

Uwaga 1

Wydaje sie, ze zatozenie 1° samo nie zapewnia jednoznacznosci rozwiag-
zan ukdadu (@) na osi x. Poniewaz chodzi tylko o jednoznacznos¢ w prawo,
to.potrzeba nam tylko, by to réwnanie nie posiadato dwéch réznych trajek-
torii wychodzacych z punktu (X, 0), w przypadku gdy X>0 1 trajektorie
(ich czesci) potozone sg w IV ¢éwiartce pltaszczyzny i gdy 2<0 a trajekto-
rie (ich czesci) sa potozone w Il éwiartce. Na to wystarczy zatozenie, ze

&» y) nie maleje ze wzgledu na y w tych ¢éwiartkach ptaszczyzny, a
nawet tylko w dolnym otoczeniu osi x dla x>b i w gornym jej otocze-
niu dla x<a.

Warunki dla podstawowego, tej pracy, twierdzenia, do ktérego sformuto-
wania za chwile przechodzimy, nie zawieraja tego zatozenia. Za to bedzie
tu mowa o specjalnym typie obwodu.

Rozwigzania ukfadu (@©F) czy réwnania () sg funkcjami absolutnie ciagly-
mi i spedniajg prawie wszedzie w zwykdym juz sensie odpowiednio uktad (f)
i réwnanie (ji). Sformutujemy teraz zatozenia dla zapowiedzianego twier-
dzenia.

Hipoteza A

1) Speinione jest zatozenia 1°.

2) Istnieje funkcja f(x) okreslona na catej 08i, ograniczona w kazdym
skonczonym przedziale i catkowalna taka, ze w catej plaszczyzZznie jest

spedniona nieréwnos¢ f(x) « f1(x, y)-

3 gl 0) < gl y) dlay>0.
i gl 0)>g1(, y) dla y<0O.

4) W ptaszczyznie x y istnieje obwdd K skltadajacy sie z dukéw ciag-
+ych K] i1 Kj oraz odcinkow i 0 réwnaniach
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L, ty mPU) a<x<b
PU) >0 dlaessxch, P(b) “ 0

K2 ty-VvU) a*cx«£Eb
¥(=)m 0, V(x)<O dla a<x*£b

K t x -b, Y(b)«sy«s0O

KM t X «a, O<y«SP(a)

taki, ze przez obwéd K trajektorie ukdtadu x =y t=-fU) v - g
nie wychodzg na zewnatrz K.

Uwaga 2

Wobec tego, ze g(x) = gl(x, 0), to z zatozen 1) i 2) Hipotezy A wysi-
ka, ze uktad (@) posiada rozwiazania (w sensie uog6lnionym) przy kazdym
warunku poczgtkowym

X(t0) - x0  y(t0) - y0 (0, y0o) * (O, 0)

0 obwodzie sktadajacym sie z +ukéw - KN bedziemy méwili, ze jest ty-
pu t. Kazdy z obwodéw, ktérych istnienie wykazywalismy w pracach Q2] i
[3]1 Jjezeli nie jest typu t, mozna go takim zastgpi¢ przy zachowaniu wkas-
nosci, ze przez zbudowang nad nim powierzchnie walcowg catki (1) omawia-
ne w [2], [3] nie wychodzg. Wynika to w szczeg6lnosci z udowodnionej dla
tego ukdadu jednoznacznosci trajektorii.

Twierdzenie 1

Jezeli speinione sg zatozenia Hipotezy A, to przez powierzchnie
S* (G IxYy) [1x,y)6 K, t - dowolnej- rozwigzania ukdadu (@) nie wychodzg na
zewnatrz (_przy t rosnhacym).
Dowdd

Jezeli punkt Ur i a<xl<b, a y(x) jest catka réwnania
(@ omawiang w D I ,przechodzacag przez ten punkt, to fakt, ze catka taw
punkcie (Xj, y”) nie wychodzi poza znaczy, te dla x>x” i dos¢ blis-
kich Xj jest y(XX)*" P(x). Skorzystamy ze znanej nieréwnosci roézniczko-
wej podanej przez T. Jezewskiego i uogélnionej przez J. Szarekiego [41,
ktéra zastosowana do naszego przypadku z zatozenia, ze nierdéwnoscé

D+ y(x)<-F(x) -

jadzie y(x) catka réwnania @) przechodzaca przez punkt, Ujt y-D}

jest spedniona prawie wszedzie, a funkcja y(x) jest absolutnie ciagta,
pozwala wnioskowaé¢, ze y(x)< JU) di® x 3»x. i dos¢ bliskich XN,
gdzie y(x) jest oatka gémg w prav,-0 réwnania (2) omawianego w D1 prze-
chodzaca przez punkt ONF yj)=
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Se wzgledu na jednoznaczno$¢ rozwigzali réwnania (2) omawianego w p]
catka goérna jest tu po prostu calka.

Mamy wiec y(z)<i¥ (X) 31= x>x1 1 dos¢ bliskich x.,, co,znéw oznacza,
ze catka y(x) nie wychodziw punkcie (.., y-J) poza Ku. Znaczy to takie,
ze zadna z catek uktadu (@) speiniajgca warunek«

x(t0) - xn y(t0) » ylt t0 - dowolne (D)

gdzie vy, » x"-<b nie wychodzi w punkcie (10, x1, yl) na zew-
natrz powierzchni S.

H analogiczny sposob wykazuje sie, ze rozwigzania ukdtadu (oe) speknia-
Jace warunek (#") nie wychodza poza S, gdy vyl »M>(x_j)j ac< < h.

Jest to takze oczywiste, gdy punkt (xIt y~LK] i "P(b)<yl<0 lub
@., y-OEK4 i O«sy.,«cf(a).-

Rozwazone przypadki wyczerpuja wszystkie punkty powierzchni S, a zatem
przez zaden punkt tej powierzchni rozwigzania ukdadu (oe) nie wychodzg na
zewnatrz S.

2 Twierdzenia 1 wynika, ze dla kazdego twierdzenia z pracy [[3] dotycza-
cego istnienia obwodu K 1 odpowiadajacej mu powierzchni S, przez ktora
catki uk#adu () nie wychodza, mozna sformutowaé twierdzenie analogiczne
o istnieniu powierzchni walcowej 3, przez ktorla catki naszego ukdadu (c¢)
nie wychodza.

W  sformutowaniach tych nalezy przyja6é zatozenia 1),2), 3) Hipotezy A
a dla funkcji f(x) i g(xX) ®g (X, 0) przyjadé zatozenia twierdzenia \z pra-
cy [i3j, ktérego odpowiednik formutujemy, gwarantujgce istnienie obwodu
K.

Oznaczajac przez T1 ktoérekolwiek ztwierdzen pracy p} dotyczgce ist-
nienia obwodu K, aprzez T2 odpowiadajgce mutwierdzenie w tejpracy, O-
trzymujemy nastepujacy schemat dla sformudowania takich twierdzen.

Twierdzenie T2
Jezeli spednione sazatozenia t), 2), 3) Hipotezy A oraz 4°* funkcje

fX) 1 gxX) = gJ X, O)spetniajg zatozenia twierdzenia T 1, to w plasz-
czyznie x y istnieje obwéd K zawierajacy poczatek ukdadu w swoim wne-
trzu taki, ze przez powierzchnie S» (t, X, ¥v) |, y)6K,t -dowolnej

rozwigzanial! uktadu (o) nie wychodza.
wW.« na przyktad w sformutowaniu odpowiednika twierdzenia T? zatozenie 4*
obejmowatoby nastepujace cztery zatozenia

4 as f(x) jest catkowalna i ograniczona w kazdym przedziale skonhczonym i
istnieje liczba of>0 taka, ze f(x)< O dla |x|< OF

im inf F(xX)>-£>0

4 bs 1im eup F(x) -1
X— +00 X— -«

4 os sup F(x)<li<+=o0 i Inf FOO> M> -<e
x«i 0 x>0
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4 d tCSuUP “ +00 G(+oe) “ +o«l
x>0
iTinf F(xX) “ -»0 lub G(-00) = +00]

gdzie FX). » f F(s) ds G(x) »f gi(s, o) de
0 o

Zauwazmy, ze przeprowadzenie dowodu Twierdzenia 1 niezaleznie od teo-
rii dotyczacej ukdadu;(1)podanej w pracach [13,C23»H3] mogtoby aprawid wie-
le k#opotu. Wynika to miedzy innymi stad, ze prawe strony uktadéw (@) o-
becnej pracy 1 uktadu (@) z pracy PD spedniajg podobne warunki tylko w
matym otoczeniu osi x. Eie zaktadalismy na przyktad, ze funkcja Ff.(x, y)
iSj y) sa ograniczone w kazdym pasie y - dowolne. Warunek
ten byt speiniony przez funkcje f(xX) i1 g(xX) w przypadku ukdadu (@) w pra-
cy C2D. i1 pozwolit Hatwo wykaza¢ lemat 1, co teraz nie bytoby tak proste.

Mozna by takze ostabi¢ niektére zatozenia Hipotezy A. W dowodzie twier-
dzenia 1 nie korzystalismy na przykdad z jednoznacznosci rozwiazan ukdadu
@b ani z jednoznacznosci jego trajektorii, ktérej zreszta w punktach,
dla ktoérych y = 0,nie wykazywalismy. Warunek Lipsohitza lokalny dla funk-
cji f1(x, y) 1 gl(, y) byt nam potrzebny tylko dla punktéw osi x réznych
od zera, aby wykaza¢, ze w prostokacie R1 jest g (X, y) » ml >0. Zauwaz-
my wreszcie, ze przynajmniej przy formudowaniu odpowiednikéw tych twier-
dzeh z pracy OD, przy ktérych obwéd K moze zawiera¢ dowclnie duzy pro-
stokat o Srodku w punkcie (0, 0), mozna by zatozenia dotyczace funkcji
1 (» y) 1 S, y) zmienia¢ dos¢ dowolnie w obrebie pewnego dowolnie
przyjetego prostokata. Ta ostatnia uwaga moze by¢ podstawg do formutowa-
nia nowych twierdzen.

Uktad (@) obejmuje oczywiscie szczeg6lne przypadki, gdy na przykdad
PDUF y) * f(X) lTub g1, y) = g(X), przy ktorych sformutowanie Eipotezy
A sie upraszcza. Dla tych specjalnych przypadkéw szczegdélnego znaczenia
nabiera oczywiscie uwaga o mozliwosSci ostabienia zatozen hipotezy A.
Tak na przyktad, jezeli g,(X, y) - g(xX) to i dla punktéw osi X nie trze-
ba zak#ada¢ warunku Lipschitza.

Zatozenie 1 mozna by wiec w tym przypadku, to znaczy dla uk#adu:

ey y»-flx ¥y -9 ©

zastgpi¢ nastepujacym
Zatozenie 1~

Funkcja T~(x, y) jest okreslona w catej plaszczyznie, ograniczona w
kazdym prostokacie, catkowalna po Xx przy kazdym y oraz jeSt ciagta ze
wzgledu na zmienng y a g(x) spednia zatozenie 3° Hipotezv H 2z pracy
D3.
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Schemat dla formutowania odpowiednika twierdzenia Tl z pracy [31 dla
uktadu () miatby wiec postac*
Jezeli spednione jest zatozenie 1* 1 zatozenie 2)Hipotezy A, a Tunkcja
f(z) i g(x) spetniaja zatozenia twierdzenia T1 z pracy [3], to w pkasz-
czyznie xy istnieje obwdéd K zawierajacy poczatek ukdadu wspédrzednych
w swoim wnetrzu taki, ze przez powierzchnie walcowa S - £t, X, y)
{(, y) SK, t - dowolnej- catki uktadu (%) nie wychodza.
W analogiczny spos6b mozna zmieni¢ zatozenia 1° w wypadku uktadu

iy y . -f(x)y - g, (%, y)

i sformutowaé¢ schemat odpowiednika twierdzenia T1 2z pracy £33*
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0 UEKCTOPHX ACHMINITOTHMIECKHX CBO~NCxXBAX PEIEEHHK pfhi@an pn
YPABHEFFiIIH 32 + t%(X, x) x +gl (X, X) « 0. 1

Pe s dme

P pafioTe ~OKa3HEaeTCH cyu"ecTBOBakHe h iipo"ojisthiioctb pfcieeHiiii chctsum (®)
yCITOBHK) (jf). SaiCM, tQ~NJANIQTZZ  rCOpCAL*
cymectboBamie EEJiiiH.zpinieXafi ucBepxHocTK, nepe3 Koropyio pemeHEE cHOTeuH ()
He buxo”™™t Hapyxy, TIpn?5aBjr;Bi npe”uojroxeHHe, hto aanauio cec”cmu Et ecfb son—
ka npHiEsceHKH, es npH3eMNeHHbix. TeopeM nojiytiasTca TecpeMLi o cyfijecTBOBanaH ne«~
pHOJtHHecKoro peneHHs.
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ABOUT CBRTAIH ASYMPTOTIC PROF3RTIES OF SOLUTIONS OF DIFFERENTIAL
EQUATION if + Fjix, i) + + gl (X, =) - 0, 1

This paper prove# the existence and continuation of the solution# of
system (Of) satisfying condition (£).

Then there is formulated a theorem ensuring the existence of the auftfa-
oe area of a cylinder, beyond which the solutions of the system (<*)do not
go out«

Adding the assumptiom that the beginning® of the system is not the
point of attraction, from the obtained theorems we receive a theorem
about the existence of periodic solution.



