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Streszczenie. W praoy niniejszej zajmuje sie tymi samymi w zasa-
dalezagaanTeniami , co w pracy [13, ale przy zmienionych nieoco zalto-
zeniach 1 inng metodg. Metoda ta opiera sie na lemacie, ktéry stano-
wi uogblnienie twierdzenia Cz. Klucznego z pracy [23. Uzyskane w
ten sposob wyniki nie pokrywaja sie z wynikami pracy [13_i istniejg
przygadk{ , W ktérych rozstrzygaja jedne a nie rozstrzygaja drugie i
na odwrot.

Do réwnania

M+ *¢, 1) +9°z, 2 -0 Q)

zastosujemy metodeopisang w [23, aby sformutowaé odpowiednikitwierdzen

z pracy[3] roznigce sie od twierdzen sformutowanych w pracy[lj - Twier-
dzenia te dotyczy¢ beda istnienia powierzchni walcowej, przez ktorg cakki
uktadu

z-y y--fttz, y)y - gl(x, y) an

nie wychodza na zewngtrz.
Oczywiscie réwnanie (1) Jest réwnowazne ukkadowi (I1).

Zajmiemy sie szozegétowo przypadkiem, gdy g (z, y) - glX) a wiec ukka-
dami

z-y y.-f.@ yy-9@ @D
1 réwnaniem
H --f @&y -" @
a nastepnie wskazemy, jakie nalezatoby poczyni¢ zmiany w uzyskanym twier-
dzeniu, aby pozostato prawdziwe i dla uk#adu (11).

Wykazemy najpierw pewien lemat, ktory zostat podany w [4] i udowodnio-
ny w inny zreszta sposob i przy innych nieco zatozeniach.
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Lemat

Dane jest roéwnanie rézniczkowe

y» - H(X, Y, (©)

gdzie funkcja H(X, y) okreslona w zbiorze Ri X.,< Xx<x?y J 0, jest cat-
kowalna po x przy kazdym y i spelnia lokalnie w R warunek Lipschitza
ze wzgledu na zmienng y dlay J 0 oraz warunek

H(X, ¥) + H(X, -y)< 0 ®

Jezeli f(X). jest rozwigzaniem réwnania (©) okreslonym w przedziale
Jm A, x>0 FW>0 w (xv »2), to przez krzywa Ki y = - f(x), x gJ,
rozwigzania rownania (3 nie wychodza w lewo z obszaru R [w lewo znaczy
"przy malejacym x'7].

Dowod

Z zatozen dotyczacych funkcji H(X, y) wynika, Zze rozwigzania réwnania
(@) istnieja i saw R jednoznaczne. Oznaczmy dla wygody - V(X.) = VfX).
Jak ?(x) tak i1 V(xX) Jest funkcjg w J absolutnie ciggla i1 posiada pra-
wie wszedzie pochodng, przy czymN>(x) &« - Hfx, -Vfx)] , a z warunku &)

VEOOS.H X, VOO

wobec czego z twierdzenia o nierdéwnosciach rézniczkowych 1 z jednoznacz-
nosci rozwigzan réwnania () wynika, ze jezeliy(x) jestrozwigzaniem réw-
nania (3) z warunkiem poczatkowym y(x) <*V(x), to dla x< xfi dos¢ blis-
kich] jest y(x)>V(X).

W przypadku gdy <f(x)<0 w (a,b) jest rozwigzaniem réwnania @) w
*=a, b), to.teza lematu zmieni sie o tyle, ze przez krzywg Ks y » - "P(X),
xf<a, b) rozwigzania réwnania (3), nie wychodza w prawo z obszaru R.

Uwagg 1

Jezeli warunek (4) jest speiniony ostro, te  zalozenie, ze Tunkcja
B(X, y) spednia warunek Lipschitza staje sie zbedner

Sformutujemy teraz zapowiedziane twierdze—*?

Hipoteza B

1° W pkaszczyznie x, y poza prostokatem R: E<x<b, lyl< »  a<ib,
a<0<b funkcja Tf1(, y) jest catkowalna po x i speknia lokalnie waru-
nek Lipschitza ze wzgledu na zmienng y oraz istnieje funkcja f(x) okres-
lona i catkowalna w przedziale-ca, b> taka, ze FO)«E(X, VY) dla

a«sxcb, |yl>c, przy czym JFf(s) ds - 2£> 0
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2° Funkcja g(x) jest okreslona i catkowalna na catej osi, ograniczona
w przedzialeca, b> oraz x . g(x)>0. poza przedziatem ca, b> 1i dla
kazdego przeaziatucce, osi z lezgcego poza przedziatem ca, b>ist->
nieje liczba m>0Otaka, ze |g(x)j>m w<cf,/2>> .

3° Catka réwnania @) -wychodzaca w prawo z punktu [b, y], y»c osiaga
dodatnig czes¢ osi z 1 podobnie catka w lewo z punktu [a, £], y<- c o-
sigga ujemng czes¢ osi  z.

4° Poza pasem aczcb, y - dowolne jest spekniony warunek»
FC, 9 +fx, -y) > o

Twierdzenie |

Przy spednionych zatozeniach Hipotezy B istnieje obwdd, zawierajacy we*™*
wagtrz poczatek "ukladu wspotrzednych, przez ktory trajektorie ukbadu (@)
nie wychodza.

Dowdd
Podobnie, jak wdowodzie twierdzenia 4 z pracy £3] istnieja rozwigza-
nia réwnania = - f) - /y+@ 1 y“(x) okreslone w ca, b>,,

y+(X)>c, Yy")xx - c dlaaczcb, takie ze y+(@ + y“(@ » 0, y+(b)<
y+@ -£, y“(@)c y’@ -t . Oznaczmy A[s, y+@]1, B, y+ ()],

¢-[a, y’(@], Bl Qb, y*“ (©)3» Oznaczmy nadal przez y+ (X) calke teraz juz
réwnania (2) wychodzaca z punktu B w prawo i1 osiggajaca oS ox+ w punk-
cie C (f, 0) Podobnie oznaczmy nadal przez y*“ (X) catke rownania (2) wycho-
dzacg w lewoz punktu iosiggajagca oS ox_ w punkcie D@6, 0). Jest
a<0<bc*f . Przedhuzmy dalejbuk ABC calki y+(x) wykresem funkcji
-y+(x) dla bcxctf a ftuk B1A1D catk-

ki y~(X) wykresem funkcji -y~(x) dla

6cz ca i oznaczmy Bg = I>, -y+ .(0)]

i Ag » [a, -y" (@) m A. Otrzymane w ten
sposob duki A B C Bg i D A domknij-

my odcinkiem Bg. Otrzymamy w ten spo-

s6b obwoéd zamkniety, przez ktory cakki

uktadu (@) nie wychodza.

Istotnie, jak zauwazylismy w pracy

[LJ Zatozenie 1°, ktére tu jest spednio-

ne, zapewnia juz jednoznacznos¢ rozwig-

zan uktadu (Il) poza osig 2z, a z uwa-

gi 1 (CI]) jednoznacznos¢ jest i na osi

X poza przedziatem<a, b». Wobec tego

+atwo wida¢, ze przez otrzymany obwcd

Rys. 1 trajektorie ukfadu (1) nie wychodzg.
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Aby metode opisang w tym rozdziale mozna byto stosowa¢ do uktadu (XI)
trzeba zagwarantowa¢ jednoznaczno$SC¢ rozwigzan tego ukdadu poza prostokag-
tem R.

Muszg wiec by¢ speinione zatozenia Eipotezy B, z zastgpieniem g(Xx)
przez g™(z, 0) w zatozeniu 2°, tej hipotezy, nastepnie zaltozenie 3) hipo-
tezy A z [1] oraz warunek zapewniajacy jednoznacznoS¢ rozwigzan ukdadu
(I) na osi z poza przedziatem<a, b>, na przyktad podany w uwadze 1
w [1]. Zwracamy uwage, ze wtedy [przy jednoznacznosci na osi z] nie ma
potrzeby, by uzyskany obwod by# typu L.

Ba koniec zwréémy jeszcze uwage na istotne réznice w zatozeniach twier-
dzen tej pracy oraz w pracy [1]-

A wiec w Twierdzeniu 1 nie wystepuje zatozenie o istnieniu funkcji f(z)
okreslonej na calej osi, takiej by w catej ptaszczyznie byto
f(x)< fl(z, y)- Funkcja taka mozew ogole nie istnie¢, co wiecej funkcje
fJ, y) 1 g1, Yy) moganie by¢ ograniczone w zadnym pasie

Przyktad
Rozwazmy réwnanie«

X+ FQ)XIX] +91, 2) =0 ®)

Zakozmy, ze funkcja T(x) okreslonai ciagta nacatej osi spetnia warunek
f(xX) =0 dla o &acx<b, a poza tym przedziatem jest dodatnia, g (X,y)
okreslona 1 ciagta w calej plaszczyznie} g* X, y) = g(x) dla |y|<T7 przy
czym g(x) spednia warunek x.. g(x)>0 dla x 4 0 oraz

gx) .y dla xs*0 y>1

gx) - [2 -y J dla x«i0 y>1
i ®DU. y) mgl) = (y+ 2) dla y<- 1 x - dowolne

Réwnanie (5) réwnowazne jest ukdadowi«
z-yy--fT@OyYy M-9.&Y ®

Mamy jeszcze réwnanie

8 " >w - i - Flit-14 ©)

Oznaczmy przez y+(X) 1 y“ () cakki réwnania (7) okreslone w prze-
dzialeca, b™>i przechodzace odpowiednio przez punkty (@, 2) i (@ -2).
Poniewaz dla y « 2, a<x<b prawa strona rownania (7) jest roéwna

-g(x) wiec y+(X)-<2 dla a«Ex 1 w szczegoélnosci y+(b) < 2. Dlay * -2,
s*£x<b jest prawa strona réwnania (7) réwna zeru i wobec tego y* (X)s-2
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dla a<x<b. tatwo sprawdzi¢, ze gdyby y+() 1 y“(X) wychodzity odpowied-
nio z punktu (@, o), (@, -0), 0>-2, to takze mielibysmy y+ () + y“(b)<O0.
Spetniony jest tu wiec warunek, ktéry w zaktozeniach hipotezy B zagwaranto-
wany by+ réwnoscig F(b) - 7(@) »2£ 1 pokazany w inny sposob. Sag spet-
nione tez pozostate zatozenia hipotezy B.

A wiec funkcje F1(X,Yy) « F(X) - vl 1 gl y) speiniaja lokalnie wa-
runek Lipschitza ze wzgledu na zmienng y. Funkcja gl(@p, y) Ww sasiedztwie
osi x jest réwna funkcji g(x) 1 nie maleje ze wzgledu na y.

Catki réwnania (7) wychodzace w prawo z punktu (b, ¢), czy w lewo z
punktu (@, -€), o o0 osiggajg oS ox jesli zatozymy, na przyktad G(+00) a
G(—oc) M+Q ,

Takze warunek na zblizenie, ktdéry tu ma postaci

g--.y)  9- (X,-Y)
2100 | --LT - o+ y- -so

jest spekniony, bo lewa strona tej nieréwnosci jest dla y<1  idowolne-
go X roéwna -2 FQ) . < O,
dla x>0, y>1 réwna -2 f(xX) - M + 2 g(X)[] -i]l< O
a dla x<0, yjal ma posta¢c - 2Ff(X) - |yl , a wiec jest mniejsza lub
réwna zeru.
Obwéd [patrz dowdd Twierdzenia I] podany jest na rysunku 2.
Z uwagi na to, ze zagwarantowana jest jed-
noznacznos¢ trajektorii w punktach osi X,
nie wymaga on zastgpienia go obwodem typu
t, chociaz mozna by to uczyni¢ wyprowadza-
jac w prawo 1 lewo catke réownania (7) z
punktu P(b,0e), gdzie

<-\ y+(> - 2]
[na rysunku linia kreskowana]-

Uwaga 2
Uwaga 6 z pracy [3] zastosowana do u-
k#adu (I1) prowadzi do nastepujacego
wniosku. Funkcje (X, y) 1 g™X, y) nie
musza by¢ na osi x ciagke ze wzgledu na
zmienng y. Wystarczy, by posiadaty taa
granice jednostronne.
Tak na przykdad funkcja g, (X, y) mogkaby by¢ okreslona prz” pomocy

dwéch funkcji»
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g+(X, y) okreslonej dla y,>0, x-— dowolne
g”’0» yi okreslonej dla y<£ 0, x - dowolne

i spetniajacych w swoich obszarach okre$lonoéci warunki Caratheodory*ego.
Funkcja gl1(i, y) mogkaby mies wtedy postac«

gt (X.y) dla y=-0, x -dowolne
og~(x,y) dla y<.0, x #dowolne

Aby byto speinione zatozenie 3ihipotezy A z£1] musiatby oczywiscie byc¢
spedniony warunek«

g'X, YD < g+, y2) dlay”0, y2>0 ®
x - dowolne

Jezeli warunek ten jest spetniony, to w Ezczegélnosci
g'x, 0) < g+tx, 0

i funkcja g™"(X, 0) « g(x) mogtaby by¢ okreslonadowolnie, bylespetniata
zarozenia odpowiednich hipotez z pracy [1] czy tez pracybiezacej, a wiec
i nieréwnosc«

g"(x, 0) <g.,(x, 0)«C g+(x, 0)

W ten spos6b zapewnione bydoby istnienie granic jednostronnych funkcji
1G> y) oraz warunek (8). To wraz z pozostakymi zatozeniami odpowiednich
hipotez wystarcza do uzasadnienia twierdzeh tej pracy oraz pracy [1], bez
istotnych zmian w ich sformutowaniu.

Uwaga 2 jest tylko przyktadem mozliwych uogélnien twierdzen tej pracy
oraz z pracy DJ* Rozszerzajac ja, mozna by dopusci¢ nieciggtos¢ pierw-
szego rodzaju funkcji X, y) 1 g™X, Yy) przynajnuiej na  skonczonej
liczbie linii postaci y m y*X). Co wazniejsze jednak, to fakt ze przy za-
chowaniu ogélnej metody opisanej w tej pracy oraz w [jI], mozna poda¢ twier-
dzenia [o istnieniu obwodu, o jakimwpracy mowa] dlaprzypadkéw, w kto-
rych i zatozenia 3) hipotezy A z [1] nie jest speknione. Jest toszczegol-
nie wazne przy badaniu rozwigzan réwnania

X + f(x, X)x + g(x, i, © » 0, ®

ktére czesto mozna Bprowadzi¢ do badania uktadu (1), w ktérym jednak funk-
cja g™(X, yj z reguly nie bedzie spelniata zatozenia (8).
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Tak na przykdad modyfikujac nieznacznie lemat mozna poda¢ twierdzenie,
w oparciu o ktére wykazuje sie istnienie walca zawierajacego os t, przez
ktory catki ukdadu

Xx«y ym-fxy)y -9, vy, D

nie wychodzg, dla pewnych przypadkéw réwnan (9), obejmujacych w szczegdl-
nosci réownanie Xx + F(x, xX) i + g(X) « e(t), przy zatozeniach podanych
-.chocby w 0Q- 70 juz wykracza jednak poza rany zakreslone dla niniejszej
pracy.
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Pe3xme

Iipn noMogii  BHAOH3MeHexdrx Msiofla, npiT’sr,sKHoro s paiera [si, EauyvaeTe*

..pea, 06eeueOTBan”aa cymeeSBOBaHBe <~vHK*p!ni9Cxof nOBepntoetw, wepes xo-
-opyn uKierpaxH ckcteau %TT)ne bhxosst napysy, CpHiaBJias npe™no.iro*aHSTe, tto
Ha™axo CKCTéMu ne ectt i ow npHijpceima, H3 npHBe™eHHHx Teopeu  ncliypaiolck
TeopeMn O cymecTECBaHiiK nepno,gHvecKoro pemesan.
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ABOUT CERTAIN ASYMPTOTIC PROPERTIES OF SOLUTIONS OF DIFFERENTIAL
EQUATION Xx + (X, X) X + g™"x, 1) « 0 11

Summary

Modifying the method given in paper [23 we obtain a theorem ensuring
the existence of the surface area of a cylinder, beyond which the inte-
grals of system (1) do not go out. Adding the assumption that the beginn-
ing of the system is not the point of attraction, from the obtained theo-
rems we receive a theorem about the existence of periodic solution.



