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Andrzej FLISOWSKE

O ROZWIAZANIACH ROWNANIA LIENARDA

. Streszczenie. Przy pewnych zatozeniach przypominajacych zatoze-
niataratheodory* ego, cho¢ réznigcych sie od nich istotnie, wykazu-
%eiasll_eiehsatrndlaenle' jednoznacznos$¢] i przedtuzalnos$é rozwigzan réwna-

Przy zatozeniu, ze funkcje f(x) 1 g(x) sa catkowalne przez F(x) i G(x)

oznaczmy funkcje
X

X
FOO - J f() dt o 0{x) - 3 g(1) dt
0 0

Przyjmujemy tez oznaczenia« X, X niech oznaczajg odpowiednio pierwszg i
druga pochodng funkcji x(t), natomiast y*, y* oznaczajg odpowiednio pierw-
szg i druga pochodng funkcji y(x).

Rozwazmy rownanie Lienarda«

I+ f(x) x +g(x) -0

i réownowazny mu uktad
x -y oy m-f(x) y - g(x) (1)

oraz réwnanie
- $(x) - &&L 2)

To ostatnierdwnanie rozwazamy w poiptaszczyznach 3r+,gdzie y> 0 lub
3F-, gdzie y<O0.
Hipoteza H

1° Funkcje f(x) i g(x) sg okreSlone dla -oocxc+o0e,ograniczone w
kazdym przedziale skonczonym, a wiec i catkowalne.

2° lIstnieje > o takie, ze f(x)<; 0 dla |x|co],
3° x * g(x)s* 0 dla x jf0 i dla kazdego przedziatu ca, b>, gdzie
b<0 lub a>-0 istnieje c¢” 0 takie, ze |g(x)|>cl1l wca, b>
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4° Istniejg liczby J, H takie, ze P(x):>J dla x>0, oraz P(x)«xsH dla
x< 0.

Z zatozenia 3° wynika, ze jedynym punktem osobliwym moze by¢é tylko
poczatek uktadu wspo6trzednych.

Z Hipotezy H wynika istnienie granic [skoAczonych lub nieskofnczonych}

funkcji G(x) przy x* +<» i przy x— - ae, a wiec majg sens symbole
G(+00) i g(-00). [natomiast funkcja P(x) nie musi by¢ aonotoniczna. Moga
nie istnie¢ jej granice przy x-»- +00 lub przy x-»--o0 i woéwczas odpo-

wiednie symbole P(+00) lub ?(-<*>) nie majg sensu].

Rozwigzania ukfadu (1) oraz réwnania (2) bedziemy w catej tej pracy ro-
zumieli w sensie uogdlnionym, a mianowicie jako rozwigzania odpowiednio u-
ktadut

t

x(t) - x(tQ +j y() ds

y(t) - y(t0) - \] JF[x(s)] y(s) + g[x(s)] } ds (t™
*0 1 J
i rownaniat
X
y(x) - y(xQ -3 [f(s) + ds (2%)
X0

'"kazemy, ze zatozenia 1°i 3° Hipotezy H wystarczajg, by uktad (1%*)
przy kazdym warunku poczatkowym x (tQ) - xQ y (tQ - yQ gdzie (x0, yQ) +
(0,0) posiadat rozwigzanie, ktdre wychodzi poza kazdy zbiér domkniety i
ograniczony.

To samo dotyczy rozwigzah réwnania (2*) zawartych w 3+ [czy 3T

Wtym celu rozwazlmy najpierw réwnanie (2%).

Réwnanie to w dowolnym zbiorze postaci Ri a<i<b, yswoo, dla dowolne-
go warunku poczatkowego y(xQ) - yQ a<x@ b, y0>c, posiada rozwigza-
nie, ktédre wysycone w prawo osigga bok y m ¢ lub x » b, natomiast w le-
wo bok y m o Ilub x * a.

Wynika to z nastepujacych uwagi
Wzbiorze R jest speiniony warunek Lipschitze wzgledem y, bo

gdzie M takie, ze jg(x)|[< M wca, b>, wiec dis kazdego warunku po-
czatkowego podanego wyzej istnieje rozwigzanie rownania (2*) okre$lone w
otoczeniu punktu xQ [w otoczeniu prawym, jezeli xQ =a] i jedyne w tym

otoczeniu. Wynika stad przedtuzalno$¢ w prawo i w lewoaz dobrzegu obsza-
ru R.
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Z ograniczonos$ci funkcji f(x) i g(x) wynika ograniczono$¢ funkcji pod-
catkowej réwnania (2*), a stad iograniczono$¢ catki wysyconej w R, wobec
tego rozwigzanie, o ktérym mowa, osigga w prawoJak podano bok x ¢ b lub
y - ¢, a wlewo bpk x « a lub y - c.

Biorac pod.uwage to, ze ¢ moze by¢ dowolnie mate,a ai b dowolne
[byle a<b] wnioskujemy, ze dla rozwigzania y+(x) przechodzacego przez

[x0, yQd, x0 - dowolne, yo0>0, albo istnieje x~x0 takie, ze przy
zadnym o O nie wychodzi ono przez bok x » x i wtedy y+(x)wysycone w
R w prawo, dazy przy x dazacym do pewnego x”, xQc x, do . osi 1x,|l
czyli )I(m;( y+(x) » 0, albo y+(x) Jest okresSlone W<x_, +*0 ), W plerw-

szym przypadku uzupetniamy y+(x) punktem [x1, O0]] i otrzymujemy y+(x) o-
kreSlone w przedziale < xQ x1>

Zauwazmy Jeszcze, ze Jezeli x& Oj yo>0, to z zatozeii 2° i 3° Hipo-
tezy H wynika, ze catka y+(x) z (xQy0) osigga w prawo 0§ y w punkcie o
rzednej dodatniej. Wobec tego catka y+(x) wychodzgca zdowolnego punktu

(x0 yQ), y0> 0 i wysycona w prawo, albo Jest okreslona w przedziale
<X,,, *+<*>) albo istnieje x,>0 takie, ze lim y?-_Ug) » 0 1 podobnie catka
X —X.

y“(x) przechodzaca przez punkt (xQyQ), yQ< 0 wysycona w lewo albo

Jest okredlona ¢ (.» , x0>" alto istnieje x2< 0 takie, ze lim y*(x)«O0.
X—x2+0

W przypadku gdy lim ){+(x%) - 0, Ocx-c+o00 , bedziemy moéwili, ze y+(x)
x-~x1 -

"osigga" dodatnig cze$¢ osi x lub krécej O i podobnie y""(x) osiaga
+
0 znaczy, ze istnieje x9, 0, takie ze lim y~(x) *0.
X-rX2+0

Jezeli natomiast x ~ 0, Po>0* to zatozenia hipotezy nie wykluczaja
przypadku, ze catka y+(x) przez (xQ yQ) wysycona w lewo dazy do poczatku
uktadu, to znaczy mozliwe Jest, ze lim y+(x) * 0. Podobnie rzecz sie

ma z catka y~(x) przez punkt (x0, yQ# )(()(;«_ygf y@& 0 wysycong w prawo 'e

Jezeli catka yl(x) rownania (2*) potozona w 3+ [czy w osigga 0$
X w punkcie (x1f 0), x1 ~ 0, to zadne inna catka tego réwnania potozona
w tej samej pOiptaszczyznie nie moze osigga¢ osi x w tym punkcie. Zatoz-
my na przyktad, ze x~O0 a yl(x) i y2(x) catki rédwnania (2*) potozo-
ne w 3T+. osiggajg oS Xx w punkcie (x1, 0). Z uwagi na Jednoznacznos$c¢

«r 11
'Zatozenie 2° Hlpotezy H byto nam potrzebne t%lko do tego celu, by zapew-
ni¢, ze Jezeli x& 0, to x-jX) i Jezeli x0>0 , . Z rownania

("2*) wynika - Jednak, Zze w pierwszym przypadku- y+(0)>- y+(x% + P(x)>P(S),
gdzie x - dowolna liczba z przedziatu < x , 0),Jezeli wiec dla pewnego ta-
kiego x bedzie P(x)>0j to y+(0)>0 i w konsekwencji x.p>0. Podobnie

Jest w drugim przypadku. Znaczy to, ze zatozenie 2° moze by¢ ostabione.
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poza osig x mielibySmy vy, (x) 4 7" dla x"x1 oraz y1(x) $ 0,

yo(x)>0 w pewnym otoczeniu < x2, x*) punktu x* i lim yjCx)] = 0.
X—x.,T<

Mozemy oczywiscie przyjac¢, te y2(x)> y*(x) dla x"cxcx” i x2>-0.

Ktadac u(x) =y2(x) - y*(x) mielibySmy z (2*)

- u(x2) +j S(s) . d8n u*
X2

co sprzeczne z zatozeniem, Zze granica ta jest réwna zeru, W pozostatych
przypadkach dowo6d jest analogiczny.

Wykazemy teraz, ze jezeli x*:>0, to istnieje rozwigzanie y~(xj rowna-
nia (2*) potozone w ktére' "osigga” o$ C , p..nkcie I!xf C). Istot-

nie, istnieje takie J5>0, ze w prostokacie R" :j -~<;Xx*£x*, -j*><y< 0]
spetniona jest nieré6wnos¢ -f(x) -
Wynika to z zatozern 1° i 3° Hipotezy H, ktoére gwarantuja istnienie
*

liczb U>0, ¢c~O takich, ze v - Xx*> je3t f(x)<M i g(x)»c.,.
Wobec tego, jezeli £ 0 i punkt [x*-£, -£] €R", ,to poélcatka y“(x)
rownania (2*) przechodzgca przez ten punkt dla xs=x* - £ jest zawarta w

R” i osiagga 0§ x w punkcie (x, 0) takim, ze |~<x < x*.
Obierzmy ciag £q w spos6b nastepujacy: ljak uprzednio £ . Oznacz-
my punkt (x* - £, - £%) i przez vy (x) catke przechodzacg przez punkt

P1 i osiggajaca o$§ OX w punkcie (x., 0) nastepnie £2=£x*Jx-, i P2 (xj,-£2)

i podobnie przez (x2, 0) oznaczmy punkt, w ktéorym catka y2(x) przechodza-
ca przez P2 osigga o8 O0X i dalej £j = x* - x2, ?3(x2, - tN) itd.

tatwo widaé, ze ciag dazy do zera i xn dazy do x*, gdy n—a®es Catki
ya(x) mozna przedtuzy¢ w lewo tak, by byty okreslone, np. dla x =

Z jednoznaczno$ci rozwigzan réwnania (2*)wynika, ze cigg yn(*~) jest
malejacy, 3 z zatozenia 1° hipotezy, zejesttakze ograniczony i wobec te-
go ma granice y*. tatwo wida¢, ze catka przechodzaca przez punkti(i— y*)
osigga 0§ Xx w punkcie (x*, 0).

Rozwazmy teraz réwnolegle z uktadem (1*) uktad

t(x) =t0 + | rrrr y(x) =vyo - [ ff(s) + ds. 3)
ko
] 7 * =3 ie
I>1lr. kazdego -warunku poczatkowego ’0? to w ( of 4o 't g Jn v,
4 ", - «owoling, tftted (3) ......... \ S$nie, . - .- r.

pierw rozwigzanie y(x) drugiego z réwnan uktadu (3), a nastepnie rozwigza-
nie t(x) pierwszego z tych réwnan.
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tatwo widac¢, ze jezeli x(t) jest funkcjg odwrotng do funkcji t(x), [ta-

ka x(t) istnieje, bo gdy y>0, to t(x) rosngca, a gdy yc.0, to t(x) ma-

lejacaj, to x(t), y(t) » y [x(t)J jest rozwigzaniem uktadu (1*). Zalézmy,

ze y(x)>0. Jezeli przy tym lim y(x)O: 0, to istnieje t¥ +oo tekie, ze
X—X* -

Iiml)’/c(é) * 0. Oczywiscie, ze ta granica istnieje, chodzi tylko o to, czy
t-—4*-

t* nie réwnasie +«». Gdyby t* = +«°, to bytoby lim z(t) «x* iw welcu
X* * Qit'-—

S okreslonym nier6wnos$ciami* <x«s;x , O-“yo”g,) t - dowolne, gdzie 0"

i M takie, ze wprzedzialec 3y~ x*> jest |[f(x)|<c Mi g(x)>cl mieli-

bySmy dla t>T, gdzie T dostatecznie duze,

fIx()] . y(t) + glx(t)]>4jl

i wobec tego w drugim z réwnan uktadu (1*) prawa strona przy t—+» dazy-
taby do —e« i nie mogtoby byd lim 3&8'[) « 0.
+

Istnieje wiec t*<+o0o0 takie, ze y(t*) =m 0. Znaczy to,ze istnieje roz-
wigzanie uktadu (1*), ktérego trajektoria zawiera y+(x) i punkt (x*, 0).

Analogiczne rozumowanie zastosowane do rozwigzania uktadu (1*) odpowia-
dajacego rozwigzaniu y“(x) drugiego z rownan uktadu (3), ktore osigge 0$
0X w punkcie (x*, 0) wykazuje, ze istnieje rozwigzanie x(t), y(t) uktadu
(1*) ktdérego trajektoria zawiera y“(x) i punkt (x*, 0).

Jezeli jest x(t.j) » x», y(t") «yl<0 i y(t**) »0 i oczywiscie
X(t**) = x*,to zmieniajgc t na t+ t* -t** uzyskujemy rozwigzania
x(t), i(t) ukitadu (1*) takie, ze dla tg » t1 + t* - t** jest i (tg) » x~f
3(tg) * yqj i x(t*) =x*, jf(t*) » 0- i rozwigzanie uktadu (1*) zesztukowa-
ne z [x(t), y(t)] oraz [5(t), $(t)] bedzie miato trajektorie zawierajg-
cg catki y+(x), y“(x) rownania (2*) i punkt (xjf 0).

Wten sposéb wykazaliSmy réwnocze$nie, ze uktad (1*) posiada takze roz-
wigzanie dla kazdego warunku poczatkowego postaci x(t0) * xQ, vy (tQ =0,
xQ:> 0. Analogicznie rzecz sie ma, gdy x@& 0 i wobec tego uktad (1%)
posiada (w sensie lokalnym) rozwigzanie dla kazdego warunku poczatkowego,
za wyjatkiem ewentualnie przypadku, gdy xQ * yQ« 0 oraz ze rozwigzanie
takie wysycone w prawo wychodzi poza kazdy kompakt, w szczeg6lnos$ci poza
kazdy walec |x|< a, Jy|< b tQx t< T.

Owaga

Méwimy tylko o przedtuzaniu w prawo rozwigzan uktadu (1*) poniewaz jak
to juz zaznaczyliSmy mogg istnie¢ rozwigzania, ktére wysycone w lewo zda-
zajg do osi t.

Zauwazmy, ze z uktadu (3) wynika, ze.funkcje t(x) i y(x) sa bezwzgled-
nie catkowalne i speiniajg prawie wszedzie, doktadniej poza ewentualnie
zbiorem miary Lebesque’a réwnej zeru, uktad réwnan rézniczkowychi

tr(x; »y y (xX) « -f(x) -
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rozwazany w poéiprzestrzeni D+, gdzie y>0 t>t0 x - dowolne lub D,
gdzie y<0, t>1tQ x - dowolne.
Ze zwigzku miedzy uktadami (3) i (1*) oraz z przeprowadzonych juz rozwa-

zan dotyczacych rozwigzalnos$ci i przedtuzalnos$ci rozwigzan uki8du (1%),
a takze z uwagi na to, ze transformacja x t(x) jest ciggta (a nawet
klasy Cl1) wynika, ze rozwigzania ukitadu (1*) poza -ewentualnie zbiorem

miary zero spetniajg uktad réwnan (1). Wyniku tego”™_,nie_ mozna uzyskao
przez bezposrednie zastosowanie twierdzenia Caratheodory*ego do uktadu
(1), poniewaz uktad ten poza najprostszym przypadkiem, gdy f(x) ig(x) sa
ciggte, a w ktorym istniejag rozwigzania w zwyklym sensie, nie spetnia za-
tozen tego twierdzenia.

Twierdzenie Caratheodory’ego nie gwarantuje takze jednoznaczno$ci roz-
wigzan.
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0 PEDEEHHHX ypABHEHHH JIHEHAPA

Pe3bite

llpz HeKoTopax npesnocHJixax, BanoMBBajomax npe”nocujikH KapaieoflopH, xoth
cymecTBesao ot hhx oixBBaxmzxca, noKa3HBaeicH cymeciBOBaHHe, oflHO3BavaocTi
b BO3MOXHOCTB npoflodrxeBHa PemeaHfi ypassesns JiHeaapa.

ABOUT THE SOLUTIONS OP LIENARD’ S EQUALION

Summary

Under certain assumptions resembling Caratheodory’s assumptions,though
differing essentially from them, the existence, synonymity and continua-
tion of Lienard’s solutions is proved.



