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O ROZWIĄZANIACH RÓWNANIA LIENARDA

St r e s z c z e n i e . Przy pewnych z a ło ż e n ia c h  przypom inających  za łoże
n i a ^ a ra th e o d o ry *  ego , choć ró ż n ią c y c h  s i ę  od n ic h  i s t o t n i e ,  wykazu- 
Je  s i ę  i s t n i e n i e ,  je d n o z n a c z n o ść ]  i  p rz e d łu ż a ln o ść  rozw iązań  równa
n ia  L ie n a rd a .

Przy z a ło ż e n iu ,  że fu n k c je  f ( x )  1 g (x )  są  ca łkow alne p rzez  F (x ) i  G(x) 
oznaczmy fu n k c je

x  x
F (x ) -  j f ( t )  d t  0{x) -  J  g ( t )  d t  

0 0

Przyjmujemy te ż  o znaczen ia«  x , x n ie c h  o zn a c z a ją  odpow iednio p ierw szą i  
d rugą pochodną f u n k c j i  x ( t ) ,  n a to m ia s t y* , y* o zn a c z a ją  odpow iednio pierw
sz ą  i  d rugą pochodną f u n k c j i  y ( x ) .
Rozważmy rów nan ie  L ienarda«

'i + f ( x )  x + g (x )  -  0

i  równoważny mu u k ła d

x -  y y  m - f ( x )  y -  g (x )  (1)

o ra z  rów nan ie

-  —f  (x) -  &&L  (2)

To o s t a t n i e  rów nan ie  rozważamy w p ó łp ła sz c z y z n a c h  3r+, g d z ie  y >  0 lub
3F- , g d z ie  y < 0 .

H ipo teza  H

1° F unkcje f ( x )  i  g (x )  są  o k re ś lo n e  d la  - o o c x c + o e ,  og ran iczone  w
każdym p rz e d z ia le  skończonym, a w ięc i  ca łk o w aln e .

2° I s t n i e j e  >  o t a k i e ,  że f ( x ) < ;  0 d la  |x |c o ]  ,

3° x • g (x )s *  0 d la  x jf 0 i  d la  każdego p rz e d z ia łu  c a ,  b > ,  gdzie  
b < 0  lu b  a>-0  i s t n i e j e  c ^  0 t a k i e ,  że |g (x ) | > c 1 w c a ,  b>.
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4° I s t n i e j ą  l ic z b y  J ,  H t a k i e ,  że P (x ) :> J  d la  x > 0 ,  o raz  P (x )«sH  d la  
x< 0.

Z z a ło ż e n ia  3° w ynika, że jedynym punktem osobliwym  może być ty lk o  
po czą tek  uk ładu  w sp ó łrzęd n y ch .

Z H ipotezy H wynika i s t n i e n i e  g ra n ic  [skończonych  lu b  n ieskończonych} 
f u n k c j i  G(x) p rzy  x *  + <» i  p rzy  x —  -  ae ,  a w ięc m ają se n s  sym bole 
G(+oo) i  g ( - o o ) .  [n a to m ia s t fu n k c ja  P (x) n ie  m usi być a o n o to n ic z n a . Mogą 
n ie  i s t n i e ć  j e j  g ra n ic e  przy  x-»- + oo lu b  przy  x - » - - o o  i  wówczas odpo
w iedn ie  sym bole P(+oo) lu b  ?(-<*>) n ie  m ają s e n s u ] .

R ozw iązania uk ładu  (1) o raz  rów nania (2) będziemy w c a ł e j  t e j  p racy  r o 
z u m ie li w s e n s ie  uogólnionym , a m ianow icie ja k o  ro z w ią z a n ia  odpowiednio u -  
k ła d u t

t
x ( t )  -  x ( t Q) + j  y (s) ds

y ( t )  -  y ( t 0 ) -  J J f [ x ( s ) ]  y ( s )  + g [ x ( s ) ]  } ds ( t  *)

*o 1 J

i  rów nan ia t
x

y (x )  -  y (x Q) -  J  [ f ( s )  + ds (2*)

x o

'^każem y, że z a ło ż e n ia  1° i  3 °  H ipo tezy  H w y s ta rc z a ją ,  by u k ła d  (1*)
przy każdym warunku początkowym x ( t Q) -  x Q, y ( t Q) -  y Q, g d z ie  (x0 , y Q) +
(0 ,0 )  p o s ia d a ł  ro z w ią z a n ie , k tó r e  w ychodzi poza każdy z b ió r  dom knięty i  
o g ran ic zo n y .

To samo dotyczy  rozw iązań  rów nania (2*) zaw artych  w 3T+ [c z y  3T 
W tym c e lu  rozważ|my n a jp ie rw  rów nanie (2 * ) .

Równanie to  w dowolnym z b io rz e  p o s ta c i  Ri a < i < b ,  y s w o o ,  d la  dowolne
go warunku początkowego y (x Q) -  yQ, a < x Qc  b, y0> c ,  p o s ia d a  ro z w ią z a 
n ie ,  k tó r e  wysycone w prawo o s ią g a  bok y ■ c lu b  x » b , n a to m ia s t w l e 
wo bok y ■ o lu b  x * a .

Wynika to  z n a s tę p u ją c y c h  uwagi
W z b io rz e  R j e s t  sp e łn io n y  warunek L ip s c h i tz e  względem y , bo

gd z ie  M t a k i e ,  że ¡ g ( x ) |<  M w c a ,  b > ,  więc d i s  każdego warunku po
czątkowego podanego wyżej i s t n i e j e  ro z w ią z a n ie  równania (2*) o k r e ś lo n e  w 
o toczen iu  punktu xQ [w o to c z e n iu  prawym, j e ż e l i  x Q = a ]  i  jedyne  w tym
o to c z e n iu .  Wynika s t ą d  p r z e d łu ż a ln o ś ć  w prawo i  w lewo aż do b rzeg u  ob sza
ru  R.



O rozw iązaniach równania Lienarda 165

Z o g ra n ic z o n o śc i f u n k c j i  f  (x) i  g (x )  wynika o g ran ic zo n o ść  fu n k c ji  pod
ca łkow ej rów nan ia (2 * ), a s tą d  i  o g ran ic zo n o ść  c a łk i  w ysyconej w R, wobec
te g o  ro z w ią z a n ie , o którym  mowa, o s ią g a  w prawo Jak  podano bok x •  b lub
y -  c , a w lewo bpk x « a lu b  y -  c .

B io rą c  pod .uwagę to ,  że c może być dow oln ie m ałe, a a i  b‘ dowolne
[b y le  a < b ]  w nioskujem y, że d la  ro z w ią z a n ia  y+ (x) p rzechodzącego  przez 
[x 0, y Q] ,  x 0 -  dow olne, yo > 0 ,  a lb o  i s t n i e j e  x ^ x 0 t a k i e ,  że przy
żadnym o  0 n ie  wychodzi ono p rze z  bok x » x i  w tedy y+ (x) wysycone w
R w prawo, dąży p rzy  x dążącym do pewnego x ^ ,  xQ«c x , do . o s i  1x,l
c z y l i  lim  y+ (x) » 0 , a lb o  y+ (x) J e s t  o k re ś lo n e  w<x_, + *o ) ,  W p lerw - 

x - x . , - 0  °
szym przypadku uzupełn iam y y+ (x) punktem [x 1 , 0]] i  otrzym ujemy y+ (x) o- 
k re ś lo n e  w p r z e d z ia le  < x Q, x 1>  •

Zauważmy J e s z c z e ,  że J e ż e l i  x Q<  Oj yo > 0 ,  to  z za ło że ii 2° i  3° Hipo
te z y  H w ynika, że c a łk a  y+ (x) z (xQ y0 ) o s ią g a  w prawo oś y w punkcie  o 
rz ę d n e j  d o d a tn ie j .  Wobec te g o  c a łk a  y+ (x) wychodząca z dowolnego punktu
(x0 y Q) ,  y0>  0 i  wysycona w prawo, a lb o  J e s t  o k re ś lo n a  w p rz e d z ia le

< x „ ,  +<*>) a lb o  i s t n i e j e  x , > 0  t a k i e ,  że lim  y + U )  » 0 1  podobnie ca łk a
x ——- x.| —0

y“ (x) p rzech o d ząca  p rze z  punkt (xQ yQ) ,  yQ<  0 wysycona w lewo albo
J e s t  o k re ś lo n a  •  ( . » ,  x 0 >’ a l t o  i s t n i e j e  x2<  0 t a k i e ,  że  lim  y “ (x )« 0 .

x —x2+0
W przypadku gdy lim  y+ (x) -  0 , O c x - c + o o  , będziemy m ów ili, że y+ (x) 

x -~ x 1 -  0
" o s ią g a "  d o d a tn ią  c z ę ś ć  o s i  x lu b  k ró c e j O i  podobnie y""(x) o siąg a

+
0 zn aczy , że i s t n i e j e  x 9, 0 , t a k i e  że lim  y~ (x) *• 0 .

X - r X 2 + 0
J e ż e l i  n a to m ia s t x ^  0 , Po> 0 *  to  z a ło ż e n ia  h ip o te z y  n ie  w ykluczają

przypadku , że c a łk a  y+ (x ) p rze z  (xQ, yQ) wysycona w lewo dąży do początku
u k ła d u , to  znaczy  m ożliwe J e s t ,  że  lim  y+ (x) * 0 .  Podobnie rz e c z  s i ę  

— 0 +*?*0 
ma z c a łk ą  y ~ (x )  p rz e z  punkt (x0 , y Q) # xQ<: 0f y Q<  0 wysyconą w prawo ' •

J e ż e l i  c a łk a  y 1 (x) rów nania (2*) po łożona w 3T+ [czy  w o s ią g a  oś
x w p u n k cie  (x1f 0 ) ,  x1 ^ 0 , to  żadne in n a  c a łk a  te g o  rów nania położona 
w t e j  sam ej p ó łp ła s z c z y ź n ie  n ie  może o s ią g a ć  o s i  x w tym p u n k c ie . Z ałóż
my na p rz y k ła d , że x ^ O  a y 1 (x) i  y 2 (x) c a łk i  rów nania (2*) położo
ne w 3T+. o s ią g a ją  oś x w punkcie  (x1, 0 ) .  Z uwagi na Jednoznaczność

«•r 1 11
'Z a ło ż e n ie  2° H ipo tezy  H b y ło  nam p o trz e b n e  ty lk o  do te g o  c e lu ,  by zapew

n ić ,  że J e ż e l i  x Q<  0 , to  x - jX )  i  J e ż e l i  xo> 0  , to  x 2<  0 .  Z rów nania
(^2*) wynika - Jednak , że w pierwszym  przypadku-y+ (0 )> - y+ (x) + P (x )> P (S ), 
g d z ie  x -  dowolna l ic z b a  z p r z e d z ia łu  < x , 0), J e ż e l i  w ięc d la  pewnego t a 
k ieg o  x b ę d z ie  P ( x ) > 0 j  to  y + ( 0 ) > 0  i  w konsekw encji x .p > 0 . Podobnie
Je s t w drugim  przypadku . Znaczy to ,  że z a ło ż e n ie  2° może być o s ła b io n e .
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poza o s ią  x mielibyśmy y., (x) 4 7 ^ ^  d la  x ^ x 1 o raz  y 1 (x) Ś» 0, 
y o ( x ) > 0  w pewnym o to c z e n iu  •< x 2, x^ ) punktu x^ i  l im  y-j Cx)] = 0.

x—x.,T<J
Możemy oczyw iśc ie  p r z y ją ć ,  t e  y2 ( x ) >  y^ (x) d la  x ^ c x c x ^  i  x2> -0 .  
Kładąc u (x )  = y2 (x) -  y^ (x) mielibyśmy z (2*)

y

-  u (x 2 ) + J S (s )  .  d8^ u *
• 1 x2

co sp rze cz n e  z za łożeniem , że  g ra n ic a  t a  j e s t  równa z e r u ,  W p o z o s ta ły c h  
przypadkach dowód j e s t  a n a lo g ic z n y .

Wykażemy t e r a z ,  że j e ż e l i  x* :>0 , t o  i s t n i e j e  ro z w ią z a n ie  y ~ (x j  równa
n ia  (2*) położone w k tó re '  "o s ią g a "  oś C , p..nkc ie  !x f  C). I s t o t 

n ie ,  i s t n i e j e  t a k i e  J5 > 0 ,  że w p r o s to k ą c ie  R" : j  -~<;x*£x* , - j*><y< o j

s p e łn io n a  j e s t  n ierówność - f ( x )  -

Wynika t o  z za łożeń  1° i  3° H ipotezy  H, k tó r e  g w aran tu ją  i s t n i e n i e
_ *

l i c z b  U > 0 ,  c ^ O  t a k i c h ,  że v. x * >  j e 3 t  f ( x ) < M  i  g ( x ) » c . , .
Wobec tego ,  j e ż e l i  £ 0 i  punkt [x  * -  £ , -  £] € R", , t o  p ó łc a łk a  y“ (x)
równania (2*) przechodząca p rze z  t e n  punkt d la  xs=x* -  £ j e s t  zaw arta  w 
R” i  o s ią g a  oś x w punkcie  (x, 0) tak im , że | ^ < x <  x*.

Obierzmy c ią g  £q w  sposób  n a s tę p u ją c y :  ! ja k  u p rze d n io  £ . Oznacz
my punkt (x* -  £.|, -  £^) i  p rzez  y-j (x) c a łk ę  przechodzącą  przez punkt 
P1 i  o s ią g a j ą c ą  oś 0X w punkcie  (x.,, 0) n a s tę p n ie  £2=£x*Jx-, i  P2 (x .j , - £ 2 )

i  podobnie przez  (x2 , 0) oznaczmy punkt,  w którym c a łk a  y2 (x) p rzechodzą
ca przez  P2 o s ią g a  oś 0X i  d a l e j  £ j  = x*  -  x 2 , ?3 (x2 , -  t ^ )  i t d .

łatwo widać, że c i ą g  dąży do ze ra  i  x n dąży do x*, gdy n—  o© • C a łk i  
ya (x) można p rze d łu ży ć  w lewo ta k ,  by by ły  o k re ś lo n e ,  np .  d la  x =

Z jedn o zn a cz n o śc i  rozw iązań  równania (2*) wynika, że c i ą g  y n (^~) j e s t
m ale jący ,  3 z z a ło ż e n ia  1° h ip o te z y ,  że j e s t  t a k ż e  og ran iczony  i  wobec t e 
go ma g r a n ic ę  y*.  Łatwo w idać, że c a łk a  p rzechodząca p rz e z  punkt i ( i —, y*)
os ią g a  oś x w punkcie  (x*, 0 ) .

Rozważmy t e r a z  rów no leg le  z układem (1*) u k ła d

t ( x )  = t 0 + | r r r r  y (x )  = y*o -  / f f ( s )  + d s .  (3)

k o

!>1r. każdego warunku początkowego ) * t  (-• > v . >• i • J  n v°  o '  o “ o '  ■'o’ " o o
4 " ,  -  «owoli»«, t f t łe d  (3) ...........   \  ś n ie ,  • ... - • - r:.
pierw ro zw ią zan ie  y ( x )  d rug iego  z równań układu  (3 ) ,  a n a s tę p n ie  ro z w ią z a 
n ie  t ( x )  p ierwszego z ty c h  równań.
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Łatwo w idać, że j e ż e l i  x ( t )  j e s t  fu n k c ją  odw rotną do f u n k c j i  t ( x ) ,  [ t a 
ka x ( t )  i s t n i e j e ,  bo gdy y > 0 ,  to  t ( x )  ro sn ą c a , a gdy y c .0 ,  to  t(x )  ma- 
l e j ą c a j  , to  x ( t ) ,  y ( t )  » y [ x ( t ) J  j e s t  rozw iązan iem  uk ładu  (1 * ) .  Załóżmy,
że y ( x ) > 0 .  J e ż e l i  przy  tym lim  y (x )  = 0 ,  to  i s t n i e j e  t 1̂  +oo te k ie ,  że

x—x * -  0
lim  y ( t )  * 0 .  O czyw iście , że t a  g ra n ic a  i s t n i e j e ,  ch o d z i ty lk o  o to , czy 
t - —1*-0
t*  n ie  równa s i ę  + «» . Gdyby t*  = + «°, to  byłoby lim  z ( t )  « x* i w  welcu

x* * o it'-—
S określonym  nierów nościam i*  <x«s;x  , O-^yo^g,' t  -  dow olne, gdzie 0^

i  M t a k i e ,  że w p r z e d z i a l e c  3y~, x * >  j e s t  | f ( x ) |  <c M i  g ( x ) > c 1 m ie l i 
byśmy d la  t > T ,  g d z ie  T d o s ta te c z n ie  duże,

f [ x ( t ) ]  .  y ( t )  + g [ x ( t ) ] > ł j l

i  wobec te g o  w drugim z równań układu  (1*) prawa s t r o n a  przy t — + »  dąży
ła b y  do —o« i  n ie  mogłoby byó lim  y ( t )  « 0 .

+ oO
I s t n i e j e  w ięc t* < + o o  t a k i e ,  że y ( t* )  ■ 0 . Znaczy to , ż e  i s t n i e j e  r o z 

w iąz an ie  u k ład u  (1 * ), k tó re g o  t r a j e k t o r i a  zaw iera  y+ (x) i  punkt (x*, 0 ) .
A n alo g iczn e  rozumowanie zastosow ane do ro z w ią zan ia  uk ładu  (1*) odpowia

d a jąc eg o  ro z w ią z a n iu  y“ (x ) d ru g ieg o  z równań uk ład u  (3 ) ,  k tó re  osiąge oś 
0X w punkcie  (x*, 0) w ykazuje, że i s t n i e j e  ro z w ią z a n ie  x ( t ) ,  y ( t )  układu 
(1*) k tó re g o  t r a j e k t o r i a  zaw iera  y“ (x) i  punkt (x*, 0 ) .

J e ż e l i  j e s t  x ( t . j )  » x^ , y ( t ^ )  « y1< 0  i  y ( t* * )  » 0  i  oczyw iście
x ( t* * )  = x * , to  z m ie n ia ją c  t  na t  + t*  -  t* *  uzyskujem y ro zw iązan ią
x ( t ) ,  i ( t )  uk ład u  (1*) t a k i e ,  że d la  tg  » t 1 + t*  -  t** j e s t  i  (tg ) » x ^ f 
3 ( tg )  * y-j i  x ( t* )  = x * , jf ( t* )  » 0- i  ro z w ią z a n ie  uk ładu  (1*') zesztukow a- 
ne z [ x ( t ) ,  y ( t ) ]  o raz  [ 5 ( t ) ,  $ ( t ) ]  b ęd z ie  m ia ło  t r a j e k t o r i ę  za w ie ra ją 
cą c a łk i  y+ ( x ) ,  y“ (x ) rów nania (2*) i  punkt (xjf 0 ) .

W te n  sposób  w ykazaliśm y rów n o cześn ie , że u k ła d  (1*) p o siad a  także ro z 
w ią z a n ie  d la  każdego warunku początkowego p o s ta c i  x ( t 0 ) * xQ, y ( t Q) = 0, 
xQ :> 0 .  A n a lo g ic z n ie  rz e c z  s i ę  ma, gdy x Q<  0 i  wobec teg o  uk ład  (1*) 
p o s ia d a  (w s e n s ie  lokalnym ) ro z w ią z a n ie  d la  każdego warunku początkowego, 
za w yjątk iem  e w e n tu a ln ie  p rzypadku , gdy xQ * yQ « 0 o raz  że rozw iązan ie  
t a k i e  wysycone w prawo w ychodzi poza każdy kompakt, w sz c z e g ó ln o śc i  poza 
każdy w alec | x | <  a , ] y | <  b t Q<  t  <  T.

Owaga
Mówimy ty lk o  o p r z e d łu ż a n iu  w prawo rozw iązań  uk ładu  (1*) ponieważ ja k  

t o  j u ż  zaznaczy liśm y mogą i s t n i e ć  ro z w ią z a n ia ,  k tó r e  wysycone w lewo zdą
ż a ją  do o s i  t .

Zauważmy, że z uk ładu  (3) wynika, że. f u n k c je  t ( x )  i  y (x )  są  bezwzględ
n ie  ca łkow alne  i  s p e ł n i a j ą  p raw ie  w szędzie ,  d o k ła d n ie j  poza ew entualn ie  
zb iorem  miary Lebesque’a równej z e ru ,  u k ła d  równań różniczkowychi

t ! (x; » y y ’ (x) « - f  (x) -
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rozważany w p ó łp r z e s t r z e n i  D+, g d z ie  y > 0  t > t 0 x -  dowolne lu b  D“ , 
g d z ie  y < 0 ,  t > t Q, x -  dow olne.
.Ze związku między układami (3) i  (1*) o raz  z przeprowadzonych ju ż  rozwa
żań do tyczących  r o z w ią z a ln o ś c i  i  p r z e d łu ż a I n o ś c i  rozw iązań  uk ł8du  (1*),  
a ta k że  z uwagi na to ,  że t r a n s f o r m a c ja  x  t ( x )  j e s t  c i ą g ł a  (a nawet 
k la sy  C1) wynika, że ro z w ią z a n ia  uk ładu  (1*) poza ew e n tu a ln ie  zbiorem 
miary ze ro  s p e ł n i a j ą  u k ła d  równań ( 1 ) .  Wyniku te g o ^_ „ n ie _  można uzyskaó 
przez bez p o śred n ie  za s to so w a n ie  tw ie rd z e n ia  C ara theodory*ego  do uk ładu  
(1 ) ,  ponieważ u k ła d  t e n  poza n a jp ro s tszy m  przypadkiem, gdy f ( x )  i g ( x )  są  
c i ą g ł e ,  a w którym i s t n i e j ą  ro zw ią zan ia  w zwykłym s e n s i e ,  n ie  s p e ł n i a  za
łożeń  te g o  tw ie r d z e n ia .

T w ierdzenie C a ra theodo ry ’ ego n ie  g w aran tu je  ta k ż e  je d n o z n a c z n o śc i  r o z 
wiązań.
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0 PEDEEHHHX ypABHEHHH JIHEHAPA 

P e 3 b it e

IIpz HeKoTopax npesnocHJixax, BanoMBBajomax npe^nocujiKH KapaieoflopH, x o th  
cym ecTB esao o t  hhx  o ixB B axm zxca , noK a3H BaeicH  cymeciBOBaHHe, o flH 03B avaocT i 
b  B O 3 M0 X H 0 C T B  n p o f l O J r x e B H a  pemeaHfi y p a B s e B H B  JiHeaapa.

ABOUT THE SOLUTIONS OP LIENARD’ S EQUA1I0N 

S u m m a r y

Under c e r t a i n  assum ptions  r e se m b l in g  C a ra theodory ’ s  as su m p t io n s , th o u g h  
d i f f e r i n g  e s s e n t i a l l y  from them, th e  e x i s t e n c e ,  synonymity and c o n t in u a 
t i o n  o f  L ie n a rd ’ s s o l u t i o n s  i s  p roved .


