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O NAWIJANIU SIĘ ROZWIĄZAŃ RÓWNANIA LIENARDA

Streszczenie. W pracy określone zostały warunki na "nawijanie 
się" a ęrzy nawijaniu na "zbliżanie się" czy "oddalanie się" trajek
torii równania Liśnarda. Daje to podstawę do formułowania twierdzeń 
o istnieniu obwodu czy walca, przez który całki równania liśnarda 
nie wychodzą.

Intuicyjnie oczywiste pojęcie "nawijania się" trajektorii zostało zde
finiowane w pracach [23, [3]. W pracy tej zajmiemy się bliżej nawijaniem 
się trajektorii równania Liśnarda. Ponieważ przeprowadzone rozważania wią
żą się dośó ściśle z wynikami pracy [1], więc kontynuujemy dalej przyjętą 
tam numerację wzorów. Tak więc numery (1) - (3) dotyczą wzorów z pracy
[1], (o czym nie będę dalej wspominał), natomiast numerację wzorów tej 
pracy rozpoczynam od (4). Równanie Liśnarda jest także równoważne układo
wi

i  -  y -  ? (x ) y -  -g (x ) , (4)

który, jak zobaczymy, w pewnych rozważaniach będzie wygodniejszy od ukła
du (1 ).
Rozwiązania układu (4) rozumiemy w sensie uogólnionym, jak w przypadku u- 
kładu (1 ). Podobnie jak w [1] części trajektorii-tego układu są w obsza
rach płaszczyzny x, y spełniających warunek p 4 P(x) rozwiązaniami równa
nia«

y ( x ) « y ( x ) - f  . ....... ds (5*)
Í  i ( s )  -  P [x (s)] 
xo *

Między częściami trajektorii układów (1) i (4) będących rozwiązaniami od
powiednio równań (2*) i (5 *) zachodzi odpowiedniośó

y(x) - jf(x) - F(x), (6)

gdzie y(x) trajektoria układu (1) a y(x) trajektoria układu {4).
Ponieważ F(O) » 0, a zatem y(0) = y(0),. to takie własności odpowia

dających sobie trajektorii obu układów, jak ograniczoność w przedziałach 
skończonych, nawijanie się dokoła początku układu, czy istnienie obwodu
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zawierającego wewnątrz początek układu współrzgdnych, przez który trajek
torie [odpowiadające rosnącemu'tj ale wychodzą - są wspólne. Ponadto, jeś
li np. część trajektorii y(x) zawarta w pćłpłaszezyźaie y> 0  fezy y<Oj 
"osiąga" oś x przy x ■ x1, to odpowiadająca Jej część trajektorii y(x)
jeat zawarta w obszarze, gdzie y>F(x) [£<P(x)j i osiąga przy x » x̂
krzywą $ ■ F(x).

Z równań (4) - (5*) jeat od razu widoczne, że jeżeli y(x) Jest trajek
torią wychodzącą w prawo z punktu (xQ, SQ), XQ<0, y„>F(x0) to y(x)
rośnie w przedziale ■<x0, 0 >  i dla xo<x<:0 Jest y(x)>?(x), wobec
czego z założenia 2° Hipotezy H z pracy Dl Jest £(0) >  0.

W dalszym biegu, dla x>0 $(x) maleje. Podobnie ma się rzecz z tra
jektorią y(x) wychodzącą w lewo z (xo, $Q), xo>0, y0<^(xQ). Osiąga
ona oś y tak, że y(0)<0 i w dalszym biegu, dla x < 0, rośnie. Wynika 
stąd oraz z odpowlednloścl (6), że Jeżeli chodzi o całą trajektorie x »
= x(t) y w y(t) odpowiadającą półcałce prawej układu (1*), to trajekto
ria taka bądź nawija się dokoła początku układu współrzędnych, bądź od 
pewnego t Jest y(t)>0 i lim x(t) » +®0, bądź wreszcie od pewnego t♦ OO
Jest y(t)<0 i lim x(t) * -oo. W drugim z tych trzech przypadków istnie-

4- oo
Je oczywiście takie t,, że x(t.,) * 0 i y(t)>0 dla t»t., i ta część 
trajektorii [dla ts^t^ do się przedstawić równaniem y - y(x), a ponie
waż y(x) - $(x) - ?(x) 1 dla xs*0 y(x) maleje, to

y(x)<y(0) - F(x) dla x> 0  (7)

Podobnie w przypadku trzecim Jest y(x)<0 dla x<0 i

y(x)>y(o) - F(x) dla x< 0  (8)

Z tych związków wynika w dalszym ciągu, że trajektoria wychodząca z punk-
tu (x0* *(>)• yo> 0 * osiągnie dodatnią częśćj osi x, Jeżeli będzie
sup F(x)>y(0), a trajektoria wychodząca w lewo z punktu (x ,y ), y < 0xs*o o'^o'* 'o
osiągnie ujemną część osi x, Jeżeli inf F(x)< y(0).W szczególności ctrzy-

x<o
muJemy stąd warunek wyetarczający na to, by wszystkie trajektorie odpowia
dające półcałkom prawym układu (1*) nawijały się dokoła początku ukłndu w 
postaci»

sup F(x) ■ +oo (a\
X > 0  V5*'

oraz xnt F(x) - -o.
x<o

Oczywiście wszystkie te rozważania prowadzimy przy założeniu, że speł
nione są założenia Hipotezy H występującej w pracy Dl •

Pierwszy ze związków (9) Jest równocześnie warunkiem na to, by trajek
toria wychodząca z (xQ, y0) yo> 0  lub yQ . 0 lecz xQ«cO osiągała
w prawo dodatnią część osi x, a drugi warunkiem na to, by trajektoria



wychodząca w lewo z (xQ, yQ) yo< 0  lub y0 - 0 lecz xô 0, osiągała 
ujemną część osi x.

Z przeprowadzonego rozumowania wynika Jeszcze, że dla żadnej trajekto
rii odpowiadającej półcałce prawej układu (1*) nie może być lim x(t) ■ S 
_ t— Ttxl< + «= i równocześnie sup |y(t)i = + o«= i to ani przy T skończonym
ani gdy T = +oe.

Podamy teraz kilka uwag, z których otrzymamy warunek już nie tylko wy
starczający, ale i konieczny na to, by trajektorie prawe układu (1*) na
wijały się dokoła początku układu współrzędnych.
Uwaga 1

x
Jeżeli sup f [f(s) + g(s)] dscM, gdzie 0 < M < + » o  i y >  1 + H.T ~»Y W O ’

o  X©
to całka równania (2) wychodząca w prawo z punktu (x0, y0), x >  0 nie 
osiąga osi 03

Uzasadnienie
Dla y>1 i x > x  otrzymujemy z (2*)
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o
x

y(x)>y(x0) - J  [f(s) + g(sj)] ds>1 + M - U - 1
*o

W podobny sposób wykazuje się, że 
x

jeżeli sup f [-f(s) + g(s)Jds<K, gdzie 0< M <  + o® , a v <- 1 - 1Licr o O ^-r° zo
to całka równania (2) wychodząca w lewo z punktu (xQ, yQ), x <  0 nie osią
ga osi 0X . v

Uwaga 2
Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, by całka równania (2) wycho

dząca w prawo z dowolnego punktu .(xQ, yQ), y > 0, osiągała oś 0 , jest
+aby lim G(x) « +c* lub lim sup 7(x) - +oo

X +oo X— + oo

Uzasadnienie
Warunek konieczny wynika przez kontrapozycję z uwagi 1 , natomiast waru

nek dostateczny z następującego rozumowania. Przypadek, gdy sup P(x)- +oo 
r x> OL00 w naszym przypadku jest równoważne z tym, że lim sup P(x)« +»o , bo

X—  łoc
P(x) ograniczone w każdym przedziale skończonym wynika, jak to już objaś
niliśmy wcześniej, ze związku (7).

Jeśli natomiast lim G(x) * + «  , to z (5*) wynika, że dla dowolnego xQ 
i y U 0)>y(x0) + ?(x0)+ jest
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v(x) « y(x ) - f ----------   ds - f ■ fi ̂ -----  ds
y( J y i 5(«) - i #  i *<s> " ^ ( «>3O

i wobec tego, że dla x:>0 5 U) nalej«, mamy dla x > 0

5 U ) <  5 (0) - f /»W -... da - y (0) -
J 5(o) - J 5(o) - J

tak długo, jak długo 5(x) - F(x) >0. Wobeo G(x)— +«« prowadzi to do
sprzeczności z założeniem, że y(x) ^Fis:)^»! dla dowolnych x=»0. Wobec
związku (6) oznacza to, że y(x) osiąga w prawo oś 0 .

+
17 podobny sposób wykazujemy, że warunkiem koniecznym i dostatecznym na 

to, by całki równania (2) wychodzące w lewo z dowolnego punktu (xQ yQ), 
y c  0 , osiągały oś 0 jest, aby lim G(x) ■ +»o lub lim inf F(x) *» - «
0 -  Z— o o  X—  - o o

Z uwagi 2 wynika, że koniunkcja alternatyw

lim sup F(x) - +o* lub lim G(x) » +<*>
X-«-+oe x— + o”

oraz
lim inf F(x) - -oc, lub lim G(x) »

— o« X — o°
3tanowi warunek konieczny i dostateczny na to, by trajektorie prawe ukła
du (1*) poza rozwiązaniem osobliwym (o ile takie istnieje) nawijały się 
dokoła początku układu. Wynik ten formułujemy w następującym twierdzeniu«
Twierdzenie I

Jeżeli spełnione są założenia Hipotezy H występującej w pracy [13 oraz 
jeden z następujących warunków

<*) lim sup F(x) m +oo
X-»- +OD

i lim inf F(x) • -oo
—oo

lim sup F(x) “ +oe
X-» +OD

i lim G(x) ■ +oo
X - - oo

*> lim G(x) « +oo 
X •* + « i lim inf P(x) - -oo

—oo

i) lim G(x) ■ +oo i lim G(x) m *oo■ + oo

to trajektorie ^rawe układu (1*) poza punktem osobliwym nawijają się do
koła początku układu.

łatwo wykazać, że (przy założeniach Hipotezy H z [1]) warunkiem ko
niecznym i wystarczającym dla istnienia obwodu, przez który trajektorie 
układu (1*) nie wychodzą, jest istnienie trajektorii prawej układu (1*), 
która się nawija dokoło początku układu i to w ten sposób, że z dwóch ko
lejnych jej punktów przecięcia się z dodatnią częścią osi y drugi będzie
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leżał bliżej początku układu. 0 takich trajektoriach będziemy mówili, że 
się zbliżają do początku układu. Znaczy to po pierwsze, że samo nawijanie 
się trajektorii nie wystarcza do istnienia szukanego obwodu, a z drugiej 
strony, że do tego nie jest potrzebne nawijanie się wszystkich (poza punk
tem osobliwym) trajektorii. Wiążą się z tym następujące rozważania.

Oznaczmy przez y+(x, -of) półcałkę równania (2*) wychodzącą z punktu 
(—Of, 0), of>0 w prawo 1 zawartą w półpłaszczyśnle 3T*» y>0. Rzędną punk-*
tu, w którym ona osiąga oś 0 , oznaczmy y+ (0, -oę). Podobnie przez

+y"(x, oę) oznaczamy półcałkę równania (2*) wychodzącą w lewo z punktu 
(0, cę) i zawartą w półpłaszczyźnie 3T"i y < 0, oraz rzędną punktu, w któ
rym ona osiąga oś 0y przez y“(0, of). Jeżeli spełnione są założenia hi
potezy z [YJ, to półcałki te osiągają oś 0y, przy czym funkcja y+(0, -cf) 
jest rosnąoa, a funkcja y”(p, o?) jest malejąca ze względu na of • Istnie
ją więc granice lim y+ (0, -Cf) « K i  lim y”(0, of) - 1  skończone lub nie-

O f — ;  + a O  C f— + 5 X 3

skończone.
Aby było K<+oo wystarczy na przykład, by istniały liczby dodatnie U i 

c, takie by dla x<- c były spełnione nierówności f(x) > 0  i -g(x)«SM.
. f(x) i podobnie na to, by było l>-oe wystarczy, by dla x>*o było 
f(x)>0 oraz g(x)<U . f(x). Jeżeli te nierówności są spełnione,to dla 
każdego op-c jest

y+ (x, -od <  H dla x <  - c
i - M C  y“(x, cę) dla x >  c

Wynika to stąd, że prawa strona równania (2) jest na odcinku y ■ M, x<- c 
jak również na odcinku y * -M, x> c niedodatnia, co przy założeniach Hi
potezy H występującej w pracy 03, pozwala zastosować znaną nierówność 
różniczkową, w wyniku czego otrzymamy y+ (-c, -CfXll i y"(d,Qf};> - li. W 
rzeczywistości otrzymane nierówności, jak łatwo widać, muszą być ostre. 
(Wynika to stąd, że y+ (-c, -of) podobnie jak y+(0, -op) nie maleje). Z o- 
graniczonoścl funkcji f(x) i g(x) w przedziale < -  o, o  i z jednoznacz
ności trajektorii wynika więc, że dla każdego 0f> 0  półoałka y+(x, -of) 
osiąga oś 0 poniżej całki wychodzącej z (- o, M), a półcałka y“(x, Qf )
osiąga oś 0 powyżej całki wychodzącej z (c, -M).

Jak widać)przy odpowiednich założeniach liczby K i 1 są skończone i 
można je oszacować pierwszą z góry, a drugą z dołu na różne sposoby. Poda
ję przykłady takich oszacowańi
Oszacowanie liczby K

Załóżmy, że spełnione są założenia Hipotezy H występującej w pracy 03 
i G(-oo)<+oo. Wówczas a'H + 2 G(-oo)', gdzie H oznacza liczbę o-
kreśloną w założeniu 4° Hipotezy H z 03»
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Uzasadnienie
Hiech U oznacza dowolną liczbę dodatnią. Całka równania (2^wychodzą

ca z dowolnego punktu (-ô  0), Of>0, osiąga oś 0y, pozostając cały czas
poniżej prostej y = 1.1, lub ostatni raz przecina ją w punkcie o odciętej 
xoi pozostając dalej już ponad tą prostą. Wówczas dla xo< x < 0  mamy»

y(x)< y(xc) - F(x) + P(xQ) - ^ (g(x) - G(x0))
Stąd i z założenia 4° Hipotezy H z [i] otrzymujemy

y (0) <14+ H + |j G(x0X  H + li + j G (-~=;

Funkcja to osiąga minimum przy M « ̂ G(-oo), a wobec tego y(0)< H +
+ 2 y a{—oo)l
Jest więc K<K q - H + 2 (-<«)'.
Oszacowanie liczby Ł

W analogiczny sposób przy założeniu, że G(+»o) < + «  otrzymujemy 
■ J - 2 |g (+o-= j, gdzie J oznacza liczbę określoną w założeniu 4° Hipote- 
*} H i [1].

■?
Z podanych oszacowań oraz z tego. co powiedziano wcześniej wynika, że 

warunkiem wystarczającym na to by było K<+®e jest, by G(-oo) <  + «.-, lub 
by istniały liczby o  0, M^O takie, że dla x<-c zachodzi -g(x)<M .
. f(x). Podobnie warunkiem wystarczającym na to by było L >  -oo jest, by ‘ 
było G(+»)<+«o , lub by dla x >■ c było g(x) < M  t f(x).
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OE OrPAHHHEHHOCTH PEfflEHHH' yPABHEHHH JMEHAPA 

P e 3 r> u e
B paCoie onpeAejunoica ycaoBus. "HaMaiHBaHHH", a npH HauaiHBaHHH ~ "c6jsh- 

xeHHa" hjih xe "oTAajieHHa" TpaeKiopai! ypaBneHHH JlKenapa. 3io Aaei ocHOBamie 
AJtst (JiopMyaHpoBKH reopen o cymeciBOBaHHH KOHTypa, ana najuumpa, vepea koto- 
pufi HHierpajw ypaBHeHHfl JIzeHapa hb bhxoajit.

ABOUT THE LIMITATIONS OP SOLUTIONS OP LIENARD’S EQUATION 

S u m m a r y
In this paper there have been defined the conditions for "reeling" and 

when reeling - for "approaching” or "withdrawal" of the trajectory of 
Li^nard’a equation*

It gives the basis to formulate theorems about the existence of a .pe
riphery or a cylinder, beyond which the integrals of Lienard’s equation 
do not go out*


