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A n d rzej FLISOWSKI

O W JASNOŚCIACH ASYMPTOTYCZNYCH ROZWIĄZjAN RÓWNANIA LIENARDA

Streszczenie. W pracy sformułujemy -twierdzenia dotyczące istnie
nia obwodu, przez który trajektorie układu odpowiadającegd równaniu 
Lienarda nie wychodzą. Dodając założenie, że początek układu nie 
jest punktem przyciągania, otrzymujemy z uzyskanych twierdzeń - 
twierdzenia o istnieniu rozwiązania okresowego.

Przeprowadzone rozważania wiążą się ściśle z wynikami prac [1], [2]. W 
związku z tym przyjmujemy, że czytelnikowi znane są przyjęte tam oznacze
nia. Numery (1) - (3) odpowiadają odpowiednim wzorom z pracy D ] » nato
miast numery (4) - (9) wzorom z pracy [2].

Zauważmy, że niewychodzenie trajektorii układu (1) przez obwód K na 
zewnątrz K. jest oczywiści# równoważne niewyohodzeniu rozwiązań tego u- 
kładu przez powierzchnię walcową S o kierownicy K i tworzącyoh równo
ległych do osi t."
Hipoteza 1

1. Spełnione są założenia Hipotezy H z praoy [1],
2. Istnieje lim y+ (0, - <*) - K <  + 00.
3* Trajektoria układu (1) wychodząca z punktu (0, K) osiąga przy t ros

nącym osie °x+* a następnie 0Z_.

Warunki wystarczające dla zachodzenia założenia 2 Hipotezy 1 podaje u-
waga 3 z pracy [_2], natomiast z rozważań rozpoczynających prace [2] oraz
z uwagi 2 z [2] wynika, że założenie 3 będzie spełnionę, gdy sup ?(x) >  K 

, - x > 0
oraz ( lim <ł(x) ■ + 0© lub lim inf P(x) ■ - 00))

X-» -om x-» -oO
Twierdzenie 1

Jeżeli spełnione są założenia hipotezy 1, to w płaszczyźnie x y ist
nieje obwód (krzywa .Tordana) zawierający wewnątrz początek układu współ
rzędnych, przez który trajektorie układu (1) nie wychodzą.
Dowód

Trajektoria układu (1) wychodząca z punktu P(0, IC) osiąga dla rosną*
cyoh wartości t kolejno osie 0 , 0 , 0  i znów 0 w punkcie P-

+ y -  -  y +
(0, K,), przy czym Kj< K0. Trajektoria ta wraz z odcinkiem PP- tworzy szu
kany obwód.
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Hipoteza 2
1/ Spełnione są założenia Hipotezy H z pracy Dl»
Zj Istnieje lim y”(0, cę) *» lp--®o •0f-*-+oo
3/ Trajektoria układu (1) przechodząca przez punkt (0, L), osiąga przy

t rosnącym osie 0 , 0 a następnie O *
-  ' +  +

Warunki wystarczające dla zachodzenia założenia 2/Hipotezy 2 podaje 
uwaga 3 z [22,natomiast z rozważań rozpoczynających [2] oraz uwagi 2 wy
nika, że założenie 3/ będzie spełnione, gdy inf P(x) <  L oraz /lim G(x)>"\. X <  0 lz-»+oo
■ +oo lub lim sup F(x) +oo)X— +00 /
Twierdzenie 2

Jeżeli spełnione są założenia Hipotezy 2, to w płaszczyźnie x y istnie
je obwód (krzywa Jordana), zawierający wewnątrz początek układu współrzęd
nych, przez który trajektorie układu (1) nie wychodzą.
Dowód

Analogicznie jak w dowodzie Twierdzenia 1 przeprowadzamy przez punkt 
(0, L) trajektorię, która po okrążeniu punktu (0, 0) osiąga ponownie oś
0 w punkcie położonym nad punktem (0, L), stanowiąc wraz z odpowiednim
odcinkiem osi 0y szukany obwód.
Hipoteza 3

1. Spełnione są założenia Hipotezy H z pracy [1].
2. Istnieje lim y+ (0, -oó *■ K<+oo oraz lim y”(0,oę) - L>-oo .

3. Trajektoria układu (1) przechodząca przez punkt (0, K) osiąga przy
t rosnącym oś 0 , a trajektoria przechodząca przez punkt (0, L),

+osiąga przy t rosnącym oś 0^ .

Warunki wystarczające dla zachodzenia założenia 2 Hipotezy 3, podaje
uwaga 3 z [2],natomiast założenie 3 będzie spełnione, jeśli sup P(x) >  Ko
1 inf F(x)< L x <  o
Twierdzenie 3

Jeżeli spełnione są założenia Hipotezy 3, to w płaszczyźnie x y 
istnieje obwód (krzywa Jordana), zawierający wewnątrz początek układu 
współrzędnych, przez który trajektorie układu (1) nie wychodzą.
Dowód

Trajektoria układu (1) przechodząca przez punkt P(0, K) osiąga przy t 
rosnącym kolejno osie 0^ , 0y , 0^ i znów 0y w punkcie (0, i^) ta kim,

Kj<K. Trajektoria ta wraz z odcinkiem PP^ tworzy szukany obwód.
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Wniosek 1
Jeżeli spełnione są założenia Hipotezy H z  [i], oraz G(-oo)<c+o», 

sup F(x)>H + 2 G(-oo) i lim inf F(x) • - »  , to w płaszczyźnie x, y ist-
X >  O X-— - «
nieje obwód (krzywa Jordana) zawierający wewnątrz początek układu współ
rzędnych, przez który trajektorie układu (1) nie wychodzą.
Uzasadnienie

Wniosek wynika z oszacowania liczby K i K<*KQ - H + 2 (-<*>) oraz za
stosowania spostrzeżeń uczynionych po Hipotezie 1 do Twierdzenia 1.

W podobny sposób z oszacowania liczby L t L > L q « J - 2 y&(+oo)' wyni
kał
Wniosek 2

Jeżeli spełnione są założenia Hipotezy H z [i] oraz G(+»»)<c+op7
inf F(x)<J - Vg (+~>)‘ i lim sup F(x) ■ +©«, to w płaszczyźnie x y istnie- 
x -co x— +<»o
Je obwód (krzywa Jordana), zawierający wewnątrz początek układu współrzęd
nych, przez który trajektorie układu (1) nie wychodzą.
Z dwóch powyższych wniosków oraz Twierdzenia 3 wynika
Wniosek 3

Jeżeli spełnione są założenia Hipotezy z [i] oraz G(+qb) < + oo ,
G(-oo)<+oo, sup F(x)>H + 2 Yg (-oo) i inf P(x)< J - 2 YG(+-J, to w pła- x > o  x < o
szczyźnie xy istnieje obwód (krzywa Jordana), zawierający wewnątrz począ
tek układu współrzędnych, przez który trajektorie układu (1) nie wychodzą.

Twierdzenie 1 - 3  można zastąpić w pewnym stopniu Jednym twierdzeniem, 
które chociaż rozstrzyga w mniejszej liczbie przypadków, to Jednak ma tę 
zaletę, że w jego sformułowaniu nie występują warunki dotyczące osiągnię
cia osi Og z punktów (0, K) i (0, 1) a mianowicie!
Twierdzenie A

Jeżeli i of) spełnione są założenia Twierdzenia I z pracy [2]], a ponad
to

(5) K <  +oo lub !>■ -o.
to w płaszczyźnie xy istnieje obwód (krzywa Jordana), zawierający we
wnątrz początek układu współrzędnych, przez który trajektorie układu (1) 
nie wychodzą.

Z uwagi 3 wynika, że warunek |5 będzie spełniony, jeźli jest spełniony 
jeden z następujących czterech warunkówi

jäj ) G(-oc) <  +80,
/^) -g(x)< M . f(x) dla x <  - c,
/łj) G(+oo) <+oo, 
fy) g(x) <  M . f (x) dla X > 0 , 

gdzie U i o pewne liczby dodatnie.
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Przykład 1
Rozpatrzmy równanie Van-der Pola

A
X  +  ¿ t ( x £ l )  X +  X

PTzy każdym f*>0 dla x < -  2 Jest -g(x)< ̂ ¡. . fix) oraz = + 0«,
a więc spełnione są założenia Twierdzenia A. (Ponieważ dla x^ » 2 zachodzi 
g ( x ; < ^  • f(x) oraz G(i<»«») = +«>, więc równanie to spełnia też założe
nia twierdzenia 2).
Przykład 2 

Przyjmijmy»

f (x)

g(x) -

Aj dla - 1
x

x2 - 1 dla - 1 < x < 1  

¿ 5  dla 1 < x

—* dla x < -  1x

1
dla - 1 < x < 1  

dla 1< x

Układ (1) z tak określonymi funkcjami f(x) i g(x) spełnia założenie Hipo
tezy H z,D]* Ponieważ H - J « - G(±«o) - więe z oszacowań
liczb K i L wynika istnienie liczb L0 “ “ § ” ^ Ł >  Ło
oraz £ < ^ < 3  ę« Z rozważań rozpoczynających pracę [2] wynika, że całki
równania (2) przechodzące przez punkty (0, K) i (0, l) osiągają pierwsza
w prawo oś 0_ , druga w lewo oś 0 , bo sup P(x) « 4 \ a inf P(x) » -4 t x+ - x > o  3 x<0.

Spełnione są więc założenia wniosku 2, Łatwo jednak widaó, że nie są
spełnione założenia twierdzenia A, gdyż z uwagi 1 wynika, że całki wycho
dzące w prawo z punktów (x0, yQ), gdzie x0>  0 i yQ>- 7 ^ nie osiągają
osi 0 i podobnie całki wychodzące w lewo z punktów (x , § ),gdzie 0 

+
i y0< -  7 ej nie osiągają osi 0X .

Ha koniec podajmy twierdzenie dotyczące przypadku, którego; dotyczy 
większość prac znanych w literaturze zagadnienia, którym się zajmujemy.
Twierdzenie 4 

Jeżeli»
1) są spełnione założenia Hipotezy H z pracy [1̂ ,



O własnościach asymptotycznych rozwiązań... 181

2) trajektorie układu (1 ) nawijają się dokoła początku układu,
3) lim inf F(x) - lim sup P ( x ) > £ > 0 ,x-*- +oo X-»- -oo
to w płaszczyźnie xy istnieje obwód (krzywa Jordana), zawierający we
wnątrz początek układu współrzędnych, przez który trajektorie układu (1) 
nie wychodzą.

Dowód twierdzenia 4 poprzedzimy dwoma uwagami oraz dwoma lematami. 
Uwaga 4

Z założenia Hipotezy H z [i] wynika ciągłość funkcji P(x), a z założe
nia 3 sformułowanego wyżej twierdzenia istnienie liczb a i b, a < b  takich,
że T'(b) - P(a) ■ £ oraz P(x)<P(a) dla x < a  i F(x)>P(b) dla x>b.
Uzasadnienie

Połóżmy lim inf P(x) ■ ß , lim sup F(x) «■ of oraz £- => Ponieważ
X —  + o o  X —  -o ®  c

funkcja P(x) jest ciągła wszędzie, to (of,/ł)CP(X), gdzie I «  +o«),
a że of coę + i 4 <  ß- £•,<£,to wystarczy przyjąć za a najmniejszą z liczb 
u, dla których P(u) = of+ £..., a za b największą z tych, dla których P(u)® 
• /&- . Będzie a<b, ponadto P(b) - P(a) * /ł-of_ 2fc1 ■£ oraz P(x)<
P(a) dla x«ca i P(x)>P(b) dla x>b. Ponieważ nie zakładaliśmy, że 
(5>0 i aęcO, to w ogólnym przypadku liczby a i b mogą być tego samego 
znaku.
Uwaga 5

Z założeń Hipotezy H z wynika też, że J«£llm inf P(x) oraz 
lim sup P(x) <  H. x -*-+<=»
X - — -  OO

Jeśli lim inf P(i) = +», a lim sup F(x) * -  oo , to założenie 3 twier-
X -» - + « J  X  —  - o o

dzenia 4 jest spełnione przy dowolnym £>0. Za liczby /5 iof, ,o których mo
wa w uzasadnieniu uwagi 4,dobieramy wówczas liczby odpowiednio duże, co 
do wartości bezwzględnej. Podobnie postępujemy, gdy tylko jedna z tych 
granic jest niewłaściwa.
Lemat 1

Jeżeli funkcje f (x) i g(x) spełniają w ca, b> , - « < a <  b <  + «  za
łożenie 1° Hipotezy H z Cl]» a J£ oznacza dowolną liczbę rzeczywistą do
datnią, to istnieją rozwiązania równania (2), które oznaczam symbolami 
y+ « y+ (x), y~ - y“(x) spełniające w przedzialeca, b >  warunki y+ (x)>-II, 
y~(x)c - M,
Dowód

Zgodnie z wcześniejszą umową będziemy rozwiązanie równania (2) rozumie
li w sensie uogólnionym jako rozwiązanie równania (2*).

Ponieważ funkcje f(x) i g(x) są ograniczone w ca, b> , to istnieją 
liczby dodatnie oę i (h takie, że wca, b >  jestt -cę«sf (x)<0{i -ß<g(x)</ä, 
a zatem dla |y|>1 mamy wca, b> -1 f(x) - <c( + /& ,
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Oznaczmy f0 - (b - a) . {<*+j&) + M + 1. Jeżeli to łatwo widać,
że rozwiązanie równania (2) wychodzące z punktu (a, £). spełnia warunki 
żądane dla y+ (x), a rozwiązanie tego równania wychodzące z punktu (a, -£), 
spełnia warunki żądane dla y (x). c.n.d.
Lemat 2

Jeżeli jest spełnione założenie 1° Hipotezy H z f_l], a ponadto jest 
P(b) - P(a) >  £ >0, to dla dowolnego M > 0  istnieją rozwiązania y+ (x) i 
y~(x) równania (2) określone w<a, b >  takie, że

y+ (x) >11 w <a, b >  oraz y+ (a) - f > y + (b)

y“( x ) < -  M w <a, b >  oraz y“(a) >y"(b) + f

Dowód
Połóżmy 0 = 2 pD5a-j' i obierzmy liczbę IŁ, >  M tak, by było

llj .0>|g(x)| w <a, b >  i połóżmy - (b - a) • (of+&) + M-j + 1 •
Rozwiązanie y+(x) równania (2) wychodzące w prawo z punktu (a, f),
spełnia w<.a, b>  związek y(x) S* IŁj + 1, wobec czego z (2*) mamy
y+ (b)^y+ (a)i - P(b) + P(a) + (b-a) . 0 <  y+ (a) -6 + f = y+ (a) - f,co dowo
dzi pierwszą część lematu 2. Dowód drugiej części lematu jest analogiczny.
Uwaga_6

Rozwiązania y+ (x) i y"(x), o których mowa w lemacie 2 można tak dobrać, 
by był spełniony związek y+ (a) + y“ (a) - r, gdzie r - dowolna liczba. 
Wówczas będzie y+ (b) + y“ (b)s£ r-fc.

W szczególności przy założeniach lematu 2, dla dowolnego M > 0  można do
brać takie y+ (x) i y""lx), że będą spełnione związki« y+ (x) >  M, y” (x)«£-M 
w<a, b >  oraz y*(a) + y"(a)>f y+ (b) + y” (b)< - f.
Podany obecnie dowód twierdzenia 4.
Obierzmy a i b zgodnie z uwagą 4, a następnie przedział <  a, 5 > , gdzie 
a » min (a, o), S « max (b, o). Jest 'a<a<b<S. Zgodnie z uwagą 6, dla 
każdego M > 0  istnieją rozwiązania równania (2) y+ (x) i y“ (x) określone 
w przedzialeca, b >  takie, że y+ (x)>M i y” (x)<:- M «<a, b>oraz y+ta)+
y“ (a) - f i  y+ (b) + y*"(b)< - f .

Zakładamy, że liczba U spełnia nierówność«
M . fe >2ib-a) . jgix;[ w<a, b> . Oznaczmy przez y1 (x) przedłużenie roz
wiązania y+ (x) osiągające w prawo zgodnie z założeniem 2 dodatnią część 
osi 0X w punkcie B(/i, 0) i wysycone w lewo w obszarze W + oraz przez
y g W  przedłużenie rozwiązania y“ (x) wysycone w prawe w obszarze któ
re zgodnie s założeniem 2 osiąga w. lewo ujemną część osi 0 ^ ' ' w~[ punkcie
A(0f, 0).
Połóżmy u(x; » y^ i x )  + y2VXj. Pokażemy, że u(x) jest określone w przedzia
le (0i,/5). Jest widoczne, iż przedział <a, b >  zawiera się w przedziale 
(°C, £>). Z założeń twierdzenia wynika, że w każdym przedziale skończonym, 
w którym istnieje, jest y2(x) ograniczone od dołu, a więc u(x) może nie
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być określone w całym przedziale 
*=b, fi ) tylko w tym przypadku, gdy 
y2(x) dąży do zera przy x dążącym do 
¿ , gdzie b <

Funkcja u(x) w przedziale, w któ
rym Jest określona, spełnia równaniet 

x
u(x) - u(x0) - J  [2 f(s) + 

xo

* 1|] -  «»)

Rozważmy dna przypadki n zależności 
od tego czy b;>0, czy też b<0. Jeże- 
li b > 0 ,  to b = b i u(b)< - | i 
gdy x —  (S, to u(x) y-i (<S) >  0, ist

niałoby więc (3 takie, że b<<S*c<3, uitS1) = 0 i u(x)< 0 w <  b, <3‘). Po
nieważ b>0, to g(x)>0 dla x3*b, a zatem z (10) oraz uwagi 4 wynika,
że w przedziale <b, ¿') jest u(x)«£u(b) - 2 ̂  f(s) ds<u(b)-<-S-, a więc
byłoby u(ó')«i - ^, co sprzeczne Jest z tym, że miało być u (¿') =« 0.

Jeżeli b<0,  to b » 0 i z uwagi na to, że w przedziale <b, 0> jest 
g(x)«0 i M .£>2 (B-3).. ¡g(x)| a y-jUJ^-M, otrzymujemy

x
<u(b) - f [ 2 f(a)   ---- 1 da

l L 2(i - a) J

a atąd

u(0)<u(b) + 2 P(b) + ̂ < 0  gdzie Q - = - | < 1 ,  (11)

bo u(b)«; - | a z uwagi 4 F(b)< p(0) = 0.
W przedziale <0, <5 ) postępujemy jak w poprzednim przypadku i z (11)

otrzymujemy, że w <0, <S') byłoby
x

u W <  u(0) - 2 J  f(s) ds<- | + 2 P(b) + - 2 f(x)< - | (1 -0 ) <  o,
O

bo z uwagi 4 jest P(x) - P(b) > 0  dla X3»b. Zatem i w tym przypadku było
by u(iS)<0, co daje sprzeczność. Oznacza to w szczególności, że y2(/S)<  0» 

W analogiczny sposób, korzystając z uwagi 4, można wykazać istnienie
funkcji u(x) w przedziale (Of, a >  , przy czym y-| (of) 2» 0.
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Oznaczmy przez A i I punkty o współrzędnych odpowiednio [pf, oj f 
[fi>, 62, a przez A^ i B1 punkty o współrzędnych odpowiednio [of, y-j (of)] j 
t/5 * ^ 2 ^ ^  * Wykresy funkcji y* (x), y2<x) w przedziale oraz od
cinki AA.j i B31 tworzą obwód, o którym mowa witwierdzeniu.

Zauważmy, że założenia 1 i 2  Twierdzenia 4 będą w szczególności speł
nione, jeżeli przyjmiemy, że są spełnione założepia Twierdzenia X z £23» 
Wobec tego możemy sformułować następujące twierdzenie.
Twierdzenie B

Jeżeli 1) spełnione są założenia Hipotezy H z pracy 03,

2) lim inf F (x) - lim sup F(x)> - £ > 0, oraz
X—  +00 X—  -00
cych warunków

jeden z następują-

3a) lim sup F(x) - +00 1 lim inf P(x) =2-»’ +00 X -o©

3b) lim sup P (x) » +00 i  G i-oo) * +<x. ,
X -^  +»0

3c) G(+oe) = +00 i lim inf ? (x )  ■ -0» 
X ——- —00

3d) G(+oo) 0 +00 i G (-oo) a +00 ,

to w płaszczyźnie xy istnieje obwód (krzywa Jordana) zawierający we
wnątrz początek układu współrzędnych, przez który trajektorie układu (i) 
nie wychodzą.

Zauważmy jeszcze, że obwód o którym mowa w twierdzeniu 4 czy w twier
dzeniu B może być dowolnie duży, tzn. obejmować dowolnie duży prosto
kąt.

LITERATURA

[13 Flisowski,A.j 0 rozwiązaniach równania Lienarda, Zeszyty Naukowe Poli
techniki Śląskiej, Seria Matematyka-Fizyka - numer bieżący,

[23 Plisowski A.j 0 ograniczoności rozwiązań równania lienerda, Zeszyty 
Naukowe Politechniki Śląskiej, Seria Matematyka-Fizyka - numer bieżący,

OB ACHMUTO TffiECKHX CBOiłCTBAJl PEIHEHKM yPABHEHHH JMEHAPA 

P e 3 b m e

B paSoTe $opMyjizpyBica Teopeua o cyąeciBOBaHHH K o m y p a ,  Hepe3 Koiopaił 
ipaeKTopHH cooiBeTCTByBąefi ypaBHeHum Jlnenapa CHcreMU He buboast. IIpn6aBJiHH 
npesnojiomeHHe, iio Halamo cacieMu He eciŁ lo^Ka npHuaceHHa, H3 npnBe,neHHHx 
leopeii nojiynasTca leopeMH o cymeciBOBaHHH nepHOflHHecicoro pemeHaa.
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ABOUT THE ASYMPTOTIC PROPERTIES OP THE SOLUTIONS OP 
LIENARD* S EQUATION

S u m m a r y
In this paper we formulate a theorem concerning the existence of a pe

riphery, beyond which the trajectories of the system corresponding to Lie- 
nard’s equation, do not go out. Adding the assumption that the beginning 
of the system is not the point of attraction, from the obtained theorems 
we receive a theorem about the existence of periodic solution.


