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0 WJASNOSCIACH ASYMPTOTYCZNYCH ROZWIAZjAN ROWNANIA LIENARDA

Streszczenie. W pracy sformutujemy -twierdzenia dotyczace istnie-
nia obwodu, przez ktéry trajektorie ukdtadu odpowiadajacegd réwnaniu
Lienarda nie wychodzg. Dodajac zatozenie, ze poczatek ukdadu nie
jest punktem przyciggania, otrzymujemy =z uzyskanych twierdzen -
twierdzenia o istnieniu rozwigzania okresowego.

Przeprowadzone rozwazania wigza sie Scisle z wynikami prac [1], [2]- W
zwigazku z tym przyjmujemy, ze czytelnikowi znane sg przyjete tam oznacze-
nia. Numery () - (3 odpowiadaja odpowiednim wzorom z pracy D] » nato-
miast numery (@) - (9 wzorom z pracy [2].-

Zauwazmy, ze niewychodzenie trajektorii uktadu (1) przez obwéd K na
zewngtrz K. jest oczywisci# réwnowazne niewyohodzeniu rozwigzan tego u-
ktadu przez powierzchnie walcowa S o kierownicy K 1 tworzacyoh réwno-
legtych do osi t."

Hipoteza 1
1. Spednione sg zatozenia Hipotezy H z praoy [1],
2. Istnieje limy+ O, - < - K< +o00.
3* Trajektoria uktadu (1) wychodzaca z punktu (0, K) osiaga przy t ros-

nagcym osie °x+* a nastepnie 0Z_.

Warunki wystarczajace dla zachodzenia zatozenia 2Hipotezy 1lpodaje u-
waga 3z pracy [Z], natomiast z rozwazanrozpoczynajacychprace [2] oraz
z uwagi 2 z [2] wynika, ze zatozenie 3 bedzie spednione, gdy sup ?(xX) > K

, - x>0
oraz (lim <kX) m +0© lub [Tim inf P(X) m -00))

X=» —-om X-» -00
Twierdzenie 1

Jezeli speinione sg zatozenia hipotezy 1, to w plaszczyznie xy ist-
nieje obwéd (krzywa .Tordana) zawierajacy wewngtrz poczatek ukdadu wspot-
rzednych, przez ktéry trajektorie ukdadu (1) nie wychodza.

Dowéd
Trajektoria ukdadu (1) wychodzaca z punktu P(0, K osigga dla rosna*
cyoh wartosci t kolejno osie 0 , 0, O i znéw O w  punkcie P-

+ y- - y+
©, K,), przy czym Kj< KO. Trajektoria ta wraz z odcinkiem PP- tworzy szu-
kany obwdd.
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Hipoteza 2

1/ Speinione sa zatozenia Hipotezy H z pracy DI»
Zj Istnieje Llim y” @O, ) *» Ip--Go0 =«
Of—"*—to0

3/ Trajektoria ukdadu (1) przechodzaca przez punkt (0, L), osiaga przy
t rosnacym osie O , O a nastepnie O *
R +

Warunki wystarczajace dla zachodzenia zatozenia 2/Hipotezy 2 podaje
uwaga 3 z [22,natomiast z rozwazan rozpoczynajacych [2] oraz uwagi 2 wy-

nika, zezatozenie 3/bedziespetnione, gdy iInfP(x) < L oraz /lim G(X)>
\ X<0 1z-»+00
m +00 lub lim sup F(x) +00)
X— +00 /

Twierdzenie 2

Jezeli speinione sa zatozenia Hipotezy 2, to w ptaszczyznie x y istnie-
je obwéd (krzywa Jordana), zawierajacy wewngtrz poczatek ukdadu wspodrzed-
nych, przez ktéry trajektorie ukfadu (1) nie wychodza.

Dowé6d

Analogicznie jak w dowodzie Twierdzenia 1 przeprowadzamy przez punkt
(@©, L) trajektorie, ktéra po okrazeniu punktu (0, 0) osiaga ponownie 0$
0 w punkcie potozonym nad punktem (0O, L), stanowiac wraz 2z odpowiednim
odcinkiem osi Oy szukany obwdd.
Hipoteza 3

1. Speinione sa zatozenia Hipotezy H z pracy [1]-

2. Istnieje lim y+ (0, -06 "m K<+oo oraz lim y” (©,0e) - L>-00

3. Trajektoria uktadu (1) przechodzgca przez punkt (0, K) osigaga przy

t rosnacym o$ 0 , a trajektoria przechodzaca przez punkt (0, L),
+

osigga przy t rosngcym o$ ON

Warunki wystarczajace dla zachodzenia zatozenia 2 Hipotezy 3, podaje
uwaga 3 z [2],natomiast zatozenie 3 bedzie speknione, jesli sup P(x) > K
o

1 inf F(x)< L
X< o0

Twierdzenie 3

Jezeli speinione sa zatozenia Hipotezy 3, to w ptaszczyznie x vy
istnieje obwéd (krzywa Jordana), zawierajacy wewnatrz poczatek  ukdadu
wspodrzednych, przez ktory trajektorie ukdadu (1) nie wychodza.
Dowéd

Trajektoria uktadu (1) przechodzgca przez punkt P(0, K) osiaga przy t
rosngcym kolejno osie 0 , Oy , O i znéw Oy w punkcie ©, M) takim,

Kj<K. Trajektoria ta wraz z odcinkiem PP tworzy szukany obwdd.
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Wniosek 1
Jezeli spednione sg zatozenia Hipotezy Hz [i], oraz G(-o0)<c+o»,

sup F(x)>H + 2 G(-00) i lim inf F(X) = -» , to w pkaszczyznie x, y ist-
X >0 X-— - «
nieje obwéd (krzywa Jordana) zawierajacy wewngtrz poczatek ukdadu wspok-

rzednych, przez ktéry trajektorie uktadu (1) nie wychodza.

Uzasadnienie

Wniosek wynika z oszacowania liczby K § K<*KQ - H + 2 (<*>) oraz za-
stosowania spostrzezen uczynionych po Hipotezie 1 do Twierdzenia 1.

W podobny sposdb z oszacowania liczby L t L>Lg « J - 2 y&(+00)" wyni-
kat

Wniosek 2
Jezeli speinione sa zatozenia Hipotezy H z [i] oraz G(+»»)<c+op7

inf F(x)<J - Vg (+=>)“ i lim sup F(xX) m +0«, to w pkaszczyzZnie x y istnie-
X -CO X— +<»0
Je obwéd (krzywa Jordana), zawierajacy wewngtrz poczatek uktadu wspédrzed-

nych, przez ktéry trajektorie uktadu (1) nie wychodza.
Z dwéch powyzszych wnioskédw oraz Twierdzenia 3 wynika

Wniosek 3
Jezeli speinione sg zatozenia Hipotezy 1z [i] oraz G(+gb) <+o00 ,
G(-00)<+00, sup F(x)>H + 2 Yg(-o0) 1 Inf P(xX)< J - 2YG(+-J, tow pha-

X>0 X<O0
szczyznie Xy istnieje obwéd (krzywa Jordana), zawierajacy wewnatrz pocza-

tek uktadu wspétrzednych, przez ktéry trajektorie ukdadu (1) nie wychodza.

Twierdzenie 1 - 3 mozna zastgpi¢ w pewnym stopniu Jednym twierdzeniem,
ktére chociaz rozstrzyga w mniejszej liczbie przypadkéw, to Jednak ma te
zalete, ze w jego sformudowaniu nie wystepuja warunki dotyczace osiagnie-
cia osi 0Og =z punktéw (O, K) i (0, 1) a mianowicie!
Twierdzenie A

Jezelii of) speinione sa zatozenia Twierdzenia | z pracy [Z]], a ponad-

to
® K< +oo Hlub !>m -o.

to w plaszczyznie xy istnieje obwéd (krzywa Jordana), zawierajacy we-
wnatrz poczatek ukdadu wspédrzednych, przez ktéry trajektorie ukdadu @)
nie wychodza.

Z uwagi 3 wynika, ze warunek |5 bedzie spekniony, jezli jest speiniony
jeden z nastepujacych czterech warunkowi

H) G(-oc) < +80,

/) -g(xX)< M . fFX) dla x< - ¢,

M) G(+o0) <+o0o0,

fyY) gx)< M . F() dla X>0,
gdzie U i o pewne liczby dodatnie.
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Przyktad 1
Rozpatrzmy réwnanie Van-der Pola
A
X + (t(xE 1) X + X
PTzy kazdym *>0 dla x<- 2 Jest -g(x)< "j. . fixX) oraz = 4ok,

a wiec spednione sg zatozenia Twierdzenia A. (Poniewaz dla x"»2 zachodzi
g(x;<N e f(x) oraz G(icx») = +«>, wiec rownanie to speknia tez zatoze-
nia twierdzenia 2).

Przyktad 2
Przyjmijmy»
Aj dla -1
X
L9 x2 - 1 dla - 1<x<1
.5 dla 1<x

—* dla x<- 1
g(x) - dla - 1<x<1

dla 1<x

Uktad (1) z tak okreslonymi funkcjami f(x) i g(x) speinia zatozenie Hipo-
tezy H z,D]* Poniewaz H - J « - G(x«0) - wiee z oszacowan

liczb K i L wynika istnienie liczb LO “ “ § ” n £> to
oraz £<”<3 e« Z rozwazan rozpoczynajacych prace [2] wynika, ze cakki

réwnania (2) przechodzace przez punkty (O, K) i (0, I) osiagaja pierwsza
w prawo o$ O_ , druga w lewo o§ 0 ,bo sup P(X) « 4\ a inf P(xX) » -4 t
X+ - X>0 3 Xx<0.

Spednione sg wiec zatozenia wniosku 2, tatwo jednak widadé, ze nie sa
spednione zatozenia twierdzenia A, gdyz z uwagi 1 wynika, ze catki wycho-
dzace w prawo z punktéow (x0, yQ), gdzie x0> 0 i yQ®-7 /" nie osiagaja

osi O i podobnie catki wychodzace w lewo z punktéow (x , 8 ),gdzie 0
+

i yO<- 7 ¢g nie osiaggaja osi OX

Ha koniec podajmy twierdzenie dotyczace przypadku, ktérego; dotyczy
wiekszos¢ prac znanych w literaturze zagadnienia, ktérym sie zajmujemy.
Twierdzenie 4

Jezeli»
1) sa spednione zatozenia Hipotezy H z pracy [17,
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2) trajektorie uktadu @) nawijaja sie dokota poczatku ukdadu,
3 I|m inf F(x) - I|m sup P(x)>£>0,

—*~ +00 X-»- -00
to w ptaszczyznie xy istnieje obwéd (krzywa Jordana), zawierajacy we-
wnatrz poczatek ukdadu wspédrzednych, przez ktéory trajektorie ukdadu (@)
nie wychodza.

Dowéd twierdzenia 4 poprzedzimy dwoma uwagami oraz dwoma lematami.

Uwaga 4
Z zatozenia Hipotezy H 2z [i] wynika ciggtos¢ funkcji P(x),a zzatoze-
nia 3 sformutowanego wyzej twierdzenia istnienie liczb a 1 b, a<btakich,

ze T - P(@) m £ oraz P(x)<P(a) dla x<a i1 FX)>P(b) dla x>b.

Uzasadnienie
Pot6zmy lim inf P(x) =3 , Iim sup F(xX) @of oraz £- => Poniewaz
X— +o00 -0® C
funkcja P(x) jest ciaggta wszed2|e to (©F,/7H)CP(X), gdzie 1« +0«),

a ze ofcoe +i14< R- £e,<£,to wystarczy przyja¢ za a najmniejsza z liczb
u, dla ktérych P(u) =of+ £., a za b najwieksza z tych, dla ktérych P(u)®
- /& . Bedzie a<b, ponadto P(b) - P(a) * /4-of_ 2fcl mf£ oraz P(x)<
P(@) dla x«ca i P(x)>P(b) dla x>b. Poniewaz nie zaktadalismy, ze
(5>0 i aecO, to w ogblnym przypadku liczby a i b moga by¢ tego samego
znaku.

Uwaga 5

Z zatozen Hipotezy H z wynika tez, ze J«E1Im Iinf P(X) oraz
lim sup P(X) < H. X —F—t<>
X-— - oo

Jesli lim inf P(i) = +», a lim sup FX) * - oo , to zatozenie 3 twier-

X-»- +«J X— -o00

dzenia 4 jest speinione przy dowolnym £>0. Za liczby A idf, 0 ktérych mo-
wa w uzasadnieniu uwagi 4,dobieramy woéwczas liczby odpowiednio duze, co
do wartosci bezwzglednej. Podobnie postepujemy, gdy tylko jedna z tych
granic jest niewkasciwa.

Lemat 1

Jezeli funkcje TQ) 1 g(xX) spekniaja w ca, b>, -~«<a< b< +« za-
tozenie 1° Hipotezy H z CI]» a ¥ oznacza dowolng liczbe rzeczywistg do-
datnig, to istnieja rozwigzania réwnania (2), ktére oznaczam symbolami

y+ « y+ (X)), y~ - y“(X) spetniajace w przedzialeca, b> warunki y+ (Q)>-IlI,
y~-(x)c - M,
Dowéd

Zgodnie z wczesniejsza umowag bedziemy rozwigzanie réwnania (2) rozumie-
li w sensie uogélnionym jako rozwigzanie réwnania (2%).

Poniewaz funkcje f(X) i1 g(xX) sa ograniczone wca, b> , to istnieja
liczby dodatnie ce i (h takie, ze wca, b> jJestt -ce«sf(x)<ofi -B<g(x)</4&,
a zatem dla |y|>1 mamy wca, b>-1 fO) - <c(+A,
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Oznaczmy fO - (b - a) . {<*+)® + M + 1. Jezeli to +atwo widac,
ze rozwigzanie réwnania (2) wychodzace z punktu (@, £). speknia warunki
zadane dla y+ (X), a rozwigzanie tego rownania wychodzace z punktu (@, -£),
spednia warunki zadane dla y (X). c.n.d.

Lemat 2

Jezeli jest spednione zatozenie 1° Hipotezy H z f1I], a ponadto jest
P(b) - P(@)> £>0, to dla dowolnego M>0 istniejg rozwigzania y+ Q) 1
y~(x) réwnania (2) okreslone w<a, b> takie, ze

y+ () >11 w<a, b> oraz y+@ - f>y+@®

y“(x)<- M w<a, b> oraz y“@ >y"(b) + F

Dowdd
Pokbézmy 0O = 2plbaj” i obierzmy liczbe E, > M tak, by bydo
I .0>lg(xX)] w <a, b> i potdézmy - (b -2a = (of+t&) tMj + 1~

Rozwigzanie y+(X) rownania (2) wychodzagce w prawo z punktu (@, f),

spetnia w<.a, b> zwiazek y(x) S* i + 1, wobecczego z @) mamy
y+ (b)"~y+(@)i- P(b) + P(@) + (b-a) -0< y+(@ -6 + Ff =y+(@ - f,co dowo-
dzi pierwsza czes¢ lematu 2. Dowdd drugiej czesci lematu jest analogiczny.

Uwaga_6

Rozwigzania y+ () 1 y"(x), o ktdérych mowa w lemacie 2 mozna tak dobrac,
by byt spedniony zwigzek y+ @) + y“(@ - r, gdzie r - dowolna liczba.
Wéwczas bedzie y+ (b) + y*“ (b)st r-fc.

W szczeg6lnosci przy zatozeniach lematu 2, dla dowolnego M>0 mozna do-
bra¢ takie y+(X) i y"IxX), ze beda speknione zwigzki« y+ () > M, y” (X)«E-M
w<a, b> oraz y*(@) + y"(a)>f y+@®) + y’(b)< - Ff.

Podany obecnie dowéd twierdzenia 4.

Obierzmy a i b zgodnie z uwaga 4, a nastepnie przedziat < a, 5>, gdzie
a » min (@ 0), S « max (b, 0). Jest "a<a<b<S. Zgodnie z uwaga 6, dla
kazdego M>0 istnieja rozwigzania réwnania @) y+() i y“ () okreslone
wprzedzialeca, b> takie, zey+(xX)>M i1 y”’()<:-M «<a, b>oraz y+ta)+
y'@-fi1 ytr@ +y*"(b)<-*T.

Zakkadamy, ze liczba U spednia nieréwnos$cé«

M . €>2ib-a) . joix;[ w<a, b> . Oznaczmy przez yl(X) przedtuzenie roz-
wigzania y+ (X) osiggajace w prawo zgodnie z zatozeniem 2 dodatnig czescé

osi  O0X w punkcie B({i, 0) i1 wysycone w lewo w obszarze W + oraz przez

y gW przedhtuzenie rozwigzania y“ (X) wysycone w prawe w obszarze kto-
re zgodnie s zatozeniem 2 osigga w. lewo ujemna czes¢ osi 0" “w{ punkcie

AQF, 0).

Potozmy u(x; » y“ix) + y2VXj. Pokazemy, ze u(x) jest okreslone w przedzia-
le (0i,/5). Jest widoczne, iz przedziat <a, b> zawiera sie w przedziale

(T, £5). Z zatozen twierdzenia wynika, ze w kazdym przedziale skonczonym,

w ktéorym istnieje, jest y2(X) ograniczone od dotu, a wiec u(x) moze nie
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by¢ okreslone w calym przedziale
*h, fi) tylko w tym przypadku, gdy
y2(X) dazy do zera przy Xx dazacym do
¢ » gdzie b<
Funkcja u(x) w przedziale, w kté-
rym Jest okreslona, speknia réwnaniet
X

u®) - u(x0) -J 2 f(s) +

X0

* 111 - «»)

Rozwazmy dna przypadki n zaleznosci
od tego czy b;>0, czy tez b<0. Jeze-
li b>0, to b=b 1 u(b)< -] 1i
gdy x—- @G, to u(x) H(EE> 0, ist-
niatoby wiec @takie, ze b<<S*cG, uits) = 01 u(x)< 0 w < b, <3). Po-
niewaz b>0, tog(x)>0 dlax3*b, a zatem z (10) oraz uwagi 4 wynika,
ze w przedziale <b, ¢7) jest u(X)«Eu(b) - 27~ T(s) ds<u(b)-<-S-, a wiec

bytoby u(6")«i - », co sprzeczne Jest z tym, ze miato by¢ u (") = O.
Jezeli b<0, to b » O 1 z uwagi na to, ze w przedziale <b, 0> jest
g(x)«0 1 M .£>2 (B-3).. g a y-juIr-M, otrzymujemy

X
<u(b) - f[2 f(@) -——— 1 da
1L 2( - aJ
a atad
u(O)<u(b) + 2 P(L) +~ <0 gdzie Q-=-]<1, @
bo u(b)«; - | a z uwagi 4 F(b)< p(0) = 0.

W przedziale <0, ) postepujemy jak w poprzednim przypadku i z (11)
otrzymujemy, ze w <0, <S) bydoby

X
uW < uC) -2 f(s) ds<- | + 2 P(b) + -2 f(x)< -1 @ -0)<o,
0

bo z uwagi 4 jest P(X) - P(b) >0 dla X3»b. Zatem i w tym przypadku by#o-
by u(iS)<0, co daje sprzecznos¢. Oznacza to w szczegdlnosci, ze y2(/S)< O»

W analogiczny sposéb, korzystajac z uwagi 4, mozna wykazac¢ istnienie
funkcji u(x) w przedziale ©F, a> , przy czym y] @PD2» 0.
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Oznaczmy przez A i | punkty o wspédrzednych odpowiednio |[pf, ojf
>, 62, a przez A i Bl punkty o wspéirzednych odpowiednio [of, y§ (@Dl]j
/5 * ~22an * Wykresy funkcji y* (X)), y2<xX) w przedziale oraz od-
cinki Mj 1 B31 tworzg obwdéd, o ktérym mowa witwierdzeniu.

Zauwazmy, ze zatozenia 1 i 2 Twierdzenia 4 beda w szczegdlnosci spel-
nione, jezeli przyjmiemy, ze sa spednione zatozepia Twierdzenia X 2z £23»
Wobec tego mozemy sformutowaé nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie B
Jezeli 1) spednione sg zatozenia Hipotezy H z pracy (03,
2) Lim inf F) - Him sup F()>- £ > 0 oraz jeden z nastepujag-

X— +00 X— -00
cych warunkow

3a) éim sup F(xX) - +oo 1 lim inf P(X)
X

~>»’ +00 -0©
3b) Iim sup P(x) » +00 i Gi-oo) * +X. ,
X - +»0
3c) G(+oe) = +00 i lim inf 2(x) m -0»
X ——00
3d) G(+oo0) 0 +0O i G(-0o0) a +00 ,

to w plaszczyzZznie xy istnieje obwéd (krzywa Jordana) zawierajacy we-
wnatrz poczatek uktadu wspétrzednych, przez ktéry trajektorie ukdadu (i)
nie wychodzg.

Zauwazmy jeszcze, ze obwdéd o ktérym mowa w twierdzeniu 4 czy w twier-
dzeniu B moze by¢ dowolnie duzy, tzn. obejmowa¢ dowolnie duzy prosto-
kat.
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OB ACHMUTOTFFIECKHX CBOHCTBAJl PEIHEHKM yPABHEHHH JMEHAPA

Pe3bme

B paSoTe $opMyjizpyBica Teopeua o cyaeciBOBaHHH Komypa, Hepe3 Koiopait
ipaeKTopHH cooiBeTCTByBaefi ypaBHeHum Jlnenapa CHcreMU He buboast. 11pn6aBJiHH
npesnojiomeHHe, iio Halamo cacieMu He ecit lo”~Ka npHuaceHHa, H3 npnBe,neHHHXx

leopeii nojiynasTca leopeMH o cymeciBOBaHHH nepHOflIHHecicoro pemeHaa.
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ABOUT THE ASYMPTOTIC PROPERTIES OP THE SOLUTIONS OP

LIENARD* S EQUATION

Summary

In this paper we formulate a theorem concerning the existence of a pe-
riphery, beyond which the trajectories of the system corresponding to Lie-
nard’s equation, do not go out. Adding the assumption that the beginning
of the system is not the point of attraction, from the obtained theorems
we receive a theorem about the existence of periodic solution.



