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Streszczenie. W artykule przedstawiono dyskretny model typu ARM A technologicznego 
procesu flotacji rudy cynkowo-otowiowej. Obiektem badań był w ęzeł w zbogacania flotacyj­
nego tej rudy w WPM „Olkusz-Pomorzany” ZGH „Bolesław” . Mierzonymi parametrami pro­
cesu, które wykorzystano w modelowaniu, były zawartości składników użytecznych i tow a­
rzyszących w nadawie oraz w otrzymywanych produktach. Dane pomiarowe pochodziły z 
zainstalowanego w Zakładzie systemu sond rentgenofluorescencyjnych.

ARMA MODEL FOR TECHNOLOGICAL FLOATATION PROCESSES 
OF Zn-Pb ORE

Summ ary. Discrete ARM A-type model for technological floatation process o f  Zn-Pb ore 
was described. The floatation enrichment o f  the ore at WPM „O lkusz-Pom orzany” at ZGH 
„Boleslaw ” was studied. Contents o f  useful and accompanying components in fed material as 
well as in obtained products were determined and then used in modelling. Data were meas­
ured by a system o f  X-ray fluorescent probes installed in the plant.

1. W prowadzenie

Zdecydowaną większość procesów przeróbczych można rozpatrywać jako  dyskretne, gdyż 
jedynym i dostępnymi, charakteryzującymi je  wielkościami są wartości próbek sygnałów 
(produktów procesu) lub też okresowo mierzone wartości parametrów. Wartości te mierzone 
są  w dyskretnych momentach czasu odległych od siebie o okres próbkowania [2,3,4],

Ciągi dyskretnych wartości funkcji, otrzymywane w  wyniku próbkowania w  czasie tej 
funkcji, a więc zbiory obserwacji następujących w czasie, nazywane są  szeregami czasowymi 
[2], Modele szeregów czasowych w dziedzinie czasu są  w ygodną reprezentacją sygnałów 
deterministycznych, jak  i sygnałów losowych, w ystępujących w procesach technologicznych 
przeróbki surowców mineralnych [1,5,6,7,8,9,10,11].
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Losowy stacjonarny ciąg czasowy m ożna uważać za wyjście liniowego, stacjonarnego 
systemu dynamicznego, pobudzanego generującym zakłócenia białym szumem e(i). Dyna­
miczny model takiego ciągu można zapisać następująco [4,11]:

( 1)

gdzie: y (i)  - i-ta próbka ciągu wielkości wyjściowej przyporządkowana dyskretnej chwili 
czasu iT, gdzie 7’jest okresem próbkow ania sygnału, 

h (:~ ] ) - transm itancja operatorowa, dyskretna systemu dynamicznego, 

r -l - operator opóźnienia o jeden okres próbkowania.
Model jes t m odelem ARM A (Auto Regressive M oving Average), jeżeli transm itancja H \z ~ ') 

jes t w ym ierną funkcją operatora z~ ' o sparametryzowanej postaci:

w«X

gdzie: a (z ~] ) i C '(r_ l) są następującymi wielomianami operatora z~' :

A^z ' j = l + £Z]r + '• • + a ^2 * 

c(z  1 )=  1 + ctz 1 + --- + aqz 9

a strukturę modelu określa para (p , q ).
Model ten m ożna opisać równaniem różnicowym:

y(i )  = -  a ty( i  - 1) a py(i  -  p )  + e{i) + cxe(i -  1) +  • ■ ■ + cąe(i -  q) (3)

M ożna w nim wyróżnić część autoregresyjną, czyli będącą w yrażeniem  regresyjnym  w zglę­
dem opóźnionego sygnału wyjściowego y(i  -  j ) , oraz część będącą średnią ruchom ą sygnału 
w ejściowego e(i) dla minionych q chwil czasu -  co tłumaczy nazwę modelu.

2. Opis obiektu badań

Obiektem badań byl w ęzeł flotacyjnego w zbogacania rudy cynkow o-ołow iow ej w  WPM
„Olkusz-Pom orzany” ZGH „Bolesław” [5]. Do w ęzła tego trafia ruda wstępnie wzbogacona 
w  procesach w zbogacania grawitacyjnego w cieczach ciężkich oraz osadzarkach, a następnie
odpow iednio domielona. Badany obiekt tw orzą selektywne flotacje PbS i ZnS w raz z odpo­
w iednim i flotacjami czyszczącym i. Granice, przyjętego do badań i obliczeń obiektu, w yzna­
czają m ierzone param etry procesu. Pomiary realizow ane są  przez funkcjonujący w  zakładzie
system kontroli procesu technologicznego.

M ierzonymi param etrami były zawartości składników użytecznych (Pb, Zn) w nadawach
do poszczególnych flotacji oraz zawartości tych metali w  otrzymywanych produktach końco­
w ych z węzła. M ierzona była też zawartość żelaza w  koncentracie końcowym ZnS. 
W rozpatrywanym przypadku jako produkty końcowe uwzględniono koncentrat końcowy
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Rys. 1. Schem at blokow y badanego węzła technologicznego 
Fig. 1. Block diagram  o f  evaluated technological system s

ZnS oraz odpady końcowe. Produktem końcowym tego w ęzła jest także koncentrat PbS, nie 
jes t on jednak uwzględniony w analizie z uwagi na jego  nieopomiarowanie. Schemat blokowy 
w ęzła w raz z usytuowaniem mierzonych parametrów przedstawiono na rysunku 1, natom iast 
w tablicy 1 podano zestawienie oraz opis tych parametrów.

Tablica 1

Lp. Oznaczenie
zmiennej

Opis zmiennej Jednostka Opis
pomiaru

Sposób
pomiaru

1 jo  ZnS 
P  Pb

Zawartość Pb w  koncentracie ZnS % Pb 15 min C S F - 5

2 n  ZnS
P  Zn

Zawartość Zn w koncentracie ZnS % Zn 15 min CSF -  5

3 Pff Zawartość Fe w koncentracie ZnS % Fe 15 min C S F - 5

4 < s Zawartość Zn w  nadawie flotacji 
głównej ZnS

% Zn 15 min C S F - 3

5 < Zawartość Zn w nadawie flotacji 
głównej PbS

% Zn 15 min C S F - 2

6 K Zawartość Zn w odpadach 
końcowych

% Zn 15 min CSF -  1

7
$ p b

Zawartość Pb w odpadach 
końcowych

% Pb 15 min CSF -  1

8 a nsPb
Zawartość Pb w  nadawie flotacji 
głównej PbS

% Pb 15 min C S F - 2

9 a ZnSu  Pb
Zawartość Pb w nadawie flotacji 
głównej ZnS

% Pb 15 min C S F - 3
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Rys.2. Schem at blokow y obiektu badań 
Fig.2. B łock dragram  o f  studied object

R ysunek 2 przedstaw ia usytuowanie tych zmiennych, z punktu w idzenia roli jak ą  pełn ią w 
stosunku do obiektu. W rozpatrywanym przypadku są one zmiennymi wejściowym i -  w ym u­
szeniami (a )  oraz zmiennymi wyjściowym i (/3 i 3 ) .

W szystkie, w ykorzystane w obliczeniach, wartości zmiennych uzyskano w takich samych 
warunkach pomiarowych. Pomiary te realizowane były przez system rentgeno- 
fluorescencyjnych sond pomiarowych CSF, mierzących zawartości metali bezpośrednio w 
strumieniach materiałowych. W szystkie pomiary realizowane były w 15-minutowym cyklu 
pomiarowym.

3. Określenie modelu

Dla przedstawionych w tablicy 1 zmiennych poszukiwano różnych modeli procesu w e­
dług ogólnych zależności:

A l. P n

>5II

A2. P z f - d n ; ; - ■ A“
A3. nZnS 

P  Zn

A4. &Zn = d « d . < s )
A5. 3  Pb =

Do określenia tych modeli posłużyły dane przem ysłowe, będące ciągami czasowymi 
zm ierzonych wartości poszczególnych param etrów procesu. Do obliczeń przyjęto ciągi za­
w ierające 110 kolejnych pom iarów (27,5 godziny przebiegu procesu) dla każdego z rozpa­
trywanych param etrów. D ługość ciągu podyktowana była pojem nością wykorzystywanego 
programu [3].
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Rys. 3. Z m ienna w ejściow a - CC^S - niefiltrow ana i filtrow ana przy pulsacji odcięcia 0,2 

Fig. 3. Input variable - a^"„S -  filtrated and non-filtrated with cu t-o ff frequency value 0.2
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Rys. 4. Zm ienna w ejściow a - - niefiltrow ana i filtrow ana przy pulsacji odcięcia 0,2

Fig. 4. Input variable - a ™ S - filtrated and non-filtrated with cu t-o ff frequency value 0.2

Poniżej podano procedurę poszukiwania przykładowego modelu, którym byl model A3. 
Określa on zależność zawartości cynku w wyprodukowanym koncentracie cynku od zawarto­
ści tego metalu w nadawach na flotację ZnS i PbS.
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Pierwsza część obliczeń obejm owała analizę danych. N a rysunkach 3 i 4, dla w ykorzy­
stywanego okresu pomiarowego, podano przebiegi czasowe zmiennych niezależnych (wej­
ściowych), a na rysunku 5 przebieg czasowy zmiennej zależnej (wyjście układu). N a rysun­
kach, obok rzeczywistych przebiegów, podano przebiegi przefiltrowane (dla których otrzy­
mano lepszą jakość modelu) przez filtr cyfrowy o tłumienności 40 dB/dek i wprowadzonej pul- 
sacji odcięcia o wartości 0,2. Podana w górnej części rysunku liczba jes t zaobserw ow aną 
w artością m aksym alną analizowanego przebiegu. Rzeczywista wartość param etru, odpow ia­
dająca punktowi wykresu, jes t iloczynem wartości maksymalnej i współrzędnej punktu na osi 
pionowej. Rysunki zaw ierają opisy, w  których dla analizowanych param etrów przed i po fil­
tracji podano wartości średnie i wariancje.

Poszukiwano modelu typu ARM A, w formie rów nania różnicowego, o następującej ogól­
nej postaci [3]:

n m n , .

+ bJiU j { k - i - d j )  (5)
<=l 7=1 /=l

gdzie: y(k) - sygnał określający w yjście modelu, 
u(k) - sygnały wejściowe, 
n - rząd modelu, 
m  - liczba sygnałów wejściowych, 
dj - wartości opóźnienia dla j- teg o  wejścia.

Rys. 5. Z m ienna w yjściow a - P ^ ns  - n iefiltrow ana i filtrow ana przy pulsacji odcięcia 0,2 

Fig. 5. O utput variable - - filtrated and non-filtrated w ith cu t-o ff frequency value 0.2
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Rys. 6. Przebieg w yjścia z m odelu A3 uzyskanego dla zm iennych filtrow anych przy pulsacji odcięcia 0,2 
Fig. 6. O utput values o f  A3 model obtained for variables filtrated w ith cu t-o ff frequency value 0.2

Rysunek 6 przedstawia przebiegi wyjścia według otrzymanego modelu oraz błędu mode­
lu. W opisie rysunku podano parametry modelu oraz wartości w skaźników charakteryzują­
cych jego  postać i jakość. Otrzymany model ARM A jes t modelem drugiego stopnia. M ożna 
go zapisać w  następującej postaci funkcyjnej:

P j nns = 1,8383 f i™  (* - 1 )  -  0,8386 f i™  (k  -  2)

-  0,2162 a f ' ,s (& -1 ) + 0,1588 a f " 0 (A — 2) (6)

+ 0,0670 (k  - 1 )  + 0,0030 a % s (k  -  2)

Wskaźniki modelu m ają wartości: 
w ariancja wyjścia - 2,73 • 103
w ariancja błędu - 1,2 ■ 10 2
współczynnik FPE - 1,42 ■ 10‘2
liczba iteracji - 2

gdzie:
wariancja błędu (¿>2) dotyczy błędu e(k) wyjścia modelu, określonego jako 

e(k)=  y ( k ) ~  y (k ) ,  tzn. będącego różnicą sygnałów wyjściowych: rzeczywistego i obli­
czonego według modelu,
współczynnik FPE  je s t kryterium oceny modelu o postaci:
F p E = N ± p M g >

N - p M
w którym:

N  - liczba wartości sygnałów w yjścia i wejść,
M  - liczba współczynników w modelu, 
p  - liczba całkowita e  <1,5>.
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M ata wartość kryterium jakości F PE  oznacza lepszą jakość modelu, co m ożna osiągnąć przez 
dobór w łaściwych wartości rzędu n modelu. Duże wartości p  w  kryterium dają bardziej 
zw arte modele. D la wartości małych, np. p  = 1, wzrost wartości w skaźnika w zależności od 
liczby współczynników  M  modelu jest dość wolny, co prowadzi do bardziej rozbudowanych 
modeli.

O trzym any przykładowy model A3, przedstawiony równaniem (6), jes t dość dokładnym 
opisem zależności zawartości cynku w w yprodukowanym koncentracie cynku od wartości 
zawartości tego metalu w  nadawach flotacji ZnS i PbS. O jakości otrzym anego modelu 
św iadczą zarów no dość małe wartości wariancji błędu, jak  i kryterium jakości modelu (FPE).

Uzyskany model jes t modelem drugiego rzędu, tzn. uwzględnia pomiary param etrów  do 
chwili k - 2. W idać w nim w yraźną i zdecydow aną zależność autoregresyjną (AR), tzn. zależ­
ność wartości wielkości wyjściowej od wartości tego param etru w pomiarach poprzed­
nich. Siła tej zależności spada dla pomiarów bardziej odległych w czasie. W pływ wielkości 
wejściowej Uy"s na wyjście modelu jes t znaczny i niewiele zm niejszający się dla pomiarów 
wcześniejszych. Zależność ta jes t oczywista, zawartość m etalu w  wyprodukowanym  koncen­
tracie flotacyjnym zależy przede wszystkim od jakości nadawy do flotacji, choć na siłę tej 
zależności ma też wpływ struktura schematu w ęzła tej flotacji.

M inim alny i zanikający dla pom iarów wcześniejszych jes t natom iast w pływ drugiej w iel­
kości w ejściowej -  zawartości cynku w nadawie do flotacji PbS -  na wielkość wyjściową. 
N iew ątpliw ie decyduje o tym oddalenie punktu pomiarowego tego param etru od punktu po­
miaru wielkości wyjściowej. Pomiędzy tymi punktami występuje, zawierający kilka operacji, 
węzeł flotacji PbS.

Struktura uzyskanego modelu oraz jego postać liczbowa pozw alają na prognozow anie, na 
jego podstawie, wartości . N atom iast model nie może być wykorzystywany do sterow a­
nia procesem flotacji. Brak w  nim wielkości w ejściowych sterujących, co jest konsekwencją 
charakteru przyjętych zmiennych i nie wynika z procedury obliczeń oraz postaci otrzymanego 
modelu.

4. Podsum owanie

Biorąc pod uwagę fakt, że przemysłowe dane pomiarowe, odzw ierciedlające parametry 
technologiczne procesów przeróbczych, m ają najczęściej charakter danych dyskretnych, uza­
sadnione jes t modelowanie tych procesów za pom ocą modeli dyskretnych.

Przedstawiony empiryczny model ARM A procesu flotacji rud cynkowo-olowiowych po­
tw ierdza to.

Procesy technologiczne przeróbki kopalin są  już  często w dostatecznym stopniu opomia- 
rowane za pom ocą automatycznej aparatury kontrolno-regulacyjnej, co pozw ala na podjęcie 
prób sterow ania nimi za pom ocą komputerowych systemów sterowania. Budowa tych syste­
mów uzależniona jes t od posiadania modeli m atematycznych opisujących procesy. M odele 
typu dyskretnego są szczególnie przydatne w takich przypadkach.
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Abstract

The flotation enrichment o f the ore at WPM “O lkusz-Pomorzany” ZGH “Bolesław” was 
studied. The discrete ARM A-type model for the technological flotation process o f  Zn-Pb ore 
was described. Contents o f  useful and accompanying components in fed material as well as in 
obtained products were determined and then used in modeling. Data were m easured by a sys­
tem o f X-ray fluorescent probes installed in the plan.

The industrial m easurem ent data, mirroring technological parameters o f  the processing 
processes have most frequently discrete data. Therefore it is justified to use a discrete models 
for modeling these processes. The empirical model ARMA of th e  flo ta tion  p ro cess  o f  z inc- 
lead  ore  confirm s th is sta tem ent.


