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Streszczenie. Praca zawiera przedstawienie kilku empirycznych praw sejsmologii w
terminologii fraktalnej. Wstrzasy sejsmiczne zostaty przedstawione jako zjawisko
multifraktalne. Zostat przedstawiony prosty model zagrozenia sejsmicznego kopalni ztota
Generat Brandt (RPA) reprezentowany przez multiplikatywny generator liczb losowych.
Ponadto przedstawiono nowg metode dyskretyzacji przestrzeni i analizy fraktalne;j.

MULTIFRACTAL MODEL OF ROCK BURSTS.

Summary. Empirical laws in seismology are interpreted from a fractal perspective, and
rock bursts are viewed as a complex multifractal phenomenon. Simple model of rock bursts
on General Brandt Gold Mine (SA) can be generated by a random multiplicative process.
New method of space discretization and fractal analyses is presented.

1. Rozkiady fraktalne w sejsmologii

Wymiar ffaktalny D jest wspdtczynnikiem charakteryzujagcym dowolne zbiory czy
obiekty. Jednak jego uzytecznos¢ przejawia sie dopiero w przypadku zbioréw o nieregularnej,
chaotycznej stmkturze zwanych fraktalami. Pierwsza definicja fraktala pochodzi od
Mandelbrota [1] i oznacza zbiér, ktérego miara Hausdorfa-Besicovitcza jest rézna od
wymiaru topologicznego. Poniewaz miara Hausdorfa-Besicovitcza nie jest tatwa do
obliczenia, pojawito sie kilka uproszczonych sposobéw oceny wymiaru fraktalnego.

Miare podobiefistwa przedstawia wyrazenie =\n(N)/\n(d), gdzie N jest liczbg
podobnych obiektébw o charakterystycznym rozmiarze d. Miarg pojemnosciowg jest

D =In(JV)/In(l/d), przy czym N oznacza minimalng liczbe obiektow o rozmiarze d
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koniecznych do pokrycia badanego zbioru. Miare informacyjng Dj wyraza sie przez

prawdopodobieAstwo pj(d) znalezienia punktu w i-tym sze$cianie o krawedzi d.

A -limJipt(d)Mpl(d))id (1)

Miare korelacyjng Dkor okre$la sie przez catke korelacyjng C (d)~dD" D, gdzie D jest

wymiarem przestrzeni, natomiast

c(@d)=1lim Nyp{liczba par odlegtych o mniej niz d} 2)

Wszystkie miary ffaktalne mozna ujag¢ w jednym wyrazeniu, opisujacym tzw. wymiar

uogolniony Dq

Dla gq=0 Dqjest wymiarem pojemno$ciowym, natomiast dla q=I staje sie wymiarem
informacyjnym, a dla g=2 wymiarem korelacyjnym. W og6lnosci parametr g moze
przyjmowaé dowolne wartosci zaréwno dodatnie, jak i ujemne.

Fraktalem jest z kolei zbior, ktérego liczba elementéw Na o charakterystycznym

wymiarze d podlega relacji

przy czym C jest stata.

Badajac wilasciwosci wstrzasow sejsmicznych badz gérniczych traktujemy je jako punkty
roztozone w tréjwymiarowej przestrzeni, co prowadzi do dwu podstawowych zadan. Pierwsze
z nich polega na takiej dyskretyzacji obszaru aktywnego sejsmicznie, by mozna byto
punktowy zbi6r wstrzagsow traktowa¢ podobnie jak zbiory ciggte. Drugie zadanie sprowadza
sie do okreslenia statystyki wstrzagséw oraz innych parametréw sejsmologicznych.

Najstarsza ze znanych relacji empirycznych [2] opisuje odstepy czasu, w ktérych po
wstrzasie gtdbwnym, majacym najwiekszg energie, nastepuja postwstrzasy o znacznie nizszych
energiach, lecz bardzo grozne z uwagi na to, ze wystepujg one w tym miejscu, gdzie gtéwny

wstrzas juz spowodowat liczne uszkodzenia budynkéw, drég i mostow. Wystarcza teraz
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niewielki wstrzas, aby te, pierwotnie tylko uszkodzone, obiekty ulegly catkowitemu
zniszczeniu. Postwstrzasy sg efektem proceséw relaksacyjnych, przywracajgcych rownowage
w najblizszym otoczeniu ogniska wstrzasu gtdwnego, gdzie nastgpity gwattowne zmiany calej
struktury goérotworu. Warto tu nadmienié¢, ze wstrzas gtéwny zwykle jest poprzedzany serig
matych wstrzaséw zwanych przedwstrzagsami. Wszelkie znane w fizyce procesy relaksacyjne
(np. zanikanie pradu w ukfadzie z cewkga indukcyjng L, opornikiem R i kondensatorem C)
podlegajg prawom eksponencjalnym (prad w ukfadzie LRC zanika eksponencjalnie).
Postwstrzasy opisywane ich liczbg N(t) w przedziale czasu t, jaki uptyngt od momentu

wstrzgsu gtéwnego, opisuje za$ prawo hiperboliczne

©)

Jest to typowa relacja ffaktalna, w ktorej miarg ffaktalngjest D=1. Wspdtczesne badania

sejsmologiczne dowodza, ze prawo to w swej ogolnej postaci lepiej jest zapisa¢ wzorem

Stata K jest tu statg proporcjonalnosci, natomiast parametry c i p [3] sg charakterystyczne
dla poszczegdlnych regiondw sejsmicznych, przy czym, zaleznie od regionu, p zmienia sie od
0.9 do 1.4, natomiast ¢ zawsze jest niewielka liczbg. Z uwagi na to, ze 0>0, zwigzek ten jest
relacjg fraktalngprzynajmniej dla duzych t.

Najpowszechniej znanym doswiadczalnym prawem sejsmologii jest prawo Gutenberga-
Richtera. Liczba wstrzgséw N(>M) o magnitudzie wiekszej od M (pojecie to definiujemy w
nastepnym punkcie: dla ustalenia uwagi mozemy uwazaé, ze magnituda jest logarytmem z

czasu trwania wstrzgsu) podlega relacji

()

w ktdrej a i b sg statymi. Parametr b niezaleznie od obszaru sejsmicznego, dla ktdrego
zostat on wyznaczony, zawsze jest liczbg bardzo bliskg jednosci. Poniewaz magnituda
wstrzagsu M jest proporcjonalna do jego energii E, prawo Gutenberga-Richtera czesto
przedstawia sie w formie log(N)=a-bE. Jesli chcemy uzyska¢ relacje fraktalng, wystarczy

podnies¢ 10 do poteg przedstawionych lewg i prawg strong wyrazenia (2) i (3).
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Jak juz byto wspomniane, postwstrzagsy wystepujg w poblizu ogniska wstrzasu gtdwnego.
Otaczajg one obszar zniszczony wstrzagsem zasadniczym. Wyznaczajac wspotrzedne ognisk
postwstrzagséw dostajemy wiec informacje o rozmiarze S zniszczonego obszaru. Strefa

zniszczona S [3] koreluje z magnituda (energig) wstrzasu zgodnie z wyrazeniem
log(S) =M -3.7 (8)

Po wyeliminowaniu magnitudy M ze wzoréw (7) i (8) i po niewielkich przeksztatceniach

algebraicznych dostaje sie relacje

N(>s)«jr 9)

Liczba wstrzasow N(>S), w ktorych obszar zniszczony jest wiekszy od S, jest odwrotnie
proporcjonalna do wielkos$ci tegoz obszaru w potedze b. Tak wiec rozmiary ognisk wstrzaséw
podlegajg rozktadowi fraktalnemu.

Jesli zbadamy rozklady epicentréow czy hipocentrdw wstrzagsow sejsmicznych [5],
wowczas okaze sie, ze i one sg rozktadami ffaktalnymi. Dla wstrzaséw sejsmicznych z
obszaru Kalifornii ich wymiar fraktalny wynosi D=1.1, a dla wstrzagséw z obszaru Japonii
wymiar fraktalny rozktadu epicentréw wstrzaséw wynosi D=1.3. W odniesieniu do wstrzagséw
wywotanych eksploatacjg gérniczg Domanski [4] stwierdzit, ze dla kopalih wegla wymiar
fraktalny rozktadu epicentrow wstrzagséw zmienia sie¢ w granicach 1.5<D<1.75, a dla kopalh

miedzi 2<D<2.3.

2. Dyskretyzacja obszaru sejsmicznego

Wartoscig funkcji f(r) w zadanym punkcie r0 pewnej w-wymiarowej przestrzeni

wektoréw rT=(r,,r,,...,rw) jest

/(Fo)= /H{r)5{r - O)dr (10)

gdzie: 6(...) oznacza delte Diraca, a catkowanie rozcigga sie na catg przestrzen.
Ten, raczej do$¢ skomplikowany, sposéb obliczania funkcji nie ma praktycznego

znaczenia poza przypadkiem, kiedy sama natura dostarcza informacji o wartosciach funkcji w
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dyskretnych punktach pewnego obszaru, a wiedza, ktéra dysponujemy, jest zbyt uboga dla
podania analitycznej zaleznosci f[r). Z tego rodzaju sytuacjg spotykamy sie badajac
wstrzasy sejsmiczne bgdz gornicze. Pomiary sejsmologiczne pozwalajg na zlokalizowanie
wstrzasu (r0), umozliwiajg wyznaczenie jego momentu sejsmicznego M badZz tensora
momentu sejsmicznego, energii E, objetosci zrédta V itp. Wszystkie wskazane parametry (M,
E, V) przypisujemy punktowi r okreslajac zwiazki funkcyjne M(r), E(r), V{r), ale nie
potrafimy poda¢ postaci tych relacji. Dla ustalenia empirycznych zwigzkéw M, E, V i
uzyskania ewentualnych korelacji z budowa geologiczng czy eksploatacjg gdrnicza musimy
postuzy¢ sie wyrazeniem (10). W pierwszym rzedzie funkcje Diraca 6(...) przedstawimy w

postaci

5(x) = IcirrBS(x,a),

i, 4 FIs@

0 wprzeciwnym wypadku.

Rys. 1. Geometryczna interpretacja funkcji S (x,a)

Fig. 1. Geometrical interpretation of S(x,cr)
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Jak tatwo zauwazyé¢, S “m°0, gdy er-» 0, a catka z S ma statg wartos¢ 1. Granica funkcji

S ma wiec wszystkie witasciwosci delty Diraca. W miejsce wzoru (10) mozna napisac¢

f{ro)=HmJ/(r)S(r,CT)dF,

Y-ra<a,

m - iem
0, wprze¢iwnym wypadku. (12)

f jeslir-rO<a,

AA 0, wprzeciwnym wypadku.

gdzie symbolem / zostata oznaczona $rednia z funkcji f(r) w obszarze |r-ro0|<cr.

Ostatnia z relacji (12) ma prostg, geometryczng interpretacje. Przyjmijmy (rys. 2), ze obszar,

w ktérym poszukujemy empirycznej postaci f, jest szescianem o boku jednostkowym.

Rys. 2. Metoda kodowania
Fig. 2. Coda method

Warto$¢ $rednig poszukiwanej funkcji /@, obliczong na catym obszarze szescianu
jednostkowego, przypisujemy $rodkowi kwadratu r& =(0.5,0.5,0.5). W tym przypadku
cr = 0.5jest btedem, z jakim znamy argument f{r).Nastepnie dzielimy szescian poczatkowy
na osiem réwnych szeScianéw i obliczamy na nich $rednie /' j] przypisujac je
odpowiednio punktom r,,T =(0.25,0.25,0.25), r,” =(0.75,0.25,0.25),...,

r77 = (0.75,0.75,0.75). Na pierwszym kroku podzialu a =0.25. Wskazang konstrukcje
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mozemy kontynuowaé¢ az do uzyskania wymaganej precyzji przedstawienia funkcji f i

dowolnie matej wartosci o.
W ogélnym przypadku przestrzeni w-wymiarowej obszar, do ktérego nalezg wszystkie

warto$ci argumentéw f(r), mozna zamkngé, czasami po dokonaniu odpowiedniej

transformacji zmiennych, w-wymiarowym hipersze$cianem (rzedu 0) o krawedziach dtugosci
d, (=1 w). Kazda z jego osi dzielimy na kt(i=1 w) réwnych czesci uzyskujac
Lx=kxX1...kw hiperszeScianébw rzedu 1 o krawedziach dtugosci i/,/kt(i- 1 w).
Wskazang konstrukcje mozna przedtuza¢ dowolnie dtugo. Na r-tym kroku podziatu uzyskamy
dtugosci bokoéw hiperszescianéw rzedu r réwne d, Ik' [i- 1 w), a wszystkich

elementéw, na jakie zostal podzielony hiperszescian rzedu 0, dostaniemy

Lr= -(k"k2...kwr. Poczynajagc od pewnego rzedu konstrukcji bedg sie pojawiac
hiperszesciany nie zawierajgce ani jednej realizacji funkcji f. Takie puste fragmenty rozktadu

mozemy poming¢ oszczedzajac pamie¢ komputera kosztem komplikacji zapisu struktury

danych.

3. Hierarchiczny model rozktadu wstrzgséw

Mozemy sie spodziewaé, ze skomplikowane oddziatywania wstrzaséw da sie prosto
opisa¢ w ramach hierarchicznej struktury danych. Szeécian nizszego poziomu zawiera
bowiem skondensowang informacje o wstrzasach nalezacych do jego 8 czesci sktadowych.
Jesli wiec istniejg jakie$ korelacje w rozktadzie hipocentrow wstrzagséw, to muszg one
objawi¢ sie na pewnym szczeblu konstrukcji i wystepowaé¢ na wszystkich poziomach
wyzszego stopnia podziatu. Na kazdym stopniu hierarchii (uzupetnienie a) mozemy wpisac
prawdopodobienstwa empiryczne wystapienia wstrzagsu wewnatrz jego o$miu podszescianow.
Utworzg one o$Smiowymiarowe wektory, a suma wszystkich ich sktadowych musi byé réwna
jednosci (przy braku wstrzagsow w jakim$ szescianie pomijamy budowe zwiazanej z nim
gatezi strukturalnej). Poniewaz generujace wstrzasy zjawiska fizyczne winny przebiegac tak
samo na kazdym ze stopni podziatu, mozemy sie spodziewac, ze po uporzadkowaniu i po
obliczeniu $rednich wektorow prawdopodobienstw otrzyma sie skondensowang informacje na
temat rozkladu wstrzagsow, odpowiednig dla kazdego stopnia hierarchii. Badania

przeprowadzone na wstrzgsach z kopalni ztota General Brandt (RPA 1994 r.) doprowadzity
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do zaskakujgco prostych wynikéw. Okazalo sie, ze na zerowym i pierwszym stopniu
hierarchii wszystkie prawdopodobienstwa sa sobie niemal réwne. Konsekwencjg tego faktu
byto przyjecie, ze dla modelu kopalni na dwu pierwszych stopniach podziatu wszystkie
podszesciany sg obsadzone wstrzasami z prawdopodobienstwem 1/8. Na poziomach od 3 do 6
jedynie dwa podszesciany zyskuja prawdopodobiefstwa pojawienia sie¢ wstrzasow istotnie
wieksze od 0. W modelu kopalni przyjeto dla tych pozioméw hierarchi prawdopodobienstwa
0.5 dla dowolnych dwu szescianow struktury i 0 dla pozostatych. Na 7 i 8 stopniu hierarchii
istotnie rézne od zera sgjedynie prawdopodobienstwa w tylko jednym z podszesScianéw. Dla
modelu kopalni przyjeto, ze jest do dowolnie wybrany, jeden z podszescianéw struktury. Dla
tego wybranego elementu prawdopodobieAstwo wystapienia wstrzasu wynosi 1, a dla
pozostatych podsze$cianow prawdopodobienstwa sa zerami. Multifraktalny rozktad
hipocentrow wstrzgséw kopalnianych i modelowych prezentuje rys. 3. Wstrzagsy modelowe

zostaty utworzone w drodze losowania z podanymi uprzednio prawdopodobieAstwami.

eksperyment model

In(d)

Rys. 3. Multifraktalny rozktad hipocentréw wstrzaséw gdrniczych
(kopalnia ztota General Brandt RPA)

Fig. 3. Multifractal distribution of hypocenters of rock bursts (General
Brandt Gold Mine SA)

Sredni wymiar fraktalny wstrzagséw wyznaczony metoda najmniejszych kwadratéw dla
danych eksperymentalnych wynosi Ds=1.18, podczas gdy $redni wymiar fraktalny uzyskany z

modelu wynosi Dsm=1.20. Jednak obserwowana zaleznos¢ jest daleka od fraktalnej.
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W obszarze sejsmicznym mozna wyréznic trzy strefy:

Strefe Zrédta - rozciggajacg sie od 0 do nieco ponad 21 m o wymiarze fraktalnym
zblizonym do 0. Srednica kulistego Zrédta wstrzaséw obliczona ze redniej objetosci pozornej
wynosi 7.2 m, co w przyblizeniu odpowiada $rodkowi tego przedziatu. Uzyskany rezultat
potwierdza wczesniejszarelacje (9).

Strefe klastera wstrzagsow - o rozmiarze okoto 340 m i wymiarze fraktalnym D=0.75.
Wstrzasy odlegte od siebie na nie wiecej niz 340 m moga by¢ wywotane tg sama przyczyna.

Strefe klasterdw - rozciggajacag sie na odlegtosci wieksze od 340 m o wymiarze
fraktalnym 3. Wstrzasy odlegte od siebie o wiecej niz 340 m powstajg na skutek réznych
przyczyn.

Multifraktalny model rozktadu wstrzagséw goérniczych pozwala na szybkie i tatwe
tworzenie niechomeogenicznych fraktali o geometrycznych wiasnos$ciach realnych wstrzgsow
gorniczych. Prostota poszczegblnych fragmentéw tych struktur znacznie utatwia interpretacje
obserwowanych zwigzkéw geometrycznych w rozkiadach wstrzaséw rzeczywistych.
Uzyskane z modelu iloSciowe przedstawienia tych relacji bardzo dobrze aproksymujg
rzeczywistosé.

Uzyta metoda kodowania hipocentrow wstrzasow daje spore oszczednosci pamieci
komputera umozliwiajgc tym samym prace nawet na bardzo duzych zbiorach danych. Metoda
kodowania w naturalny sposéb prowadzi do analizy fraktalnej tworzonych zbioréw liczb
catkowitych, co w poréwnaniu z tradycyjnie stosowanymi metodami znacznie przyspiesza i

utatwia obliczenia.

4. Uzupektnienia

4.1. Hierarchia

Kazdemu fragmentowi struktury danych mozna jednoznacznie przyporzadkowac adres,
bedacy liczbg catkowitg co umozliwia wykonywanie niezbednych operacji matematycznych i
logicznych oraz usprawnia dostep do danych struktury. Hiperszescian rzedu r-1 rozktadamy
na L, hiperszescian6w rzedu r dzielac jego poszczegdlne krawedzie na kj rownych czesci.
Kazdemu fragmentowi podziatu mozna wiec przypisa¢ numery od 0 do kj-1 (i=I,2, ... , w).
Ciag cyfr awaw{...,ai oznaczajagcych numery fragmentéw krawedzi wybranego

hiperszescianu (rys.2) reprezentuje liczbe
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Pr- awn® +awm’+...+almwl (13)

zapisang w uktadzie o podstawie m, gdzie:

m = max{£,, A2, . . (14)

Liczba prjest numerem fragmentu konstrukcji na r-tym (r=1,2,3,...) stopniu podziatu;
mozemy jg uwazac za adres wybranej czesci podziatu na poziomie r odniesiony do znanego

adresu konstrukcji na nizszym poziomie r-1.
Ciag liczb bedacych numerami poszczegélnych fragmentéw na kolejnych

poziomach konstrukcji, mozna z kolei interpretowac jak liczbe zapisang w uktadzie

n=mv (13)

ktorej warto$¢ w uktadzie dziesietnym wynosi

y =$/70+/t,n‘+ ... +/?2y1 (16)

Liczba v oznacza numer i potozenie szeScianu r-tego stopnia w hiperszescianie
podstawowym. Jest to globalny adres wybranego fragmentu konstrukcji opisujacej
hierarchiczne zwigzki geometryczne rozpatrywanego obszaru.

Znajac wspotrzedne r T =(r,,r2,...,) dowolnego punktu mozna teraz przyporzadkowac
im adres y hiperszescianu, ktoérego centrum bedzie przyblizato r z dowolnie ustalong
doktadnoscig a. Wspotrzedne wszystkich punktow nalezacych do wybranego hiperszescianu
(o adresie v) na r-tym stopniu konstrukcji réznig sie od wspotrzednych jego $rodka r nie

wiecej niz o

1CT = ~Amax{ifi /£,'} (i-1,...,w) (17)

co okresla wymagany rzad podziatu R, przy ustalonym systemie cyfr {k,k2,...,X:w}
determinujacych sposéb tworzenia konstrukcji. Dtugosci bokéw hiperszeScianéw na r-tym

etapie konstrukcji oznaczamy symbolicznym wektorem



Multifraktalny model rozktadu wstrzagséw gérniczych 527

Dla wszystkich sktadowych wektora r poszukujemy cyfra,, ,...,awtakich, ze

atd\r) <rts (a, +1)d\n
(19)

gdzie symbolem /mud zostata oznaczona operacja dzielenia modulo.

Zgodnie z (13) mozna teraz obliczy¢ cyfre (¥ stojacg na r-tej pozycji adresu y (16)
wektora r .

Wektor rr roznigcy sie od wektora r nie wiecej niz 0 a (17) mozna obliczy¢ ze znanego
adresu y. W pierwszym etapie obliczen rozktadamy liczbe y zgodnie z (16) na czynniki
Pi,/32,...J3R. Nastepnie kazda z liczb pr rozktadamy na czynniki awr),aHXr),...,a,(").
Wspétrzedne wektora rr sg wspétrzednymi Srodkéw hiperszesScianéw r-tego stopnia

konstrukcji i moga by¢ obliczone ze wzoru

(20)

Przedstawiona reprezentacja wektorow w zastosowaniach sejsmologicznych ma szereg
zalet. Przede wszystkim umozliwia ona operowanie na duzych bazach danych, gdyz znacznie
obniza wymagania co do wielkoSci pamieci operacyjnej komputera. Na zapisanie liczby
rzeczywistej komputer rezerwuje przynajmniej 2 razy wiecej pamieci operacyjnej niz na
liczbe catkowita. Zapisanie wspotrzednych hipocentrum wstrzasu w kodzie catkowitym daje
wiec 6-krotng oszczednos$¢ pamieci.

Inng istotng zaletg prezentowanej metody jest znaczne uproszczenie wielu analiz

statystycznych.

4.2. Analiza fraktalna

Wyrazony w kodzie dziesietnym (16) adres dowolnego wektora w-wymiarowej

przestrzeni ma przedstawienie

r -fin 0+/3In'+...+0mr"' (21)
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A charakterystyczna dtugos¢ krawedzi hiperszescianu wynosi

djk'(i = (22)

Jesli liczby te zalezg od indeksu i osi przyjetego uktadu odniesienia, mozemy zastapic je

wielkoscig

lub innym tego rodzaju wyrazeniem, wigzacym jednoznacznie rzad podziatu r z dtugoscig

bokéw hiperszescianu.

Na r-tym stopniu podziatu dysponujemy zbiorem N rréznych adreséw, a odpowiadajacy
im wymiar charakterystyczny wynosi dr. W wyniku zwezenia wszystkich adreséw (21), na
r-1 stopniu konstrukcji, dostajemy liczbe Nrx<Nr réznych adreséw, powstatych przez
pominiecie ostatniego sktadnika sumy (21). Odpowiada im o dtugos$¢ charakterystyczna dri.

Jesli liczby N rpowiazane saz rozmiarami drrelacjg

Nr=-~, r-0,1,2,. (24)

w ktorej C jest statg proporcjonalnosci, a D statg zwang wymiarem fraktalnym, to

rozpatrywany zbior jest fraktalem.
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Abstract

The spatial distribution of hypocenters and epicenters of earthquakes or rock bursts are
known to be fractal and fractal dimension in several localities have been estimated. The
fractal dimension is a good parameter to characterize the spatial distribution of point sets such
as rock bursts hypocenters, especially the degree of clustering. There are several different
methods to calculate the fractal dimension. The fractal dimensions so far obtained for spatial
distributions of rock bursts differ, and it is difficult to judge whether the difference reflected
the local and temporal change or was merely due different methods or a unique fractal
dimension is not sufficient to characterize so complex dynamical system. In fact, rock bursts
are multifractals and they are characterized by the generalized dimension or by the set of

fractals dimensions. Different areas on seismic fields have different fractal dimensions.



