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ROZWIĄZANIE RÓWNANIA fP = h W GRUPIE BIOEKCDI ZBIORU X

Streszczenie. W pracy podajemy warunek konieczny i wystarczający 
istnienia rozwięzań równania f P j  ■ h w grupie bijekcji zbioru X 
dla p będęcego liczbę pierwszę. Rozwięzanie tego problemu dla 
p = 2 zostało podane przez Donalda Solitara (Kanada) na zebraniu 
PTM w Katowicach w 1975 roku. Pierwsze bardziej ogólne warunki po
daliśmy w [l] . Ogólniejsze rozwięzanie uzyskał Łojasiewicz w [2] .

Wprowadzimy następujęce oznaczenia:

G - grupa wszystkich bijekcji zbioru X,
F, H - podgrupy cykliczne generowane odpowiednio przez elementy f, hsG.
M - zbiór liczb naturalnych różnych od O z dołęczonym elementemX QI

H x . Fx  - orbity punktu x względem naturalnego działania grup H i F na
zbiorze X , 

n(h) « U  "jVlx : IHxl « n j - ,  neM,

ń ( h )  = |-|Vlx : IHx| « nj-|, n e M ,

analogicznie definiujemy n(f) i n(f).
Widzimy, że X - U-£n(h): n e m| . (J |ń(f) : n e mJ-.
Dla krótkości oznaczeń założymy, że każde m e M  dzieli dowolnę liczbę 
kardynalnę nieskończona.
Teraz możemy sformułować
Twierdzenie t

Oeżeli p jest liczbę pierwszę i he G, to zachodzi równoważność

( 3 f e G ) f p ■ h«=> (\/n e h ) p|n ==*> p | n ( h ).

Dowód

Niech dla pewnych f e G  i neM, fP « h  i p/n. Dowiedźmy, że p|n(h). 
Dle n(h) «■ O teza jest trywialna, w przeciwnym wypadku pewien xen(h)DHx. 
Dla pewnego m e M  x należy też do m(f). Rozpatrzymy możliwe przypadki
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la. p/m 1 p f m  , 

lb. P^jm,

2 .  p - f * .
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dowiedziemy, że przypadki la i 2 8? niezgodne z założeniem.
P

1 . Weźmy k takie, by a • pk. Orbita Fx Jest równa Fx « (J H x ^
i»l

gdzie x± » fi-1(x) i wszystkie HXi sę rozłęczne, gdyż jeżeli dla pew
nych i, j(l <  i, J « p). Hxi « Hx. wtedy dla pewnego s e N  hs(xjL) * X y  
Podstawiając h » fp mamy fi_J + 8P(x ) =, x , a ponieważ x e m(f )i pjm więc 
p dzieli sp+i-J, czyli i = J. Z powyższego każda orbita względem F roz
pada się na p orbit względem H, zatem xe k(h), czyli k = n.

la. Gdy p2 i m , wtedy p \ n co sprzeczne z założeniem.
Ib. Gdy p2 |m, to p|n oraz każda orbita względem F leżęca w m(f) 

rozpada się na p orbit względem H, zawartych w n(h). Łatwo zauważyć, 
źe każda orbita HxCn(h) powstaje w taki sposób. W zwięzku z tym p|ń(h).

2. Deżeli p \ m , to istnieję liczby całkowite a i b takie żeap+bm»l. 
Wtedy

f(x) - f8p+b"(x) - f*P(x) - h“ (x).

Gdy y e Fx, to z (l) y « f*(x) ■ h88(x)eHx i na odwrót, Jeżeli y e Hx 
to y « h8(x) o fpB(x) eFx. Widać, że Fx = Hx , czyli m » n co sprzeczne 
z tym, że P-fm.

Udowodnimy teraz twierdzenie w drugę stronę. Zdefiniujemy funkcję f na 
każdym niepustym n(h), ne M. Weźmy takie n, by pjn, wtedy p n(h). Z 
każdej orbity Hx zawartej w n(h) wybieramy po Jednym elemencie i wy
brane elementy ustawmy w różnowartościowy clęg "{xi} • Zdefiniujmy

f (Xĵ ) xl+l Sdy P t i

h(xi+l-p5 9dy p li ‘

Ponieważ każdy x e n(h) należy do pewnego Hx^, to istnieje s(x)ez tekie 
że x b h8^x ^(xi) i kładziemy f(x) ■ h8^x ^f(xi). Widać, że fp (x) • h(x).

Niech teraz p -f n. Wtedy istnieję liczby całkowite e i b takie, że 
sp + bn » 1. Dla x«n(h) zdefiniujemy f(x) « h8 (x). Stwierdzamy, że 
fp(x) m h8p(x) « hap+bn(x) » h(x). Łatwo widać, że tak określona funkcja 
f Jest bijekcję na zbiorze X oraz Jest spełnione fp ■ h. c.b.d.o.
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Rozwiązanie równania fp » h w grupie bl1ekc.1l zbioru X  g

PEffiEHHE yPABHEHHH fP « g B rP y im E  EHEKIBli} HP0H3B0JIbH0r0 MHOHCECIBA 

P e 3 » m e
\B ciaTbe zaeica HeobxozaMoe a zociaToaHoe yczoBae cyneciBOBaHaa pemeHaa 

ypaBHeHHa fP = g b rpynne OzeumiiL, npoHSBoxbHoro uaoxecTBa, rae p - xi>6oe 
npooioe aaczo,

THE SOLVABILITY OF THE EQUATION fP - g IN THE GROUP OF BI3ECTI0NS 
OF ANY SET

S u »1 m a r y

Necessary and sufficient conditions are given for solvability of equa
tion fp - g in the group of bljectlons of any set for a prime p.


