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0 ZASTOSOWANIU METODY FOURIERA DO BADANIA STABILNOSCI
PEWNYCH ROWNAN CZASTKOWYCH

Streszczenie. Praca poswiecona Jest badaniom stabilnosci pewnego
2
réwnania o zmiennych wspétczynnikach postaci 2 “ « Lu + B(t)u + [26 +

St
+ CCt)] |2 + F(t,x) z warunkami u(t,0) » u(t,l) =01 u(0 ,x)«F(yx
u (0,x) = g(x). Poszukujec rozwiezania u(t,x) w przestrzeni Bana-

cha z norme lu(t,x)J” = + utN)dx wykazalismy za pomoce ae-

o
tody Fouriera, ze rozwiezanie istnieje i Jest stabilne w sensie wie-

lu norm, tzn. spedniony Jest warunek

A vV ifl + Jg] + sup Lf(t.,X)]I<£ =*>A lul. < i
£>0 S>0 t t 1

Niech vn(x) i X oznacza odpowiednio funkcje i“wartosci wkasne ope-
ratora L (operator L Jest operatorem rézniczkowym rzedu drugiego) Roz-

wazmy w obszarzefi = [0,1I] x [0,”) roéwnanie rézniczkowepostaci:
2
2-y « Lu + B(t)u + [26 + c(bB)] + F(t,x) (i)
et ot

z warunkami:
u(t,0) « u(t,) » 0, @)
u(0,x) » F(); ut(0,x) = g(x). ®

Zatozenie A

Zat6zmy, ze nastepujece warunki se spednione:

(O) funkcje vn(*) tworze uktad ortonormalny, - »-»;
(i) funkcje f, g, F mozna rozwine¢ w szeregi Tfunkcyjne wg Vn(X)j
(iid) funkcja B(t) jest catkowalna w [0,“>)j

(v.) funkcja C(t) Jest ograniczone.
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Twierdzenie

Oezell zatozenia () - (iv) se spetnione, to rozwigzanie uktadu (1)
(3) istnieje i dane jest w postaci szeregu:

u(t,x) =V Zp(t) Vn(Xx)- (C))
n*l

Oowéd
Podstawiajgc (4) - (1), otrzymamy
Voozp(®) Vo) = g2 (0L YV )+ By Z () V () +
n=1 n=1 n=1
00
+ {26 + C(t) Y tn(t) Vn(x) + F(t,x) (5)
n«l

po wymnozeniu (D) przez VR(x) i scatkowaniu w [0,1]

z (1) =X £.(t) + B(t) zp(t) + [26 + C(1)] Z(t) + Fp(t), (6)

gdzie
1
Fn(t) = iF(t,x) Vn(x)dx.
o
1
Poniewaz ILu(t,x)|2 « | (u2 + u't2)dx: wiec
¢}
1 00 2 r- 2
Iu(e,x)12 . fFL(V Zn() vn(X)) ¢(y Zn(t) Vn(x)) jdx =
o n=I =1

=y K u » 2+ (zn(t>)2].
n«l

Zauwazmy, ze wobec (iv) istnieje stata C taka, ze C(t) ~ C, Zatem

» Yy 2Zn(t)[(26 + C(t))Zn(t) + (*, ¢ B(t)Zn(t) ¢ Fn(t)] € UJji.
n«l

gc = u jest rozwigzaniem (1), "m ktérym C(t) « C.
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Jezeli dla u 1 wu przyjmiemy jednakowe warunki poczetkowe, to

ull2 € lul2. (7)
Uktad (6) dla u ma poetac:
2n(t) ” An2n(t) + + (26 + C)z~(t) + Fn(b). @®)
Oznaczmy Za m 26 +C i przepiszmy (8) w postaci:
(- n  2C*Z°(D, - A_Zn(t) 3 B(t)z (t)+ F (D) ([©)
z warunkiem poczetkowym
1
Zn(0) » fn, gdzie | f(x)vn(x)dx,
0
1
zn”™O0N “ 9n " gdzie gn = | g(xX)Vn (x)dx.
0

Réwnanie charakterystyczne dla (9) ma postac:

a2 - 20ca - A » 0; A t‘¢m? + 4ftn.

Z zatozenia (i) wynika, ze dla s e powyzsza A jest dodatnia
i dla pozostatych A ujemna. Rozwiazania pierwszych k-1 réwnan (9) bede

sie wyrazaty przez funkcje wyktadnicza i ich skonczona suma £ Zn(t)Vn(x)

n=1
moze by¢ odpowiedni? ilos¢ razy rézniczkowana po t i1 x. Z uwagi na
dalsze oszacowania, dla n=k, k+1, ... wezmy rozwiezanie Zn(t) w po-
staci:
.ott 9n af:n  tit
2n(t) " fn e* cO8fSlt + g8in”nt +
i
t t

+m F e“(t-r)sinu (t-r)8(r)z (r)dr + -£a [ eK(t"T)sinu (t-r)p (T)dr,

gdzie
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Stosujac do (10) uogdélniona nieréwnos¢ Gronwalls-Bellmsna i wykonujac o-
czywiste oszacowania mamy:

L
Pn N * “* * ~ |fn| *70;19nl * e“PIFn(t)I A~ * A i B(r)2n(T)\*t
t
[2n{)1 < [fnld * JJ) - /]19n] *y sup|Fn(®]] exp -t jJIB(r)|dr.
<n “n n t rn g

-+

2 (iii) wynika, ze j|IB(T| dr < N, zatem istnieje stata k teka, ze
o

|2, ()< k[Ifn](l * Ji) * -1]gn]| ¢ 8UP |Fn()]] (10%)

niech v (xX)] < kbt wtedy

IV ) 2&t)v%x)|1< k.i ¥’_I12n(t)|1C
n®k n»k

<k ki s, f(ALS)HHl +t |9l +1 T F'®I a

2 przyjetych zatozen wynika zbiezno$¢ jednostajna szeregu po lewej stro-
nie (1).

Przejdziemy do zbadania zbiezno$ci szeregéw reprezentujgcych pochodng.Sze-

reg dla poczawszy od k-tego miejsca ma postac:
w e X znft)vnx) “ x F at fncesy  “ v inmt) 4
n«k n=k L
n2— eat(«sin™nt + "coa"t) e [[e“(t“T)o.sIn¢n (t-r)
0

+ jncoenn(t-T) . B(T)zn(T) + Fn(r)]dr]vn(x).
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Poniewaz

i 9 -*f

|fn («CO3pnt - + -n-y A (asin™t ¢ ~coe”t)]| € A(lgn]| ¢ |[fn]);
t

JJ ekt TA[J- sin(in (t-r) + cosfin(t-T)]J[2n(T)B(r) + F~r)] dr <
0

B[Ifnl (1 + *S} + 7rlgnl + 8“p|Fn(t)I] + 8 8“P|Fn(t)l

gdzie A jest pewne stat?, B wyznaczono z warunku:

t
i e“(t-r™JSi Isin™n (t-r)] + Ilcosu (t-r)] 1Ib() | <€ b
d m

i wykorzystano (10%).
W ten spos6b wykazalismy zbiezno$¢ szeregu W podobny sposéb mozna wy-

kaza¢ zbiezno$¢ szeregu dla a zbiezno¢¢ Lu wynika z przyjetych za-
st

tozen. Zauwazmy, ze:

1
ffn ° | F(X)vp(x)dx
0
Jfn 1N kil FF(xX)vn (x)dxlc kjjj IFQ)l dx S -|[ [ f2 (x)dx+1] - IR + 1.

Przejdziemy do badania stabilnosci rozwiezenia (I) - (3) w sensie wielu
norm [i] -

Twierdzenie

Dezeli spetnione se warunki (i) -(iv) zatozenia A, to rozwiezanie try-

wialne jest stabilne w sensie wielu norm, tzn. sped#niony jest warunek

A VoOUAL * gl + eupl IFCE, )] <6 ="> /A |Iull<£.
6>0 6»0 t t
Dowé6d
Niech n m 1,2, _... k-1. Wtedy ~n(t) spednia réwnanie catkowe.gdzie

"h "Ti“2 * S,

vV » 2 t»n - <- < Kf>m"» - "] etV *
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16
IV 11« <=1*1 * *F Vno»» - * Tl N
0
AB(MII2niT)] * |Fn(r)] )dt
-27n(t-r)
e <1l.
Zetem
le"2fn (t-1Y) m X \ 2 - e-2°n(- DN
w n I
)(t-r) -2"n(t-T) 2 r (atk. )(t-T) (aji )(t-T) }
Xeeewe o *—p— e - e J
_1_ e(«*Mn)(t-r)
2Pn
czyli:
V i «
LIBMII2n (D] * IFn(M]] dt
meny: max @ m Ju |<a zatem z nieréwnosci Gromwella-Bellmana
k»l, ..., N-1

t

*n(t)] « [Clin] + TirIBnl + 8“PIFNn(t)M exF f (bCtt) |d-r
0

1 powyzsza nier6wno$¢ pozwala oszacowa¢ rzed wzrostu |Zn(t)] dla k » 1,2,
eee | T*le

Analogiczne nieréwnos¢ otrzymalismy poprzednio dla k =mn, n + 1,

Zatem dla dowolnego n

I2n(t)l < CI ( Ifnl +i§40nl + #%PIFn(t)I)
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oraz

co wobec warunku (7) dowodzi stabilno$ci rozwiezania u(t,x) i konczy do-
wod twierdzenia.

Uwaga

Ze wzgledu na liniowos¢ uktadu z powyzszych oszacowan wynika roéwniez
Jednoznacznos$¢ rozwiezania uktadu (1) - (3).
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OB nPmaEHEHHH METOM ®rPBB HPH HCCIIEflOBAHHfi yCTOitHHBOCTH
HEKOTOPHX jm~EPEHUIiiAJIbHHX yPABHEHHft C gACTHHMH [IPOH3B0.HHHMH

Pe3» me

B sioit padoie mh H3yaaeM ycioS"iHBOCTL Henoioporo ypaBHeHHH C nepeueHHHIim

KOS~fHAHeHiaMH B BHfleS

= Lu + B(t)u + [26 + C(D)] + F(t,x)

c ycjioBamoi u(t,0) = u(t,l) = 0; u(0,x) m F(x)j ut<0,x) = g(x).
HpH noMOnH MeTOfla $ypBe uu npoaBJiaeM gio peierae .u(x,t) cyaeciByeT k oho
ycTofttiHBo b eMHOjie mhothx Hopu:
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ON APPLICATION FOURIER®"S METHOD TO EXPLORATION STABILITY
OF SOME PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATION

Su*mary
In this paper we investigate stability of the trivial eolution of par-
tial differential equation given in £1 « [0,1] x [0,°°) by:

2
Mj- » Lu + B(t)u ¢ (26 ¢ C(t)) + F(t.x)
St

with initial and boundary conditions.
Vie 6how by Fourier®s method existence, uniqueness and stability solu-

tion th8t boundary - initial problem. Stability criterian in given in sen-

se Mowchan®s definition.



