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Streszczenie. Praca poświęcona Jest badaniom stabilności pewnego
2

równania o zmiennych współczynnikach postaci 2 “ « Lu + B(t)u + [26 +
St

+ CCt)] | 2  + F(t,x) z warunkami u(t,0) » u(t,l) = 0 1  u(0 ,x )«f (y )i
u (0,x) = g(x). Poszukujęc rozwięzania u(t,x) w przestrzeni Bana-

1

cha z normę !u(t,x)J^ = + u't^)dx wykazaliśmy za pomocę ae-
o

tody Fouriera, że rozwięzanie istnieje i Jest stabilne w sensie wie­
lu norm, tzn. spełniony Jest warunek

A  V  ¡f I + |g| + sup 1f(t ,x)||< £ =*> A  lu!. <  i
£ > 0  S> 0 t t 1

Niech Vn (x) i X. oznacza odpowiednio funkcje i'wartości własne ope­
ratora L (operator L Jest operatorem różniczkowym rzędu drugiego) Roz­
ważmy w obszarze fi = [0,l] x [0,”°) równanie różniczkowe postaci:

2
2-y « Lu + B(t)u + [2G + c(t)] + F(t,x) (i)
et 0t

z warunkami:

u ( t ,0) « u(t ,l) » 0, (2)

u(0,x) » f(x); ut(0,x) • g(x). (3)

Założenie A

Załóżmy, że następujęce warunki sę spełnione:

(i) funkcje vn (*) tworzę układ ortonormalny, — ► - » ;
(ii) funkcje f, g, F można rozwinęć w szeregi funkcyjne wg Vn (x)j
(iii) funkcja B(t) jest całkowalna w [0,“ >)j
(iv.) funkcja C(t) jest ograniczone.
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Twierdzenie

Oeżell założenia (ł) - (iv) sę spełnione, to rozwiązanie układu (l) -

(3) istnieje i dane jest w postaci szeregu:

u(t,x) = V  Zp (t) Vn (x). (4)
n*l

Oowćd

Podstawiając (4) - (l), otrzymamy

V  z'(t) V (x ) = V  Z (t)L V (x) + B(t) y  Z (t) V (x) +/ n n ' ■ n n n n
n=l n=l n=l

OO
+ [26 + C(t) y  t  (t ) V (x) + F(t,x) (5)1 / n n

n«l

po wymnożeniu (5 ) przez VR (x) i scałkowaniu w [0,1]

z" (t ) = ■K Z„(t) + B(t) z n(t )  + [26 + C(t)] Z ( t )  + Fn( t ) ,  (6) n n n  n * -  j n n

gdzie

1

Fn (t) ■ ¡F(t,x) Vn (x)dx.
o

1

Ponieważ ILu(t,x)|2 « | (u2 + u't2 )dx: więc 
o

1 OO 2 r- 2
llu(t,x)l2 . f [ ( V  Zn (t) vn (x)) ♦( y  Z n (t) V n (x)) jdx = 

o n=l n=>l

= y K u » 2 + (zn (t>)2].
n«l

Zauważmy, że wobec (iv) istnieje stała C taka, że C(t) ^  C, Zatem

» y 2Zn(t)[(26 + C(t))Zn (t) + (*„ ♦ B(t)Zn (t) ♦ Fn (t)] €  U J j i .  
n«l

gc • u jest rozwiązaniem (l), 'm którym C(t) « C.
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Jeżeli dla u i u przyjmiemy jednakowe warunki poczętkowe, to

Ilu II2 €  Ilu II2 . (7)

Układ (6) dla u ma poetać:

2 n (t) ” An2n (t) + + (26 + C)Z^(t) + Fn (t). (8)

Oznaczmy Za ■ 26 + C i przepiszmy (8) w postaci:

Z*(t) - 2c*Z'(t) - A_Zn (t) = B( t )z (t ) + F (t) (9)n n n n n n

z warunkiem poczętkowym

1
Z n (0) » fn , gdzie | f(x)vn (x)dx,

0

1

zn ^0  ̂ “ 9n ' gdzie gn = | g(x)Vn (x)dx.
o

Równanie charakterystyczne dla (9) ma postać:

2 2 a - 2oca - A. » 0; A  ■* 4<x + 4ftn.

Z założenia (i) wynika, że dla , .... powyższa A  jest dodatnia
i dla pozostałych A. ujemna. Rozwiązania pierwszych k-1 równań (9) będę

k-1
się wyrażały przez funkcję wykładnicza i ich skończona suma £  Zn (t)Vn (x)

n=l
może być odpowiedni? ilość razy różniczkowana po t i x. Z uwagi na 
dalsze oszacowania, dla n = k ,  k + 1 ,  ... weźmy rozwięzanie Z n(t) w po­
staci:

.ott  9n af:n ttt
2n (t) " fn e* c08fS1t + 8in^nt +

i
t t

+ ■—  f e“ (t-r)sinu (t-r)8(r)z (r)dr + -£■ [ eK(t" T)sinu (t-r)p (T)dr,

gdzie
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Stosując do (10) uogólnioną nierówność Gronwalls-Bellmsna i wykonując o- 

czywiste oszacowania mamy:

P n

L

N * “ * * ^  lf nl * 7 i ; l 9nl * •“ P l F n ( t ) l ^ * ^ i  B ( r ) 2 n ( T ) \ * t

t

|2n {*)I <  [łfn l d  * JJ) - / | 9 n | * y  sup|Fn (t)|] exp - Ł  j|B(r)|dr.
<n ' n n t rn o

t
2 (iii) wynika, że j |B(T)| dr < N, zatem istnieje stała k teka, że 

o

|2„(t)|< k [|fn |(l * J£i) * -l|gn| ♦ 8UP |Fn (t)|] (10')

niech |v (x)| <  kŁ wtedy

| V  2 ( t ) v ( x ) |  <  k. V  ¡2 (t)| CI . n n 1 i s- ■ • n 1 
n®k n»k

<k ki S f(11 S )|fnl + t |Snl + 1  T |F"(t)|̂  (11)
n«k

2 przyjętych założeń wynika zbieżność jednostajna szeregu po lewej stro­
nie (ll).
Przejdziemy do zbadania zbieżności szeregów reprezentujących pochodną.Sze­
reg dla począwszy od k-tego miejsca ma postać:

W  ■ X  Z'n{t)Vn (x) “ x f at fn (“ c°8V  “ V in»‘nt) ł 
n«k n=k L

^2— eat(«sin^nt + ^ c o a ^ t )  ♦ [ [e“(t‘T)o.sln(Łn (t-r)
O

+ ¡incoenn(t-T) . B(T)zn(T) + Fn (r)]dr|vn (x).
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Ponieważ

i 9 -*f
|fn («C03pnt - + - n- y -n (asin^t ♦ ^ c o e ^ t ) |  €  A(|gn| ♦ |fn |);

t

j j e<Xkt“ T^[j- sin(in (t-r) + cosfin (t-T)][2n (T)B(r) + F^r)] dr <
O

B [ l f n l (1 + * S } + 7 r l g nl + 8 “ p|F n ( t ) l ]  + 8 8“ P | F n ( t ) l-

gdzie A jest pewne stał?, B wyznaczono z warunku:

t

i e “(t-r^JSi |sin^n (t-r)| + Icosu (t-r)| ] |b(t) | <£ b 

Jo rn

i wykorzystano (10').
W ten sposób wykazaliśmy zbieżność szeregu W podobny sposób można wy­
kazać zbieżność szeregu dla a zbieżnoćć Lu wynika z przyjętych za-

st
łożeń. Zauważmy, ż e :

1

fn ° | f(x)v_(x)dxn
o

Jfn l^ kil ff(x)vn (x)dxlc kjjj |f (x)| dx <S -|[ [ f2 (x)dx+l] - (llf l|2 + l).

Przejdziemy do badania stabilności rozwięzenia (l) - (3) w sensie wielu 
norm [i] .

Twierdzenie

Deżeli spełnione sę warunki (i) -(iv) założenia A, to rozwięzanie try­
wialne jest stabilne w sensie wielu norm, tzn. spełniony jest warunek

A  V  Uf|| * ||g!| + eup||F(t,x)|| < 6  =^> /\ |lull<£.
6 > 0  6»0 t t

Dowód

Niech n ■ 1,2, .... k-1. Wtedy ^ n (t) spełnia równanie całkowe.gdzie

'"n "Ti“ 2 * S,

V »  ■ 2 ^ t » n  - < -  < ” */«>■'» - " J  • ‘‘- V  *
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I V * ! ! «  <=l*„l * * f V n » » - * ’!« ^ i
O

. (|B(r)||2n iT)| * |Fn (r)| )dt

-2^n (t-r) 
e < 1 .

Zet em

|e"2fn (t-'r) m X \ 2. -  e- 2^n(- T)

 w n ^ -------

)(t-r) -2^ n (t- T) 2 r (a+ł. )(t-T) (a-ji )(t-T) }
i X..... ... ■■ *-rr-- e - e J

_1_ e («*Mn )(t- r) 

2 Pn

czyli:

V i «

[|B(T)||2n (r)| * |Fn (r)|] dt

meny: max (l. ■ |u | < a  zatem z nierówności Gromwella-Bellmana
k»l, ... , n-1

t

l * n ( t ) |  «  [ Ć | ł n | + T i^ lB n l  + 8“ P l F n ( t ) M  e xF  f (b Ctt) | d-r
O

1 powyższa nierówność pozwala oszacować rzęd wzrostu |Zn (t)| dla k » 1,2,
• • • | 1̂“ 1 e
Analogicznę nierówność otrzymaliśmy poprzednio dla k =■ n , n + 1,
Zatem dla dowolnego n

l 2 n ( t ) l <  C l ( l f n l  + i r | 0 n l  + # u P l F n ( t ) l )r n t
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oraz

co wobec warunku (7) dowodzi stabilności rozwięzania u(t,x) i kończy do­
wód twierdzenia.

Ze względu na liniowość układu z powyższych oszacowań wynika również 
Jednoznaczność rozwięzania układu (l) - (3).
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OB nPmaEHEHHH METOM ®rPBB HPH HCCJIEflOBAHHfi yCTOiłHHBOCTH 
HEK0T0PHX jm^EPEHUiiAJIbHHX yPABHEHHft C qACTHHMH IIP0H3B0.HHHMH

P e 3 »  m e

B s i o i ł  p a ó o i e  mh H3 y a a e M  y c io S ^ iH B O C T Ł  H e n o i o p o r o  y p a B H e H H H  c n e p e u e H H H im  

K O S ^ fH A H e H ia M H  B B H f le S

Uwaga

= Lu + B(t)u + [26 + C(t)j + F(t,x)

c ycjioBamoi u(t,0) = u(t,l) = O; u(0,x) ■ f(x)j ut<0,x) = g(x).
HpH noMOnH MeTOfla $ypBe uu npoaBJiaeM qio peierae .u(x,t) cyąeciByeT k oho 

ycTofttiHBo b eMHOjie mhothx Hopu:



18 K. Augustynowicz. A. Czech

ON APPLICATION FOURIER'S METHOD TO EXPLORATION STABILITY 

OF SOME PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATION

S u * m a r y

In this paper we investigate stability of the trivial eolution of par­
tial differential equation given in £1 « [0,1] x [ 0,°°) by:

2
Mj- » Lu + B(t)u ♦ (26 ♦ C(t )) + F(t.x)
St

with initial and boundary conditions.
Vie 6how by Fourier's method existence, uniqueness and stability solu­

tion th8t boundary - initial problem. Stability criterian in given in sen­

se Mowchan's definition.


