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Streszczenie. Celem pracy Jest zbadanie stabilności rozwiązania 
pewnego nieliniowego układu równań postaci:

= LQ (t,x)u + F(t,x,u); x = (xłtx2 ,...,xn )

Przy założeniu ||F(t,x,u)I ^  fj(t) + f^Ct) luli2 pokazaliśmy, stosu
jąc lemat Bihariego i operator przejścia 9>(t,T), że rozwiązanie 
jest stabilne. Podobnie w twierdzeniu 2, stabilność rozwiązania wy
nika z przyjętych założeń o funkcji F(t,x,u). Istotność założenia
J^(uLqu + ^  u2 ) d x €  O ilustruje przykład 2 podany po tym twierdze

niu.

Rozważmy układ

- LQ (t,x)u + F(t,x,u) x = (x1 ,...,xn )

u (O , x ) « ę (x') x e ft (1)

u(t ,x)p » O.

określony w walcu ii x[0,°*), gdzie P  jest boczną powierzchnią walca
LQ (t,x) Jest macierzowym operatorem, zawierającym pochodne cząstkowe 
względem x1 ,...,xn . Zakładamy, że układ (l) posiada rozwiązanie.

Lemat

Niech u(t) i  0, f(t) 5> 0 dla u(t) i f ( t ) e C [ t o ,~) i

niech
t

u(t) <  c + j" fCtj) V (u(t1 ))dt1 C > 0  (2)

‘o

VCu) dodatnia, ciągła i niemalejęcs funkcja dla u e (O,*®).



Niech

r dui
X ( u )  « \ ^ T ~ * y  (O <  u <  u)

Jo 1

wtedy, jeśli

t
j" f(t.1 (dt1<  X(u-o) t < ~ ) ,  (3)

*o

to przy t0 <  t <  ~  zachodzi nierówność

u(t )< jj f(t1 ) d t j .  (4)

^ ___________________ _____________ ____________ K ‘ Augustynowicz. A. Czech

*o

gdzie X - 1 (u) Jest funkcję odwrotnę do X(u).
Wykorzystamy szczególny przypadek lematu Bihariego dla V(u) ■ u . Wtedy

(4) ma postać

u(t) «  -------- j - 172

lo

przy założeniu. źe mianownik Jest dodatni.

Założenie A

Niech operator LQ (t,x) będzie generatorem półgrupy operatorów przejś

cia >(t,r) oraz ll*(t,rj)|< 5. Niech także

1 F(t ,x ,u )1 € fjít) + f 2 ( t) Huí2 ,

gdzie fJt f¿ sę funkcjami cięgłyml dodatnimi i całkowalnymi w [O,-).

Definicja 1

Będziemy mówić, że rozwiązanie układu (l) Jest stabilne, Jeżeli

A  A  V  f||i> (*)! + T f j i O d t ] «  6 = ^  i u i < £ -
t>0 É>0 fi> O ¿
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Twierdzenie 1

Niech będzie spełnione założenie.A. Wtedy rozwlęzanie układu (l) Jest 
stabilne w sensie definicji 1.

Dowód

Wykorzystujęc operator 3>(t,f) można układ (l) przedstawić w postaci 
równania całkowego

(5)u (t , x ) » i(t,0)fo (x) + j l(t,r)F(T,x,u(T(x))dr.

o

Przechodzęc do n o m y  i wykorzystujęc założenie A mamy

t t
| u ( t . x ) l  e  II<r0 ( x ) | £  + 5 J  f 1 ( T ) d r  + £ J  f 2 ( T ) | | u ( r , x ) | 2 d r .  (6)

o o
t

Niech c[|»0 (*)l ♦ |  f1 (T)dr] <  przy czym 5.̂  wybierzemy ne tyle
^o

małe, aby 1 - J f2 (T)dr >  ^  dla dowolnego t. Dest to możliwe, po-

o
nieważ funkcja f2 (-t) Jest całkowalna w [0,*°).

Zatem, stosujęc lemat Blhariego

II u || <  j j i  ][? S j • ( 7)

[i - ¿1 | f2 (r)dr]
O

Wybierajęc teraz 6 - min(^2 S± , £ ) otrzymujemy

|| u | <  £ dla t > 0 ,  (7*)

co kończy dowód.
Przykłady oszacowania operatora l1 można znaleźć w pracach Wanga, Ty-

likowskiego i innych. Przyjmowano wtedy, że Lq ':.x) ■ Lq (x ) i otrzymywa

no mocniejsze oszacowanie postaci

I ł(t ,r) | <  C-exp[-f(t-T)] , (85

gdzie 1-| była normę przestrzeni L^.
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Przykład 1 

Niech

,2
t_0 * a(t,x) — g- + b(t,x) -2- * c (t , x ) } ił = [0,l] 

0x

Niech a,b,c będę cięgłymi funkcjami oraz niech

a(t,x)S O; §f 6 c [o.i] *' A  aup[b(t,x) - |f] €  M,

sup c(t,x) Jest funkcję całkowalnę w [O,") względem t 
x

1

|u II2 = j u2 Ct ,x)dx.
o

/

Wtedy wzdłuż rozwięzań naszego równania:

1 1

[a (t,x )
8x

M 2 * 2 j u |y dx «= 2 j [ a(t ,x) 2-JL u + b(t,x)u ff + c(t,x)u2 ]
o o 8x

. 2 .(..,)■(«.,) j ą  |‘ - 2 ] j ą u j ą d x - 2 |  j ą  ją «,
O O

1 1
+ 2 f b(t ,x )u(t ,x) ff dx + 2 f c(t,x)u2 (t,x)dx <

O o

1 1 

<  j [b(t.x) - |f] £  [u2]dx + 2 J c(t.x)u2 (t.x)dx.

Zauważmy, że

J.

j[b(t,x) - ff]-^ [u2 ]dx e Mu2 I1 e  o

dx =

na mocy warunków brzegowych (l). 
Zatem



Scałkujemy powyższą nierówność w przedziale [f,t] . Mamy:

t

||u(t,x)||2 - |u(r,x)||2 ^  2 j" sup c (t1 ,x ) l|u( ,x) ||2 dt^.
r  x

Stosujęc lemat Gronwalla-Bellmana , otrzymujemy

t
Su(t,x)||2 i  || u ( t , x ) ||2 exp[2 j  sup c( t ̂  ,x Jdtj.

r  x

Z kolei

|| u(t ,x) II2 < 1 T>(t ,r)u(r,x)||2 «£ J '»(t ,r) l2l|u(r,x)||2 

Porównując powyższe nierówności, otrzymujemy

CO
J'f(t,r)| ^  exp[2 I" sup c(tj,x)dtJ. 

o x

A więc w tym przypadku

ć = exp( J sup c(tj-,x )dtj . 
o x

I
Twierdzenie 2

Niech' spełnione będę założenia :

J  (uLou + i  u2 )dx $  0- (a)

F2 (t ,x ,u )$ fŁ (t) + f2 (t)u4 (b)

Wtedy, jeżeli IIu||2 « J u 2dx rozwiązanie (l) jest stabilne w sensie de
finicji i. a i

□ owód
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Wprowadzamy funkcjonał

V(t) ■ r I U2dx.
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Mamy

■ f u f r  dx = J"''uL0u + uF (t ,x ,u) )dx<

JtuLou * \ ^  \  F2 (t ,x ,u) )dx C  ę  J  f1 (t)dx ♦ §■ J  f2 (t)u4dx.

Całkujęc poważszę nierówność w przedziale [0,t], mamy:

t t

Vft) - v(o) <  |  volft j" f1 (t1 )dt1 + \  J  f2 (t1 )v2 (t1)dt1.
O o

Ponieważ v(o) = rx )||2 można więc wybrać 6, podobnie jak w dowodzie
i l 2twierdzenia 1. Wybierając 5 = minCY^ Sj, 2 £ ), otrzymamy

B u B <  £ dla t ^ 0 ,

co kończy dowód.

Przykład 2

W twierdzeniu 2 istotne jest założenie (a). Rozpatrzmy operator Lo 
taki. Jak w przykładzie 1. Założenie o całkowalności supc(t,x) zamienimy 
przez założenie: x

c (t ,x ) * j  <  0.

Wtedy
1

j ut-ou + i  u2 )dx <  0. 
o

Uwaga

Wyniki pracy bez większych trudności można uogólnić na przypadek gdy

||F(t.x,u)| €  fj(t) + f2 (t)|u!B . m >  1.
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OB yCTOiiHHBOCTH HEUPEPHBHOli CHCTEMH 
flH^EPEHIBiAJIBHNX yPABHEHHii

P  e 3 h> u e

B s i o a  padOTe uu HCCxe,nyeM ycTogqsiBOCTi. neKOTopofl HexHHeitHoS cucTeMH b 

BHfle: i|H -  LQ( t , x ) u  + F ( t , x , u ) .  IlyoTB F ( t , x , u )  y flO B Jie iB op se i HepaBeHOTBy 
¡ F ( t , x , u ) i  $  f . ( t ) + f  2 ( t ) llu I!2 io r .u a  o noMOHbio j e u a  Enxapn h o n ep a io p a  
n epexo fla  ’i i t . r j  mh npoaBJtseM  m o  pemeniie yeio ftqH B o,

AHaJiora-qHO b TeopeMe 2 ycToitqHBOCTb pemeHHa cxexyeT c ycjiOBHa o5F(t,x,u). 
CyneciBeHHOCTB yoxoBHs j  ̂ U*-0U + \  u2 )dx H3o6paaraBaeT nprnjep 2.

CERTAIN CRITERION OF STABILITY OF NONLINEAR SYSTEM OF EQUATIONS BASED 
ON BIHARY'S LEMMA

S u m m a r y

The aim of this work is to examine the stability of solution of a cer
tain non-linear system of equations in the form: ^  = L (t,x)u + F(t,x,u). 
Under assumption that ||F (t ,x ,u) || $  f ^ t )  + fg (t) flu||2and applying Bihary's 
lemma as well as operator of transition $(t,r), we have proved that the 
solution is stable.

Likewise, in theorem 2 the stability of solution results from assump
tions made about the function F(t,x,u). The signigicance of assumption 
C 1 2(uL^u + ?j- u )dx $  0 is illustrated by example 2 given after this theorem.


