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PEWNA WELASNOSC UOGOLNIONEGO POTENCDALU CIEPLNEGO

I DED ZASTOSOWANIE DO ROZWIAZYWANIA 1 ZADANIA BRZEGOWEGO
DLA ROWNAN TYPU PARABOLICZNEGO

Streszczenie. W pracy podaje sie whkasno$¢ brzegowa uogdlnionego
potencjatu cieplnego

t

V(x-t) - j dr | D2"-1(],T)r(x,t,J3,T)i(JI.T)dSj.
o 0Dg 5

Whasnos¢ ta Jest pewnym uog6lnieniem whasnosci brzegowej potencjatu
cieplnego warstwy podwéjnej [2Z]

lim 1'dr i fCT.f) w(x-"2,t--r)ds< « i i fI,T) +
i *
t>0 5
+ | dr j fOi.r) w(S-T,t-r)ds, .
O N

Whasnos¢é¢ te wykorzystuje sie [2] do rozwigzania pierwszego zadania
Fouriera dla réwnania przewodnictwa. Sformudowang w twierdzeniu wkas-
no$¢ brzegowg mozna zastosowaé przy rozwigzywaniu pierwszego zada-

nia brzegowego dla réwnan czastkowych rzedu 2 m typu paraboliczne-
go, co pokazano w tej pracy.

Rozpatrzmy w obszarze D = Dq x [O0,T], gdzie DqCEn, T
ktad roéwnan postaci

dowolne, u-

-gY » L(x,t,D") u(x,t) + F(x,t) O}
z warunkami

u(x ,0) « F(x) @)

lim u(x,t) » #(x ,©) dla kazdego te[0,Th i x,eBD, ®
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gdzie Lix,t,0 ) operator rézniczkowy wzgledem zmiennych przestrzennych

stopnia k € 2m postaci:

a3k a
L(x,t,D*) P ™ ,t)> ax. .. ax. i.2_...N
J"., M3k Ji J
04 kC 2m
sumowanie rozciaga sie na wszystkie ciggi wskaznikow przyjmuja-
ce wartosci 1,2,...n z powtdérzeniami. Zaktadamy, ze uktad (1) jest para-

boliczny w sensie Pietrowskiego. Przy zatozeniu, ze 3Dgq (brzeg obszaru
0 ) jest sumag powierzchni Lapunowa, wspédczynniki operatora L(x,t,DN)

przy pochodnych stopnia 2® spedniaja warunek Hbldera wzgledem x z wyk#ad-
nikiem o < « < 1, istnieje macierz fundamentalna rozwigzan dla uktadu (I).

Rozwigzania zadania (1) - (3) szukamy w postaci sumy potencjatow

u(x,t) » E drj T(x,t,$,Df($,rd$ +j r(x,t, J,0)<PO)d|

© Oo Do
endr | A (S . ) RO, N, -rdsh @
o} 30
gdzie
r2ml
] Y, ] Ah y 32m 0 cos(L ,nél
Ji%Jom %31 °52mi L2

gdzie n normalna zewnetrzna do 8Dg w punkcie £ (4) spe#nia warunek
poczatkowy, a dla spednienia warunku brzegowego dobierzemy odpowiednio nie-
znang gestos¢ Ji(x,t) wykorzystujac whasnos¢ brzegowg dla potencjatu

t C
V(x,t) = dr J.rr(x,t,3,T)E(5.TASj .
[e] *d N
0
., 1

v(x,0 przy dowolnej ciagtej i ograniczonej funkcji fi(x,t) jest ciagta
dla punktéw wewnetrznych obszaru O. Natomiast wartosci V(X,t) przy x-"-xo

xoe SDo zachowuja sie podobnie Jak pochodna transwersalna potencjatu war-
stwy pojedynczej.



Pewna wtasno$¢ uogdélnionego potencjatu

22

Twierdzenie

Dezeli gestoscé jest ciegta i ograniczona w aDQ x[o< f < t], to

t

Iim V(x,t) =] GeQ>t) + | dr [ Dm™"1 (], r)r(xQ.t,5,nNk.(J,r)ds

X—oX * 5 5

v £fDo o 3Do 5

x%oR ©

0

dla kazdego x , t.

Dowéd

roat,J. ) = Z(x-5,t,],r) +j de Jz(x-y,t,y,6)$ (v.6,J,t)dy

* z(x-j,t,j,r) +z1(x,t,],r),

gdzie Z(x-J,t,]|,r) macierz fundamentalna rozwiezan dla uk#adu parabo-
licznego z operatorem Lq(JHW,D”"B), Kktdry jest czescie gidéwne operatora
L(x,t,D”) z ustalonymi wspétczynnikami (J,r), a < dobrane tak, by '
spedniato uktad (1), zatem

v(x.t) - | dr j D2.-1(S(T) zi~j.t.j.r™ij.rjdt o
0 3D 5 5
0
t
al drj Zj(x ,t,0,r)~({,r)dSj - VQ(x ,t) ¢ vx(x ,ti
ale
t
li»x VI (x,t) « j er 02m-1(5/r) zl (xo .t,],r)fi(S,T)dSE (5)
x7 d° ° abo
Xce
gdyz
1
2m-1i
IDSDxDt 21~ >t»S«r 1 € - n*¥2mk jel +1rT™ exp*

- 2a



Obliczmy 1lim V (x,t). Oznaczajec przez
X~ X0
i
\/(xQ,t) - fdr j J,r) Z(x0-].t,j-Tii(]-t")dSs,
¥ & s

oszacujemy roznice
R = VO(x,t) - Wo(xQ,t),

Dodajac 1 odejmujec do R:

« r

\D¥_1(]|,r)z(xrs.t,s,T)p(xo,r)dS5
3D, I

o—-

dr j D™ -1(J,r)z(xQ1.t,J) ,"c)p(xo,T)dSj i

o 9D 0 1
t
i dr J" 02®'1(5,t)z(x- !, t,f,r) fi(xc,t)dSj;
o 9Do 5
[ dr j d2'-1(] ,r)z(x0-8,t,j,r) p (x0,t)dSE;
0 a0, 5
t
p(xo.t) f dr | D2m-~(J,r )z(x-jJ,t ,x ,r)dSEs
0 8Do J
t
j dr ) DMn_:I({,-r)z(xo- 51t,xo0tr) P (x0,t)ds£:
0 9DO *
t
p(x0.t) J dr j OM"2(i,r)z(x-|,t,xo.r)dsi
6 df

o
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i odpowiednio grupujec, otrzymujemy:

? -3Jj dr fD2m-4(G .,r)z(x-j.,.t,.j,r)[A(8,r) - i(xQ,r] dsf -
Lo 3Do 5

B B TN B ,r)2 (xo-i.t.j,r)[pCi,r) - ~(xo,r)ld"|+

dr j DMI1(i,r)z(x-]|,t.S,r)[(i(x0,T) - fi(x0 ,t)]dSs -

o 30
"o "B (SMz(x0S.HS.N[E(XOr) - pAt)] B *
ix0,t) J dr | D2""-1(j,T)[z(x-s,t>j.t) - 2 (x0-5.t.01,r)]dSs
o 9D

i
p(xo,t) J dr J D2b-1(5 ,T)[z(x- £,t ,xq,J) - Z(x-F .t.z.T~dSj

BD

foQt)) o) Qral(5T)[z(0j, t#or) - z(x-5txQ) & +

8D

lico.o [OF j D1([,0)z(x-j.tix.NdS5HOT J @'-1(5,f)z(xo-J,t xand®

aD 0 3D.

+ Rg(* >0 »*)e

Poniewaz fj(x,t) jJest ciegta, to wszystkie wyrazenia Rj.Rg.-.Rg deze
do zera przy x-— -*0* Rozpatrzmy RA(X,xN,t). Zakdzmy, ze X—»xQ
po normalnej n , zewnetrznej. Niech f >0 dowolnie mate. Oznaczmy,przez 4
teke liczbe, ze°dla |j- xQ]<5 zachodzi Ip(5,r) - p(x0.r)]« £. Oznacz-
my przez S te cze6¢ powierzchni 8Do. ktére lezy wewnetrz kuli K(xQ,5)i
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a przez 6 te czes¢ dDO> ktora lezy wewnetrz kuli K(xg,2fx-x0)). Zak6z-
my, ze 2 |x-xQ|. Catke po powierzchni 3Dg roz4+6é6zmy na sume catek po
powierzchniach 6 , S -6 , 3Dg - S i oszacujemy je

1
J dr jDAm"1 (5,r)z(x-i,t,§,T)I[p(l.r)> px0,N]dsj |

o S
4 c*£ JdS5 J ndlnwT 9xp[-CI(~t*t~ ) 2
0 (t-r) 2"
ds ] ]
o£j Ix ”_r_[_e____ |__.|0L|K|r\]e| (@t« c-Z-

Analogicznie

i *1 Dx'~1(S.t)z(x0-],t,|,NL 5.r) - &Xx0,r)dsjl < c.£.
6] 6

Dla 1 SS-6 mamy \ |xg-11 Ix-\ |€ 8§ [XQ-i |-

A zatem
t
J dr/°?"“<1[2C*-1.t.|,t) - Z(x0-S,t.J3,r)][4(5,r) . (U(xo .r)]ds,
o) S-e
1
b 2m-1
< c.£ h i n+2m-1+« exp(-cl t<__p ij v
0 s“6 (t-r) 2m
t C
cC c.t : C x”xo0
I dr] === n&Zm-Het ep
o S-6 (t-r) 2B

Analogicznie

1J dr i DTB“1(5-r)[z(x-J.t.],r)-2 (x0-5.t,j,r)][ ~"(s-r) _ rCxo,r)] dsf«

0 900—5

~0(5) Ix-Xaq
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A zatem |(Rx)l « c.f przy matych K*-*0)] . czyli dezy do zera przy
| (x-xQ)] — 0. Rozpatrzmy R_(x,xo0,t). Niech \ bedzie take liczba,
przy jt-r] < i mamy |p(x,t) - ji(x ,t)] «f

ze

-T
i dr JrD|m-1(|,r)[z(x-g,t(g,r) - z(xo-j,t,g.r)][,u(x0 ,-r) - M(xq,t)]dSj <
D 3 £

ecfl) |x-xcl|“

P 1>x0.r) - ~x0,01dr J D70 2[z(x-9.t, j.r) - z(x0-8 ,t,j.r)] O]«

—*1

ef[idd ] R E |epH J26-) +

*<p (t-r) 2

exp —| dr«

1 n+2m-1
t-7 (£.T) 2m

dsi

«c.F

Jf 1 K J

Analogicznie jak przy oszacowaniu RL

|f dr J D2%-1[z(x-|.t.f.r) - z(xo-i.t.3,r)][/i(x0.T)]-[ii(x0,t)]d

«c.f.

Zjtem R2- -0 przy x— xQ.

Podobnie wykorzystujac wkasnosci macierzy fundamentalnej dowodzi

sie, ze
R3" R4~ R5-~° przv. x-~ V
Oszacujemy Rg. W tym celu rozpatrzmy:
Jar | @->(S,r)2(,.i.,,,,r'dS .jarJAr-~M .r) ads.
o SB ° ®0Ji— Jam 1 20
= f dr i_ az™x~£it d] « lim FfZ(x-1,t ,x,r)dg - _f Z(x-{ ,t,x,0)d5.

P B I
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Analogicznie dla:

| dr £ z(xo0-j,t,xo,T)dsr
o aoo

A zaten

R6 “ H(O»[NiB J Z(x-J,t,x,r)dSj - J Z(x-3,t,x,0)dE -
r "t D D
- o o

- lim J Z(x0-],t,x0,r)d5 + J z(x0-1ft,xo0 ,0)dfl =

T~~t Dg °8

- (o ,v). ][ z(xo-],t,xo,0)df - J Z(x- ] ,t,x,0)d5]+

+ lim 1 Z(x-J,t ,x,r)dj - lim f z(x -f,t,x ,t-)d$L
r-i £ r—t Q J
o (o]

Pierwszy sktadnik dezy do zera przy x-— xQ, natomiast

fi dla xeD
JZ(x-8.t x,Dd]
e b, A odla xeEn - Q

T—t q
o

lim ] z(x0-5,t.x0,r)ds5 = \] Z(y,t,x0 ,t)dy,

E

n
gdzie E* pédprzestrzed, ktorej piaszczyzna brzegowa przechodzi przez
poczetek ukdtadu wspodrzednych. Ale ta catka jest rowna potowie catki po
catej przestrzeni En, gdyz funkcja podcatkowa jest parzysta ze wzgledu na
zmienne y, czyli

lim J z(xo0-S.t,xo.r)d? -
T—t n
Do

Zatem Rg~ \ u(x0>t) przy x->xQ i R-— |]-u(xo>t) przy x- xQ. Bio-
rejc pod uwage (5) 1 oznaczenie R, otrzymujemy:
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X e a°o
X0 6 K
7 .
[ti(xQ.©) + j dr f D2'_1($.r) rI(xO>t,i,r) fiij.-ridSe.
0 BDO X

Tym samym udowodniono twierdzenie, ale przy x-— X po normalnej zewnetrz-
nej w punkcie xQ.
Analogicznie jak w klasycznej teorii potencjatu mozna udowodnié¢, ze ta
wkasnos¢é brzegowa zachodzi przy dowolnym dezeniu Xx do xo*
Wykorzystujec te wkasnos¢ dla (1) - (3) otrzymujemy, zefi(x,t) ma sped-
nia¢ uktad réwnaé¢ catkowych Volterrny 11 rodzaju

t
ft(x0,t) + 2 j dr ( ,r) P(xQ,t,J,T) A.TjdSj - 2v(x0,t) -
o eo 5
o
®)
z
- 23 dr fr(xO0,t,], T)f(],r)d? - 2 f Rx0,t,8,r,0)y(J)dJ.

0 o [¢)

o 0

Poniewaz Jedro réwnania (6) spednia nieréwnosc

[[*B-+({,r) r(xO,t,f,r)] e ~dR -Clx* 00 -, O <F<i

o stabych osobliwosciach, wiec istnieje [3] jedyne rozwiezanie réwnania
(6) w postaci:

1
- -3 dr jM(xo,t,g,r)G(],r)d] + G(xo.t).

gdzie jedro rozwiezujece jest sume jeder iterowanych
co

M(x0 ,t.F.F) » Nk(x0 ,t,§,r) Nl - N . 2D27,-ir(x0.t.J,T)
k*>I
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Nk+1(x0 ,t,j,r) -J d« j N(xO0.t,Q0,<x)Nk (§1«,j,r)d/3
- 30O
t
G(x ,t) - 2v(x,t) - 2 Jer T(x, t.S,r)f(].r)d] - 2 J T(x ,t ,§.0) P (])d§
o) Dg B
Podana w#asnos¢ brzegowa dla potencjatu warstwy podwdjnej jest roéwniez

prawdziwa dla obszaréw niewalcowych i moze byé¢ wykorzystana do badania
rozwigzania roéwnania (1) w obszarze ograniczonym obszarem Bgq na hiper-
ptaszczyznie t -« O irozmaitosci?S w poédprzestrzeni o < t< ~ z wa-

runkiem brzegowym

lim u(x,t) » V(xQ,t) dla kazdego t
X— X,,
Xt B®

xoe OBt

gdzie Bf « D fi (t - t). SBf - S n (t =T).
Rozwigzania tego zadania mozna szuka¢ w postaci

t
= JdrJ P (x,t,j,n)FCE,nNdf + j P(x,t,j,0)f(8)dj +
0 Bf bq

Flard BR-XE,rir (ot i) fi |

3BfF

gdzie dS® to element powierzchni SBj-, a [i(£,T77) odpowiednio dobrana

funkcja okreslona na S( * Sn -fo< T < tj..

Uwaga

W przypadku, gdy rozpatrujemy zewnetrzne zadanie brzegowe (I)
t
limA V(x,t) - - | Je@o,t) +Jd dr J DA_1(],t) r (xo,t,].r) fi(J,r) dSj
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HEKOTQPCE CBOi4CTBO TEIWOBOrO OEOEIEEHHOrO nOTEHUJLUIA
OEro nPHWEHEHHE K PEHIEHHIDHEPBQit KPAEBOB 3AJUHH
yPABHEHHM 11APABOJIHOECKOrO TiUIA CTEIIEHH 2*

Peswme

B STO» pafioie mu aoKa3ajtH HesoTopoe rpaHH"jHoe CBoaciBO o0OoémeHHoro no-

TeHiuaasa
t
vV(x,t) =J drlJ Dbp~o-1(].T) T(x,t ,§,r) n(i.DdSj.
0 300 1

3to OBOficiBO aBzaeiCH hskotophm 00600neHiieM CBoaciBa [2]

t t
lin idtJFh.T) JL- w(x—-i,t-r)ds,= i | F( )+ Ikt t) ~-w(]-~,t-r)dST
o S o S -

t>o0

3to CBoaciBO {2] npHMeHSHO k pemeHHB nepBoa KpaeBoH 3aflaga ana ypaBHeHHg
lenJionpoBOFIHOCih .

CERTAIN QUALITY OF THE GENERALIZED THEMAL POTENTIAL
OF DOUBLE SHELL AND ITS APPLICATION TO THE SOLUTION
OF 13t BOUNDARY PROBLEM FOR EQUATIONS OF PARABOLIC TYPE

Sunnary
In the paper was given the boundary property of the generalized ther-
aial potential

t
v(x,t) » I"'drJ Dj""1(1E)YHx ,t,|,r) p.(|,T)dSj
O 300

This quality is the same as boundary property of the thernal potential
of double shell [2]

t Tt
lira f drif (y.v) Jj- w(x-Y,t-r)ds,- i |f (£.r)*fir ff(7,r) JLwCi-i.t-rids,
%% 0 s I's -

This property we nake use [2} for solving jhe Ist Fourier. Problen for

the conductivity aquations.
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The purpose of this paper is to use this boundary property to the so-
lution of the Ist boundary problem for partial differential equation of

2m order of parabolic type.



