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PEWNA WŁASNOŚĆ UOGÓLNIONEGO POTENCDAŁU CIEPLNEGO 
I DED ZASTOSOWANIE DO ROZWIĄZYWANIA I ZADANIA BRZEGOWEGO 
DLA RÓWNAŃ TYPU PARABOLICZNEGO

Streszczenie. W pracy podaje się własność brzegową uogólnionego 
potencjału cieplnego

t
V(x.t) - j dr | D2"-1 (|,T)r(x,t,J,T)ij( J.T)dSj.

o 0Dq 5

Własność ta Jest pewnym uogólnieniem własności brzegowej potencjału 
cieplnego warstwy podwójnej [2]

lim i" dr i fĆT.f) w(x-'2,t--r)dS< « i i  f(J,T) +
i i  *t > O ° 5

+ | dr j fOi.r) w(S-T,t-r)dS,.
O ^

Własność tę wykorzystuje się [2] do rozwiązania pierwszego zadania 
Fouriera dla równania przewodnictwa. Sformułowaną w twierdzeniu włas
ność brzegową można zastosować przy rozwiązywaniu pierwszego zada
nia brzegowego dla równań cząstkowych rzędu 2 m typu paraboliczne
go, co pokazano w tej pracy.

i

Rozpatrzmy w obszarze D = Dq x [0,T], gdzie Dq C En , T dowolne, u- 
kład równań postaci

•gY » L(x,t,D^) u(x , t) + f(x,t) (l)

z warunkami

u(x ,o ) « f(x) (2 )

lim u(x,t) » ł(x ,t) dla każdego t e [0,Tl i x e BDJ O O (3)
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gdzie Lix,t,0 ) operator różniczkowy względem zmiennych przestrzennych 
stopnia k €  2 m postaci:

L(x,t,D*)
Jl'., M 3 k 
0 4  kC 2m

3l’" 3k, •>AK/i ( X , t ) ax, ... ax. 
Ji Jl

i .2 ... .N

sumowanie rozciąga się na wszystkie ciągi wskaźników przyjmują
ce wartości 1,2,...n z powtórzeniami. Zakładamy, że układ (l) jest para
boliczny w sensie Pietrowskiego. Przy założeniu, że 3Dq (brzeg obszaru 
0 ) jest sumą powierzchni Lapunowa, współczynniki operatora L(x,t,D^)
przy pochodnych stopnia 2 ® spełniają warunek Hbldera względem x z wykład
nikiem o <  « < 1 , istnieje macierz fundamentalna rozwiązań dla układu (l).

Rozwiązania zadania (l) - (3) szukamy w postaci sumy potencjałów

i
u(x,t) » [ dr j T(x , t , $,T)f ( $,r)d$ + j r(x,t, J,0)<P(S)d| 

° Óo Do

♦ ^ dr | ^ ( S . t ) r(x,t.j,r)(i(J,-r)dS^ ,
o 30

gdzie

V  Ah y 32 m r,2m-l
i i 8t . . ..0,,
Jl* '*J2m S31 5J2m-l

cos(L ,n{ ), ■>2m Ł

(4)

gdzie n normalna zewnętrzna do 8Dq w  punkcie £ (4) spełnia warunek 
początkowy, a dla spełnienia warunku brzegowego dobierzemy odpowiednio nie
znaną gęstość Ji(x,t) wykorzystując własność brzegową dla potencjału

t (
V(x,t) = j  dr j* j,r)r(x,t,J,T)(ł( 5,T)dSj ,

o *d ^O
. • , ,1
v(x , 0  przy dowolnej ciągłej i ograniczonej funkcji fi(x,t) jest ciągła 
dla punktów wewnętrznych obszaru O. Natomiast wartości V(x,t) przy x-^-xo 
xo e SDo zachowują się podobnie Jak pochodna transwersalna potencjału war
stwy pojedynczej.
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Twierdzenie
Deżeli gęstość jest cięgła i ograniczona w aDQ x [o <  f  <  t] , to

t
lim V(x,t) = |  (i(xQ>t) + | dr [ D^m' 1 ( | , r ) r  (xQ , t , 5,r)|».( J ,r)dS
X —•» X * 5v f D o o 3Do 5O p. Ox « D .O

dla każdego x , t.

'5

Dowód

r (x,t , J.t) = Z(x-5,t,|,r) + j de J z(x-y,t,y,6 )$ (y ,6 , J,t )dy

* z (x -j,t ,j ,r )  + z1'(x,t,|,r),

gdzie Z(x-J,t,|,r) macierz fundamentalna rozwięzań dla układu parabo
licznego z operatorem Lq ( J I-r,D^B ), który jest częścię głównę operatora 
L(x,t,D^) z ustalonymi współczynnikami (J ,r), a <{) dobrane tak, by f" 
spełniało układ (l), zatem

v ( x . t )  -  |  dr  j  D2. - l ( S ( T )  z i ^ j . t . j . r ^ i j . r j d Ł  ♦
O 3D 5 5O

t
4 J dr j Z j ( x  ,t, J  , r ) ^ ( {  , r ) d S j  -  VQ(x ,t) ♦ v± (x ,t i

ale
t

l i » x  V 1 (x,t) « j  dr j 02m-l(5/r) zl (xo .t,|,r)fi(S,T)dSE (5)

x 7 d ° ° aD0
xoe §Do

gdyż

lDSDxD t 2 1 ^x >t »S«r l̂ € . n*2mk jel + I r T ^  exp‘
' 2a

_1_
2 m-i



Obliczmy lim V (x,t). Oznaczajęc przez 
x~ xo

i
(xQ ,t) - f dr j J ,r) Z(x0-|.t,j.T)ii(|.t')dSs ,

'r. ai-| SV
O 90o

oszacujemy różnicę

R = V0 (x,t) - Wo (xQ ,t),

Dodając i odejmujęc do R:

« r
j  \ D “̂_1( | , r ) z ( x r5.t , 5 ,T)p(xo ,r)dS5
O 3D I O

i  dr  j D^b - 1 ( J , r  ) z ( x Q- 1 . t , J  ,'c)p(xo , T )dSj  i

o 9D 1O

t
i" dr J" o2® '1 ( 5 , t ) z ( x -  ! , t , f , r )  fi ( x c , t  )dS j ; 
o 9Do 5

[  dr j  d2" - 1 (|  , r ) z ( x 0- § , t , j , r )  p ( x0 , t ) d S £ ; 

o ao„  5O

t
p (xo . t )  f  dr |  D2m-^ ( J ,r  )z(x-j J , t ,x  , r  )dS£ s

o 8D J O

j  dr  J  D^n_: l ( { , - r ) z ( x o- 5, t , x o ł r )  P ( x0 , t ) d s £ :
o 9D *O

t

p ( x0 . t )  J  dr j  0^“ " 1( i , r ) z ( x - | , t , x o . r ) d s i

t

6 dfio
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i odpowiednio grupujęc, otrzymujemy:

? - j j  dr f D2 m - ł (5 ,r )z(x- j , t , j ,r)[ fi( § ,r) - ¡i (xQ ,r)] ds£ - 
Lo 3Do 5

" i *■_! “t" ,r)2 (xo-i.t.j,r)[p(i,r) - ^(xo , r ) ] d ^ | +

dr j D^"1‘1 (i,r)z(x-|,t.S,r)[(i(x0 ,T) - fi(x0 ,t)]dSs -
o 30

t
i dr i D2"“1 1"'o 3Dq T| (S.T)z(x0-S.tłS.r)[f,(x0.r) - p^.t)] dSj j  *

t
ii(x0 ,t) J  dr |  D2"'-1 (j,T)[z(x-s,t> j.t) - 2 (x0- 5 .t.l,r)]dSs

o 9D

i
p(xo ,t) J  dr J  D2b-1(5 ,T )[z(x- £,t ,x q , J ) - Z(x-f .t.ż.T^dSj

BD

|ł(x0.t)J dr J 02ra-1( 5,T)[z(x0-j,t#xo>r) - z(x-5, t ,xQ ,r)] dSj +
o 8D

+ |i(x0 .t)
t r r[dr j D2n’-1(|,r)z(x-j.tfx.r)dS5-jdT J 02"-1( 5 ,f)z(xo- J ,t ,x0.r)d̂
O 9D O 3D.

+ Rg(* >x0 »*)•

Ponieważ fj(x,t) jest cięgła, to wszystkie wyrażenia Rj.Rg.-.Rg dężę 
do zera przy x— - *0* Rozpatrzmy R^(x,x^,t). Załóżmy, że x—»xQ
po normalnej n , zewnętrznej. Niech f > 0  dowolnie małe. Oznaczmy,przez 4 
tekę liczbę, że°dla |j- xQ| < 5  zachodzi |p(5 ,r) - p(x0 .r)|« £. Oznacz
my przez S tę częóć powierzchni 8Do . które leży wewnętrz kuli K(xQ ,5)i



32 B. Janiec

a przez 6 tę część dD0> która leży wewnętrz kuli K(xq ,2fx-xo)). Załóż
my, że 2 |x-xQ| . Całkę po powierzchni 3Dq rozłóżmy na sumę całek po 
powierzchniach 6 , S -6 , 3Dq - S i oszacujemy je

l
J dr j D ^ m" 1 ( 5 ,r)z(x-i,t,j,T)[p(|,r)’- p (x0 ,r)] dSj |
o S

4 c *£ JdS5 J   nłlńwT 9xp[~Cl(~t':'t ~ ) 26 o (t-r) 2"

dS
•£f  r r  e  k r  i dst « c-ź-J |x -  ||- - - - - - - - - I- - I n - l  J 5'o* e

Analogicznie

|j * 1  Dx",~1 ( S.t)z(x0- |,t, |,r)[ 5 ,r) - (4(x0 ,r)]dSj| <  c.£.
O 6

Dla ! SS - 6  mamy \ | x q- | | |x- \ | €  §  | XQ-i | .
A zatem

t
J dr/ ° ? " ‘1[2C*-l.t.|,t’) - Z(xo-S,t.J,r)][/u(5,r) . (U(xo .r)]dS,
o S-e

<  c.£ n+2 m-l+«

C c.t

h  i ___
0 s“6 (t-r) 2m

i drJ

exp(-c1 <=ń
i2m

t-r

_1__
2m-l

‘j v

t , C*
C x”xo---- n+źm-lłet exp

o S-6 (t-r) 2B

Analogicznie

|j dr i  DTB‘1(5.'r )[z(x-J.t.|,r)-2 (x0-5.t,j,r)][ ^(s.r) _ r Cxo ,r)] dSf «
O 90 -SO

^ o ( 5 )  |x -X q
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A zatem | (Rx )| «  c.f przy małych K*-*0 )| . czyli dęży do zera przy 
|(x-xQ )| —  O. Rozpatrzmy R_(x,xo ,t). Niech \ będzie takę liczba, że 
przy jt-r| <  ’i mamy |p(x,t) - jj(x ,t )| « f

t-Ti rd r  J D | m - 1( | , r ) [ z ( x - g , t ( g , r )  -  z ( x o - j , t , g . r ) ] [ , u ( x o ,-r) -  ^ ( x q  ,t )]dSj < •
D 3D £o

e c f 1! )  |x -x c |“

|J | > ( x0 . r )  -  ^ ( x0 , t ) ] d r  J D^0,- 1[ z ( x - g , t ,  j . r )  -  z ( x 0- §  , t , j.r)] dSj | «
t-*!

e£[ i ds! J  i n E I expH J2̂6~) +n+2 m
6 *“ł (t-r) 2"

i dsi I n+2m-l 
t- 7  (t_T) 2 m

exp -c| lXn-if
i2m 2m-l

o-»l f  
t-t I

dr«

«c.f
J f I K J

Analogicznie jak przy oszacowaniu R Ł

|f dr J D2* - 1[ z ( x - | . t . f  , r )  -  z ( x o- i . t . J , r ) ] [ /i ( x0 . T ) ] - [ ii ( x0 , t ) ] d ^

« c.f.

Zjtem R2— - 0  przy x — xQ.
Podobnie wykorzystując własności macierzy fundamentalnej dowodzi się, że
R3' R4 ’ R5- ~ °  przV x ~  V  
Oszacujemy Rg . W tym celu rozpatrzmy:

o SD
Jar |  02 - > ( S,r )2 ( , . i . , , , ,r !d S . j a r J ^ r - ^ M . r )  dS.

‘ ° ®0Ji— Jam 1 20

= f dr i az^x~£it d| « lim f Z(x-I,t ,x,r)dg - f Z(x-{ ,t ,x,o)d5.
¿ i *  i
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Analogicznie dla:

t
| dr £  z(xo-j,t,xo,T)dsr
o aoo

A zaten

R6 “ łŁ(*0 »t )[liB J Z(x-J,t,x,r)dSj - J  Z(x-J,t,x,o)d£ -
r_"t D Do o

- lim J  Z(x0-|,t,x0 ,r)d5 + J  z(x0- ! ft,xo ,o)dfl =
T ~~t D„ °n o o

- (ł(xo ,t).|[J z(xo-|,t,xo ,o)df - J  Z(x- | ,t ,x ,o )d 5 j  +

+ lim I Z(x-J,t ,x,r )dj - lim f Z(x -f,t,x ,t-)d$L
r -1  £ r —t Q J

o o

Pierwszy składnik dęży do zera przy x —  xQ , natomiast

fi dla x e D
lim j Z(x-§,t ,x,T)d| 
tv-t iVr̂ t D I O dla x e En - DO ^ o

lim j Z(x0-5,t.x0 ,r)d5 = J| Z(y,t,x0 ,t)dy,
T— t  q E *

o n

gdzie E *  półprzestrzeó, której płaszczyzna brzegowa przechodzi przez 
poczętek układu współrzędnych. Ale ta całka jest równa połowie całki po 
całej przestrzeni E n , gdyż funkcja podcałkowa jest parzysta ze względu na 
zmiennę y, czyli

lim J z(xo-S.t,xo .r)d? -T—»t n
D o

Zatem R g ~  \ u(x0 >t) przy x — > xQ i R — |-u(xo>t) przy x —  xQ. Bio-
ręjc pod uwagę (5) i oznaczenie R, otrzymujemy:
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x e a°o
xo 6 K

Z '
| ł i ( x Q .t) + j  dr  f  D2" _1( $ . r )  r l ( x0>t , i , r )  f i i j . - r J d S ę .

O 6D X
o

Tym samym udowodniono twierdzenie, ale przy x— x po normalnej zewnętrz
nej w punkcie xQ.

Analogicznie jak w klasycznej teorii potencjału można udowodnić, że ta 
własność brzegowa zachodzi przy dowolnym dężeniu x do xo *

Wykorzystujęc tę własność dla (l) - (3) otrzymujemy, że£i(x,t) ma speł
niać układ równać całkowych Volterrny II rodzaju

i t
f t (x0 , t )  + 2 j  dr ( , r )  P ( x Q, t , J , T )  fl ( f  . T j d S j  -  2V ( x0 , t )  -

o eo 5 o
(6)

z

- 2  J  dr f  r ( x 0 , t , | , T ) f ( | , r ) d ?  -  2  f  R x 0 , t , § , r , o ) y ( J ) d J .
O o oo 0

Ponieważ Jędro równania (6 ) spełnia nierówność

|[^B- ł ({,r) r(x0,t ,f ,r)|  ę  . - el PL - C.Lx.^ .l !J  -,. 0 <fL<i

o słabych osobliwościach, więc istnieje [3] jedyne rozwięzanie równania 
(6 ) w postaci:

i
- -j dr jM(xo ,t,g,r)G(|,r)d| + G(xo .t

gdzie jędro rozwięzujęce jest sumę jęder iterowanych

).

CO
M(x0 ,t.f.f) » N k(x0 ,t,§,r) N 1 - N . 2D2 ’,-ir ( x 0 .t.J,T)

k*>l
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Nk+1(x0 ,t,j,r) - J  d« j N(x0 .t,(9,<x)Nk ((iI«,j,r)d/3
r- 30O

t
G(x , t ) - 2V(x,t) - 2 J dr J T(x, t.S,r)f(|,r)d| - 2 J  T(x ,t ,§.o) SP (|)d§ .

o D„ D„o o

Podana własność brzegowa dla potencjału warstwy podwójnej jest również 
prawdziwa dla obszarów niewalcowych i może być wykorzystana do badania
rozwiązania równania (l) w obszarze ograniczonym obszarem Bq na hiper-
płaszczyźnie t • 0 i rozmaitości? S w półprzestrzeni o <  t <  ~  z wa
runkiem brzegowym

lim u(x,t) » V(xQ ,t) dla każdego t 
x— x„
X Ł B°
xoe 0Bt

gdzie Bf • D fi (t • t). SBf - S n (t = T ) .
Rozwiązania tego zadania można szukać w postaci

t
= j dr J  P  (x,t,j,r)f( §,r)df + j P(x,t, j,o)f( §)dj +

O Bf b q

t
+ J dr J  D̂”-1(f,rjr(x,t, j,r) fi( |.r)dŝ ,

O 3Bf 5

gdzie dS^ to element powierzchni SBj-, a |ii( £,T') odpowiednio dobrana 
funkcja określona na S( * S n  -£o < T  < tj..

Uwaga
W przypadku, gdy rozpatrujemy zewnętrzne zadanie brzegowe (l) .

t
l im^ V (x , t ) -  -  |  |«.(xo , t )  + J dr J  D ^ _1( | , t )  r  ( x o , t , | , r )  fi( J , r )  dSj  .
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H E K 0T 0P 0E  C B O i ł C T B O  T E I W O B O r O  O E O E I Ę E H H O r O  n O T E H U J Ł U I A
0 E r o  n P H M E H E H H E  K  P E H I E H H10 H E P B Q i t  K P A E B O B  3A J U H H

yPABHEHHM IlAPABOJIH0ECKOrO TiUIA CTEIIEHH 2*

P e 3 w m e

B  STO» pafioie m u  aoKa3ajtH HesoTopoe rpaHH^jHoe CBoaciBO oÓoómeHHoro no- 
TeHiuaasa

t
V(x,t) = J  dr J  D^0-1(|,T) T(x,t ,§,r) n( i.DdSj.

O 3D0 1
3t o OBOficiBO aBzaeiCH h s k o t o p h m  oóoOneHiieM CBoaciBa [2] 

t t
lin idtJfh.T) JL- w(x--i,t-r)ds,= i |  f (5 ,•£-)+(*: Jkt.t) ^-w(|-^,t-r)dST 

o S o S 't > o

3to CBoaciBO {2] npHMeHSHO k pemeHHB nepBoa KpaeBoH 3aflaqa ana ypaBHeHHg
1 enJionpoBOflHO cih .

CERTAIN QUALITY OF THE GENERALIZED THEMAL POTENTIAL 
OF DOUBLE SHELL AND ITS APPLICATION TO THE SOLUTION 
OF I3t BOUNDARY PROBLEM FOR EQUATIONS OF PARABOLIC TYPE

S u n n a r y
In the paper was given the 

aial potential
t

v( x , t ) » I" dr J  
O 300

This quality is the same as boundary property of the thernal potential 
of double shell [2]

t t
lira f dr if (y.v) J j -  w (x-Y ,t-r)ds,- i  | f  ( £ . r ) * f i r  ff (7 ,r )  JL w C i-i.t-r Jd s ,
■X-,'S o s  I s  ~t > o v

This property we nake use [2} for solving jhe Ist Fourier. Problen for 
the conductivity aquations.

boundary property of the generalized ther-

Dj"'1 (I ,'E') H x  ,t  , |  ,r )  p. ( |,T)dSj
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The purpose of this paper is to use this boundary property to the so
lution of the Ist boundary problem for partial differential equation of 
2m order of parabolic type.


