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Streszczenie. Celea niniejszej pracy jest rozszerzenie aetody i 
wyników zawartych w pracy [if , I.E. Bazilewlcza, dotyczących funk
cji jednolistnych, na klasę funkcji p-listnych.

Niech S oznacza klasę funkcji 
P

f(z) - zp ♦ cp+1 zp+1 ♦ cp+2 zp+2 + ... (1)

regularnych i p-listnych w kole |z| <  1.
Korzystajęc z badanego przez K. Koseki [2] odpowiedniego równania L8w- 

nera dla funkcji f E Sp oraz pewnego lematu wariacyjnego I.E. Bazilewi- 

cza wyznaczymy zbiory wszystkich punktów 0i8p+2'0  ̂ 1 lCp+l|‘
Jcp+2|), przyporzędkowane funkcjom klasy Sp .
d o ł ó ż m y  cp+1 « ap+1 ♦ i bpł l. cp+2 - ap+2 ♦ i bp+2 a następnie przy

porządkujmy kaZdej funkcji f(z) 6 Sp odpowiednio punkty M (ap+1 •°:,p+2 ’° ̂

1 P( |Cp+ll' lCp + 2 p *
K. Koseki w pracy [2] badał pewnę klasę L funkcji p-listnych zdefi- 

niowanę następująco: Funkcja t(x) należy do L, jeżeli f(z) • g(z,o), 
gdzie g(z,t) jest rozwiązaniem równania

<2 >

spełniającym warunek

g(z.t0 ) - zp ,

gdzie k(t) - e1^  i 9(t) Jest funkcją rzeczywistą przedziałami ciąg
łą w <o, tc >  1 wykazał, że klasa tych funkcji jest gęsta w klasie Sp.

Współczynniki °p+i 1 cp+2 funkcji f(z) » epto f(z), gdzie fCz) €L, 
wyrażają się wzorami
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P+2

cp+1 = -2p J  e_t k(t)dt
O

♦ apCfM-i)^ e“ 1'k(t )dtj -2p j  e~Zt k2 (t)dt.

(3)

zaś ich części rzeczywiste i urojone, odpowiednio wzorami

e“ Ł cos Q(t)dt, bp+1 » -2p f e-t sin Q(t)dtl

P+2 ^  (ap+l * bp+i5 - 2p / e_2t C08 2 Q(t)dt (4)

bP+2 ■ ^jr ap+i bp+i -2 p /  e'2t 8in 2 Q(t)dt
o

Powyższe wzory łatwo otrzymać z równania (2).
Niech Y będzie rodzinę funkcji y(t) = e-t cos Q( t) ,-e-t< y (  t ) < e - * , 

majęcych w o «  t -c «o co najwyżej skoóczonę ilość punktów niecięgłości 
pierwszego rodzaju. I.E. Bazylewicz £lj wykazał następujęce lematy:

Lemat 1

Spośród wszystkich funkcji y(t) 6 Y  spełniających warunek

j  y(t(dt = CQ ■ const*.

funkcja, dla której całka

oo
j y2 (t )dt

osięga najaniejszę wartość, ma postać
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przy czym s jest stał« tak dobrana, by również

oe
(t)dt • cQ .

Lemat 2

W rodzinie funkcji y 6Y spełniających warunek

/
s~ cos Q(t) ■ cQ ,

naj mniej sza wartość całki j  o cos Q(t)dt nia ulegnie zelanie przy
o

dodatkowy« warunku

oe
j  e_t sin Q(t)dt » o.

Twierdzenie 1

W klasie funkcji f £ Sp największa wartość ap+2 - ap+2 (ap+1> Pr2Y 
-ustalonym ap+1 z przedziału <5-2p , 2p >  wyraża się w postaci paraaetrycz- 

nej równościami

-a , ■ 2p(l+8) e 8p+1

a 0 - ^  a2 , - 2p(l+2s) e"2s ♦ p.p+2 2p p+1 r

Równości te eę spełnione tylko dla funkcji

o t < e+ -te” cos Q(t) ».

(5)

i przy tym bp+1 - bp+2 - o.

Dowód

Zauważmy, że wystarczy rozpatrywać »p+1 tylko w przedziale o, 2p 

dług wzoru

•p+1 ’ 2p /  •"* c08 Q((t)dt,
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ponieważ zamieniając we wzorach (4) Q na Q + 3T . ap+i zamieni się na
-a crzv czvm a „ nie ulegnie zmianie. Deżeli następnie we wzorach

p+1 r 1 1 P+2 2
(4) zamienimy cos 2 Q na 2 cos Q - 1, wówczas znalezienie najwięk
szej wartości a . przy ustalonym ap+i sprowadza się do wyznaczenia 
największej wartości prawej strony nierówności

8p+2 " %  iap+1 - bp+i) ' 4P i S'2t C°s2 Q(t)dt + P (6>

przy warunku
oo
f e_t cos Q(t)dt » const.
o

Prawa strona (6) osięgnie swoję największą wartość wtedy, gdy bf}+1 « o 

oraz, gdy całka J e~2t cos“1 Q(t)dt będzie najmniejsza. Z lematów 1 1 2
o i

wynika, że wówczas funkcję ekstremalną jest funkcja postaci

e-3 , o 4  t <  6

e_ t , s e t  <oe>

gdzie s Jest stałę zależną od ap+1- leżeli teraz obliczymy dla tej funk

cji 8p+i 1 ap+2 ‘ bp+l “ t0 otrzymamy równości (5), zaś przez od
powiednie podzielenie przedziału < o , = ® )  na dwie części, w których funkcja 

Q (t ) ma przeciwne znaki otrzymamy, że bp+i “ bp+2 " 0 -R*wnanie (5) okreś
la linię ciągłą w płaszczyźnie (8p+i ‘ ep+2 *̂

Twierdzenie 2

Deżeli bp+i “ to w klasie Sp najmniejsza wartość ap+2 - ap+2^ap+l^ 

przy ustalonym 8p+1 z przedziału <C-2p, 2p>- wyraża się równaniem

iii ■ ■?•> - '• (7)

przy czym wartość ta Jest osiągnięta tylko dla takiej funkcji Q(t). która
przyjmuje tylko dwie wartości o 13T.

Dowód

Dla bp+1 = o wzór (6) przyjmuje poeteć

ap+2 “ ^5p 8p+i “ 4 p /  e_2t 0082 + P. (8)



Obszar współczynników początkowych funkcji.. 43

z którego wynika, że przy ap+i “ conet.-, ap+2 t>?dzie najmniejsze wów-

T -2t 2czas, gdy całka J e~ cos Q(t)dt osiągnie największą wartość. Oednak- 
o

że największa wartość tej całki noże być osiągnięta tylko wtedy, gdy
2

cos Q u l ,  tj. dla <2 = o,ST. Zauważmy następnie, że jeżeli Q = o,ST to 

bp+1 = bp+2 ' °* 2a^ 8p+l BOŻe przyjmować wszystkie wartości z prze
działu < - 2 p , 2p>. Stąd i wobec (8) otrzymamy równahie (7) twierdzenia.

Twierdzenie 3

W klasie funkcji Sp , krzywe (5) i (7) ograniczają w płaszczyźnie (ep+1, 

ap+2) obszar zawierający wszystkie punkty M (®p+ 1-°; ap+2 ’°^ przyporządko
wane odpowiednim funkcjom klasy Sp.

Dowód

Z twierdzenia 1 wynika, że spośród krzywych e-t cos Q(t)gY, krzywa, 

dla której przy ap+i = const, ap+2. “ ®p+2 "a P°staa

gdzie 2p J  ye dt - ap+1 i bp+1-- o, (9)

zaś z twierdzenia 2 przy tych samych warunkach ap+2 * ap+2 J est osiągnię
te dla krzywej

o •= t <  s,
1 (lO)

-e_t , sx c  t co» .

Spośród krzywych rodziny Y konstruujemy teraz funkcje

Vl (t)
e- 8 , o i  t ę  j
e_t , s -= t «£ s.
-e-t , s, -c tCoo

spełniającą warunki

2p J Yl(t)dt - ap+1 i bp+1 = o.
O

Deżeli s = o, to pokrywa się z krzywą (10), a z krzywą (9) Jeżeli
Sj =oo. Zmieniając teraz w sposób ciągły od wartości, dla której s=o,

do Sj = oo, zachowując warunek ap+i ■ const., wtedy ap+2 będzie 
też zmieniać w sposób ciągły od ap+2 do ap+2• o11?11 Jui wynika, że obszar 
ograniczony krzywymi (5 ) 1 (7) zawiera wszystkie punkty M (ap+i>°i ap+2’°^*
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Twierdzenie 4

Oeżeli funkcja

f(z) - zp + cp+1 Zp+1 + cp+2 Zp+2 ♦ ... 

należy do klaay Sp , to

|°p+21 <  P (2P+1)-

Funkcjami ekstremalnymi sę funkcje postaci

,P

(1 1 )

f (z )
' 7TT17?*' I*1“ -

Dowód

Zadanie sprowadza się do wyznaczenia max |cp+2| * N^e P0,,nlaJ82a3$c °~ 

gólnoścl możemy przyjęć, że |cp+2j “ ap+2 1 WÓWC28S

max “ Bax an.5'
f 6S I P+2I f 6 S n P+2 

P P

Ponieważ równości (5) w twierdzeniu 1 zachodzę bez żadnych ograniczeń na

bp „ -  “ W

“ 5„ *»*2

a po wyrugowaniu z (5) ap+j

|c , | <  max (2p e"2*|(p+l)s2 + 2p a + p | + p). 
I P+ ' O <  8 <oo

Ponieważ

d "a
-g|ii - -4 p(p+l )a e-9 (s ♦ £=i)

dla każdego s >■ o, więc ap+2^9  ̂ »alęga swoje maksimum dla s » o, skęd 
Już wynika

|CP+2| <  P(2P+1)« 

tj. nierówność ( 1 1 ) twierdzenia.
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Nierówność (ll) Jest znanym oszacowaniem współczynnika cp+2 ' Jakie u- 
zyskał I.A. Denkins dla funkcji średnio p-listnych.

Twierdzenie 5

W klasie funkcji Sp największa wartość jcp+2j - lcp»2] M CP+lP* 
przy ustalonym |cp+1| z przedziału c o , 2p>, Jest określona parametrycznie 

w postaci

!cp + l| ' 2 P (l + #)e‘

|Cp+21 ( p p e l p  ■ %  |Cp+l|‘ - 2p(l+2s)e-^8 *
-2s

(12)

przy czvm równości te sę zrealizowane dla funkcji

e-t cos Q(t) ■ -
t <oo

Dowód

Stosujęc przekształcenie e"ioff(z eł0f) moZemy uzyskać |cp^2 | * apł2 1 
zatem znalezienie |cp+2| (Jcp+1|  ̂ sprowadza się do wyznaczenia

W M ’
wobec tego kłedęc w (6) bp + 1 « |cp+l| " ap+l* otrzYBaKY

ap+2 * %  (2 V i  - | V i | 2) " 4p /  e‘2t cos2 Q(t)dt + p -
(13)

ZauwaZmy następnie. Ze Jeżeli^ ap+i “ eonat. <  |cp+l|2, t0 w "Y*1 leaatu 

1 najmniejsza wartość całki /  e"2t cos2 Q(t)dt, bez dodatkowych ograni

czeń na funkcje y(t) « e-t cos Q(t), Jeat osięgnięta dla funkcji

e-t coe Q(t)
o «£ t <. a

a <  t <oo

(14)

natomiast warunek lcp+1l » const. ^bp+i >  BOia tylko zmniejszyć zbiór
dopuszczalnych funkcji y £ Y, a więc zwiększyć kres dolny całki
OO

/
cos2 Q(t)dt. Obliczajęc dis funkcji (14) prawę stronę (13), otrzy-

o
mamy

* 8 (2 aU - j v r } - 2p(i-2) e 8 ♦p < v i  ( | W
| V i ł  ■

(15)
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1 dla wyznaczenia |cp+2| ( |cp+1| ) = ap+2 ( |cp+1|) przy warunku ap+1«|cp+1| = 
= const., wystarczy znaleźć maksimum lewej strony (15) względem ie 1|. 
Połóżmy

9 ( | V i | ) (2 V I  - |cP+i| 2) - 2 p(1 + 2 s)e'2s + p

|ap+l| " 2P(l+s>e'8 -

Ponieważ s >  o i

) la
_ds
3
-ir 08

s tęd i

- d|Jap^ !} = di— t  - --A j-A .e:2ii(p.̂„)s,P.) . 4p-s((p+1)s+pn >  
I p+l| I p+ll - 2 p s e ^ '

ds

więc max g( jap+1j ) jest osięgriięte, gdy |ap+1| = |cp+l|
p p * a  « i°p*i|

wobec (15; otrzymamy

|Cp+2 | ( |Cp + l| 5 - %  |Cp+l|2 • 2P(1+28)e"2S + P

W |
tj. równości (12) twierdzenia 

Twierdzenie 6

c . \  = 2p(l+s)e- s ,

W klasie funkcji f 6 Sp najmniejsza wartość |cp+2 | = lcp+2[ ( |cp+i| ) • 
przy ustalonym |cp+ |̂ z przedziału C o ,  2 p >  wyraża się równaniem

(16)

t p  i°P+i r  ■ p -

Dowód

Nie pomniejszając ogólności możemy przyjęć, że kp+i = o, i korzysta-, 
jęc ze wzorów (4), otrzymamy

l w i 2 - ap+2+ bP+2 - <*§£ v i ♦ v 2 * 4 -

gdzie:
o© oo

X1 ” “2p /  e~2t 008 2 I2 - -2 P j  e_2t sin 2 Q(t)dt.
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Oeżeli:

a) Sp+1 ^  »ax lljl = p, wówczas |°p+2| osiągnie najmniejszę wartość
gdy I2 = o i I1 = -p, przy czym równości te będę zrealizowane dla

2 00 t
cos Q(t) =  i przy warunku 2p J e"1 cos Q(t)dt = |cp+i|'

o

t>) < p ' t0 wt9dy za«8ze można znaleźć takę funkcję Q(t), dla
której |cp+2| = o.

Z a )  i b) wynika więc równość (16) twierdzenia.

Twierdzenie 7

W klasie funkcji Sp zbiór punktów płaszczyzny ( |cp+1| , |cp+2| ), od
graniczony osiami układu i krzywymi (12) i (16) zawiera wszystkie punkty

P ( | V l l *  I V 2 I 5*
Dowód przebiega analogicznie jak dowód twierdzenia 3.
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OEJIACTb HATLâJIBHHX K03$®HI5IEHT0B P-JIHCTHHX 
B EjHEOTCHOM KPyrE

P e 3 » m  e

B sTofi OTaTte noKa3HBaeioa, h t o  pe3yjiBTaiH, noayHeHHue H.E. Ba3HJieBHTeu, 
KacaionHeca objiacTH Ha^aJibHKx ko g $<$hhh s h t ob oahojihcthhx $yHKHHfif jierKo nepe— 
hochtch Ha KJiaec p-jihcthhx $yHKi(Hft.

THE DOMAIN OF THE FIRST COEFFICIENTS OF THE 
P-VALENT FUNCTIONS IN THE UNIT CIRCLE

S u m m a r y

In this paper has been transfered the method of I.E. Bazylewicz con
cerning the domain of the first coefficients of the univalent functions 
into the class of the p-valent functions.


