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MAKSIMUM FUNKCJONAŁU |c 31 - ¡Cg | W KLASIE
FUNKCJI SM I S"1

Streszczenie. W pracy otrzymano ostre oszacowanie funkcjonału 
|c3j - |c2| określonego w klasie SM i Spjl, korzystaj ęc z twierdzeń
Tw. 1, Tw. 5 i Tw. 12, wykazanych w pracy [lj

Niech SM oznacza klasę funkcji

2 T
W m f(z) » Z + C2 Z + Cj Z ♦ ... (l)

regularnych i j ednolistnych w kole |z| <  1 .spełniajęcych warunek |f(z)|<M, 
gdzie M « const. >■ 1. Sĵ 1 klasę funkcji odwrotnych majęcych w dosta
tecznie małym otoczeniu punktu w « o rozwinięcie

2 3z « Y ( w )  » w + c'2 w + c'3 w + ... (2)

) .
Wychodzimy z parametrycznego przedstawienia współczynników funkcji (l) 

wzorami

T

c2 ■ -2 j  e-t k(t )dt, 
o

(3)
T

Cj ■ c2 - 2 |  e_2t k2 (t)dt,

o

w których k(t) « e-1® ^  i Q(t) jest funkcję rzeczywistę przedziałami 
cięgłę w c o ,  T>, gdzie T » ln M. Wzory te otrzymuje eię z równania 

Loewnera

3f (z . t ) _ 9f(z.t) 1 + k(t)z
 3 t ~  “ _z iź' 1 - k (t ) z

1 nierówności |eT f(z,t)| c  m, która wynika z przynależności funkcji

eT f(z,T) m m  * o2 z2 ♦ Oj z 3 * ...



do klasy SM . Kładęc c2 ■ a2 ♦ 1 b2 , . Cj . a, t i bj ze wzorów (3) 

otrzymamy ' x
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a2 ’

I »
-2 J  e-t cos Q(t)dt, b2 «= -2 J e_t sin Q(t)dt

(4)

0 3 “
(a2 - b2 )-2 J  e_2t cos 2Q(t)dt, bj - 2agb2-2 j  e~2t sin 2Q(t)dt.

Twierdzenie 1

Jeżeli funkcja

2 3f(z) = Z = CgZ + CjZ + ... 

należy do klasy SM i 1 < M <  ̂ Te' t0

|c3| - |c2 | - * (5)
M

Znak równości realizuję odpowiednio funkcje

f(zj--  |i|- l.
, , f2 (z) 1 - £z 1 1

Jeżeli M >  4s-. to4—e

|c31 - |°2| *  (4S? + 4S1 ♦ 2)e"28 - 2(1+S1 } Sl (1 + + 1 ł R  + ¡7'

gdzie jest mniejszym pierwiastkiem równanie

S 4- 4 s e  + l  + pf = o.

W klasie funkcji f € SM istnieje funkcja, dla której zachodzi równość 
w (6)-.

Dowód

Mamy więc zadanie wyznaczyć

f " ” ( K I  - l02 p-  (7 )
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W ty» celu wyznaczymy najpierw największy wartość ( |c3 | - |c2| ) przy u- 
stalonym ,|c2 | z przedziału<.0,2(l - pf)>. a następnie zmieniajęc |o2 |w tym 
przedziale, wyznaczymy (7).

Zauważmy następnie, że znalezienie w SM największej wartości ( |c31 -
- |c2| ) przy ustalonym |c2 | sprowadza się do wyznaczenia największej war
tości |c3 | » |^| ( |c2 |) przy ustalonym |c2 | z przedziału <0,2(1 ,

Zauważmy następnie, że z Tw. 5 [l] , dla p = 1, wynika:
Oeżeli M ai "ye1, to największy wartość |ć̂ | w klasie Sĵ  przy ustalo

nym |c2 | określa się równaniem

N  “ 1 - lc2 |2 - (85

2 —Oeżeli M >  e , to dla o <  s <  ln M |c3| Jest określona parametrycznie
w postaci

(8 ' )

■ |c2| 2 - 2(l+2s)e“2® ♦ 1 +
M'

oraz

|c2 | - 2e“8 ln M

fl| ■ N 2 - 4e‘28 ln M + 1 - ¡7
(8*5

♦ .
dla s >  ln M.

Oeżeli zatem

Io M <  ye'. to w myśl (8) mamy

strona po-

|c3| - Jc2 | <  1 - (9)

a funkcje, dla których zachodzi równość majy postać

1 - t z

z
U l  ■ 1-
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2° 2 M «; e wówczas wobec <8*) i (8°) należy rozpatrzyć dwa przy

padki :

a ) jeżeli o ć  s ć l n  H, to wobec (8 ' )

|c3] " |c2l < M 2 ' 2(l+2e)e-2s ♦ 1 + i - |c2| 

|c2 | - 2((l+s)e-8 -

skęci

gdzie

Nadto

gdzie

|c,| - |c_1 <  max ¥’1 (s),
1 31 1 Z| o < s < l n  M

f^is) = (4s2+4a+2)e 28 - 2(l+e)e S (l + pj) ♦ 1 + j

Vj(e) = 2 a e-8 . VjCs),

VjCs) = - 4 s  e 8 ♦ 1 + pj.

Ponieważ dla 2 <  M <, e

V1 (o) = 1 + -  >  o. V1 (ln M) = £  (1 - ln M) + 1 >

(1 0 )

V^(s) = 4 e- 8 (s-l) <  o, więc Vj(e) >  o oraz f^fs) >

zatee

max <£(s) = <£. (In M) = 
O l i s d n  H 1 1 vr

b) jeżeli s >  In M, to w myśl (8“ ) •

4 In M 4 In M 2 In M _ 1
Z ----------- FT" + l ’ ?  dl)

h| - hi < N 2 - 4 8-28 i - hl
|c2j = 2 e-8 In M

skęd

N - |c_| <  max lPo(8),
1 21 ln 2

(ltf)
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gdzie

<f2 (a) - 4 e"2s In M - 4 e-28 In M - 2 e‘s In M + 1 --- 1.
M

Pochodna

f'2 (a) - 2 e-8 In M(-4 In M . e-8 + 4 e-8 + i) 

ma taki sam znak co funkcja

V2 (s) - -4 e-8 In M + 4 a-8 + 1.

Ponieważ dla 2 <  M <  e , V2 (ln M) = ji (1-ln) + 1 >  o , V2 («e) = 1

* 4 e- 8 (ln M- l) «co, wobec tego V2 (a) >  o a więc i ^Plfe) >• o

max (a) « *P_(<*0 * 1 - —i
ln M <  a<oo M

Porównując następnie (ll) i (ll' ) łatwo zauważyć, że max(f’1 (ln l>
* <P2 (°°), a stąd i wcrbec (lO) i Clo') otrzymujemy, że

h l  - h l  <  1 - dla 2 < M < e .

3° M > e ,  to analogicznie jak w 2° rozważamy dwa przypadki:

a) jeżeli o <  s <  In H, to wtedy również

h l  “  h l  <  " ax *? , (• ) ,
1 31 1 21 o < s < l n  M 1

gdzie

^ ( a )  - (4 s2 + 4a ♦ 2 )e“2s - 2(1+8)e_ 8 (l + g) + l + j| + -

i

iP j (e )  - 2 8 8-a (V1(8)),

VjCs) « - 4 8  e-8 ♦ jq + 1 .

Badamy najpierw wartości graniczne Vjia)

Vjio) « 1 + £  > 0 ,  zaś v ^ l n  M) « ji (l-ln M) + 1

i V2'(s) = 

zatem

(lii 

l), t8 W  ) =

(1 2 )

I

2 / \ 4jako funkcja M > 1 ,  posiada minimum w M « e , a ponieważ Vjlql ■ - -5- +
♦ 1 >  o, więc również v1 (l" M ) > o ,  dla każdego M >  e. Badając naefęp-
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nie pochodnę V ^ s )  stwierdzamy, że funkcja V ^ s )  ma minimum w punkcie 
8 = 1 , zatem znak funkcji V ^ e )  a więc i ^ (s ) zależy od wartości wy

rażenia

va( D  ‘ " I  + R  + A -

Oeżeli więc e <  M <  wówczas V j d ) ^  o, a stęd i wobec tego, że
Vj(o) >  o, Vjtln M) >  o wynika, że •P^Cs) >  o, zatem

-  , > ,, 4 In2 H 4 In M 2 In H . , _1
max NP-is) B V-Cln M) * ----- —  - --- 5—  “ m + 1 - 2 '1 5 '

o <  S«S In M 1 M2 M M

Deżeli M >  -r^- to V.(l) <  o, a ponieważ V (o) >  o i V (in M) >  o, 
4-e 1 l A

więc równanie

v^is) = -4s a_s + 1 + ^ = 0  

ma dwa dodatnie pierwiastki ®2 -
Ponieważ dla s >  o i bliskich zeru <e'.(s) >  o, to max 'f>1 (s) Jest

1 o «; s<£ In M

osięgnięte dla mniejszego pierwiastka Sj , czyli

-2s -e, 4
max '(•’-(s) » * ^4s-. + 4sl + 2 ^e “ 2 ^1+si^e + m' +

o <  s «c In M

2 5 
+ 1 + M + ^

b) Jeżeli 8 >  In H wtedy jak w 2°, b), (lO1 )

!c,l - |c,|ss max f 2 (e).
• 31 1 21 In M <  s<oo

Ponieważ VgC«®) = 1 oraz dla M > e  V2 (ln M) >  o i V2 (s) = 4 e s (ln M-l)>o, 
wobec tego Vg(ó) >  o, a zatem 1 VjCs) >  o, akęd mamy

max 'P-is) = (°°) = i - —j
ln M-c s<oo M

Z porównania (13.) , (13* ) i (14) wynika

-Pjdn M) <  f 2 (oo) <

a stęd

¡C3l “ |°2| -

1 - — sz dla e -c M <c —
M2 4-9

(4s2+4s1+2)e 1 - 2 ( 1 + 8 ^  2 (l + j|) + 1
2 5 ji a» v As

dlB M ^ 4 T i

(15)
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4° Ye1 < M  <  2. Nie pomhiej szajęc ogólności możemy przyjęć, że 
i Re(c2 ) ^  o, wtedy

IC31 - lC21 “ a3 " \ 4  * bl

Więc w rozważanym przypadku zadanie sprowadza się do wyznaczenia

max (a, - a_).
f€SM

Wyznaczmy najpierw największę wartość (a3 - a,,) przy ustalonym a2 ; 
działu <-0,2(1 - jq-) >, co jest równoważne znalezieniu największej 
ści a3 = a3 (a2 ) przy a2 »const., lecz w myśl Tw. 1 [l] 
la się parametrycznie równościami

2 ( ( 1+s)e-8 . 1)

"a^ = a2 - 2(l+2s )e”2s + 1 + -|

dla o <  8 <  lr M i

a2 = 2 In M , e-s

a, w a2 - 4 e 2s In M + 1 - —j
M

dla s > In M.
Oeżeli zatem

a) o < 6  <  In k, to wobec (17)

|c, 1 - |c„j <  a,(a,) - a_ ■ max ’(’.(s),
I 3 I 121 3 2 2 o <  s <£In M 1

gdzie

¥  (s) = (4s2ł4s+2)e_2s - 2(l+s )e- 8 (l + pf) + l + j|+ %
M

b) In M c  sc oo , to w myśl (l7‘ )

|c,| - Ic, I <  a (a„) - a, = max ’P-is), 
i 3 I 121 3 2 2 ln M <  s<oe> 2

gdzie

55

c3 >  o

(16)

: prze- 
warto- 
okreś-

(17)

(17' )

(18)

P_(s) = 4e"28 In2 M - 4e"28 In M - 2e-8 In M + 1  i. (18' )
2 M
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Zauważmy następnie, że funkcje (18) i (18') zachowuję się, dla 2,
analogicznie co funkcje f^Cs) i <f’2 (s) w przypadku 2°, wobec tego

max H5, (s) = 'C. (In M) i max 'f-ia) =
0 4 6  <l n M ln M< s < o ®

a ponieważ 'f’2 (®°) >  ^ ( l n  M ), więc jeżeli <  M <  2 , to

lc2! <  1 - (19)

Ostatecznie z (9), (12), (15) i (19) wynika nierówność (5) twierdzenia, 
zaś z (15) nierówność (6 ) twierdzenia.

Pozostaje jeszcze wykazać, że nierówność (6 ) jest również jak nierów
ność (5 ) oszacowaniem ostrym badanego funkcjonału.

W tym celu konstruujemy funkcję

k(t) ».

t-s y  2(t-e y
B + i }jl - e ,

t-s.
- i

3j <  t <  In M

(20)

gdzie fb Jest pierwiastkiem równanie

5  -t li 2 (t-s )' f1 -t 11 2(t-s )‘
/ e 1 Ul - e 1 dt - J e T Vl - e 1 dt-o.
o 1 p

Przy tak dobranej wartości jb ,obliczajęc dla funkcji (20) |c3 j - |c2 | , o- 
trzymamy prawę stronę (6), oznacza to, te w klasie Sp istnieje funkcja 
f(z) przyporządkowana funkcji (20), dla której w (6) zachodzi równość,co 
kończy dowód twierdzenia.

Wyznaczymy teraz max ( lc31 “ j°2p' korzystajęc z Tw. 12 [lj.
Y(w) e s"1

Twierdzenie 2

Oeteli funkija

Y(w) B W + CjW2 + CjW3 + ...

należy do klasy Sĵ 1 , to
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|03'l “ K K '

1 - jeżeli |cj| <  1

3 - 1  + 4 .  J ^ e l i  1 <  |c'| < 2 ( 1  - i)
(21).

Znak równości realizuję odpowiednio funkcje

(w)

1 ' i _ fc ««L
M

(w)

-— 5-, \t\ ■ 1, Jeżeli |cg| <  1

^  ■=----------------- |ć| = 1, Jeśli 1 <  Jc^| < 2 ( 1  - i)
(i - e y < » > >  ( 1 - t g )

Dowód
o

Ponieważ c'2 = -c2 i cj = -c^ + 2 c2 , więc, analogicznie Jak w twier
dzeniu 1 , problem znalezienia max C ( | - jcj|), sprowadzamy naj-

¥(
pierw do znalezienia największej wartości jejj = |cj|(|cj|) przy ustalo
nym |c2 | z przedziału <o,2(l - g ) >  . Zatem w myśl Tw. 12 |l| |cj|( |cj|) 
przy |cj| ” const, wyraża się równaniem

|c31 “ lC2|2 + 1 "

skęd otrzymujemy

NI - NI < NI - NI <te,"“x2(1 ¿NKP- (22)
p21 M

gdzie

U(NP - NI2 - NI ♦ 1 - $■
Oeżeli zetem

a) |cj| < 1 . to

U( NI ] “ |C21 ( |c2| - 1} + 1 ~ ^ < 1 ‘ ^
więc



58 K. Pethe

przy czym ¡równość realizuję funkcje postaci

( w )  W , „ |
 2 7 T  = 2 • lć l c 1
1 - € Y Z (w) L f * »

M

b) 1 <  |c^| <  2(1 - ¡̂ ), wówczas U( |c^| ) Jest funkcję rosnęcę, więc 
swoję największę wartość osięga dla Jc^| = 2(l - pj). Stęd i wobec (22) 
mamy

\

H \  - 3 - * + ^

i równość zachodzi dla funkcji

(w)

(i - t y( w) ) ( i - t £ )
"— ?•
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MAKCHMyil $yHKHHOHAJIA |c3 | — |c2 | B KJUCCE ®yHKUH0 Sjj H S^1 

P e 3 d  u e

Hcxojyi H3 paÓoiH H .E . Ea3HJteBima, KacanmHecH oCxacTH HaqaifcHHX Kosixfra- 
PHeHTOB orpaHH^ieHHHx oflHOSHCTHboc $yHKUH2 n o jy ^ a e ic a  Totmy® opeHKy CBepzy

*** i °31 - hsi*

MAXIMUM OF THE FUNCTIONAL |c3 j - jc2 | IN THE CLASS OF SM AND S“1
1

S u m m a r y

In this paper ha9 been got a sharp estimation of the functional |cj]- 
■ \c2\ w^th the help of the Loewner method.


