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MAKSIMUM FUNKCJONALU

|c31 -
FUNKCJI SM 1

iCg| W KLASIE
s"1

Streszczenie. W pracy otrzymano
Ic3j - |c2] okreslonego w klasie

Tw. 1, Tw. 5 i Tw. 12,

ostre oszacowanie funkcjonatu
SM i Spjl, korzystaj ec z twierdzen
wykazanych w pracy [lj

Niech SM oznacza klase funkcji

W f(z) »2+C22 +Cjz o m

regularnych i jednolistnych w kole |z < 1.spedniajecych warunek |f(z2)|<M,
gdzie M

« const. >m 1. S klase funkcji odwrotnych majecych
tecznie matym otoczeniu punktu rozwiniecie

w dosta-
W « O

z «Y(w) »w + C2 w? o+ 3w’

+ (@)
) -
Wychodzimy z parametrycznego przedstawienia wspotczynnikoéow Ffunkcji (1)
wzorami
T
c2 m -2 j e-t k(t)dt,
®
T

Cj m c2 - 2| e_2t k2(t)dt,

o}
w ktoérych k(t) « e-1@ ~
ciegte w co, T>,
Loewnera

i Q(t) jest funkcje rzeczywiste przedziatami
gdzie T » In M. Wzory te otrzymuje eie 2z réwnania

3fF (.t
3

_ 9f(z-.t) 1+ k(®)z
t~ “ _z iz" 1 - k(t)z
1 nieréwnosci |eT f(z,t)] ¢ m, ktoéra wynika z przynaleznosci funkcji

eT f(z,T) mm * 02 z2 ¢ 0 z3 *
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do klasy SM. Ktadec c2 m a2 ¢ 1 b2,.Cj . a, ti bj ze wzoréw (3)

otrzymamy X

- - —2J e-t cos Q(t)dt, b2 «-2 J et sin Q(t)dt

(©)

03 « (@2 - b2)-2 J e 2t cos 2Q(t)dt, bj - 2agbh2-2 J e~2t sin 2Q(t)dt.

Twierdzenie 1

Jezeli funkcja
f(z) = z = cgz® + cjz3 +
nalezy do klasy SM i 1< M < ~Te" t0

I3 - fe2] - ®)

Znak rownosci realizuje odpowiednio funkcje

f(zj— |i]- L.
s f%(Z) 1 - £z 11
Jezeli M > 4s5. to
[c31 - |°2] * (4S? + 4S1 ¢ 2)e"28 - 2(1+S1} SI (1 + + 1 4+R + i7"
gdzie jest mniejszym pierwiastkiem roéwnanie

-4se S I+ éf = o.

W klasie funkcji f € SM istnieje funkcja, dla ktérej zachodzi roéwnosc¢
w (6)--
Dowéd

Mamy wiec zadanie wyznaczy¢

f'r (K1 - 102p- (7)



Maksimum funkcjonatu [c3] - [og] --- 51

W ty» celu wyznaczymy najpierw najwiekszy wartos¢ (|c3]| - |c2]) przy u-
stalonym ,|2| z przedziatu<.0,2(l - pf)>. a nastepnie zmieniajec |o2|w tym
przedziale, wyznaczymy (7).

Zauwazmy nastepnie, ze znalezienie w SM najwiekszej wartosci ([c31 -
- |c2]) przy ustalonym |c2| sprowadza sie dowyznaczenia najwiekszej war-
tosci |3 » |7 (lc2|) przy ustalonym |c2| z przedziatu<0,2(1

Zauwazmy nastepnie, ze z Tw. 5 [I], dla p = 1, wynika:

Oezeli M ai 'yel, to najwiekszy wartos¢ |&] w klasie S¢ przy ustalo-
nym |c2 | okresla sie réwnaniem

N1 - Ic2]2- (85

Oezeli M > e2, to dla o< s < In M [c3] Jest okresSlona parametrycznie

w postaci

(8"
B 22 - 2(1+25)e“2@ ¢ 1 +
oraz
Ic2] - 2e“8 In M
(8*5
fI] = N 2-4e*8ZInM+1-;7
. -
dla s > In M.
Oezeli zatem
lo M < ye". to w my$sl (8) mamy
strona po-
Ic3] - J2]< 1 - ©

a funkcje, dla ktdrych zachodzi réwnos¢ majy postac

Ul m1-
1 -tz
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2° 2 M «; e woéwczas wobec <8*) i (8°) nalezy rozpatrzy¢ dwa przy-
padki :
a) jezeli o¢ s¢ln H, to wobec (87)

31" E2I< M 2 * 2(1+2e)e-2s ¢ 1 + i - 2]

2] - 2((1+s)e-8 -

skeci
le,] - Jc1l < max ¥1(s), (10)
131 17] o<s<ln M

gdzie

fAis) = (4s2+4a+2)e 28 - 2(l+e)e S(1 + pp) ¢ 1 + j

Nadto
Vj(e) =2 a e-8 . VjCs),

gdzie

VjCs) =-4s e 8 ¢ 1 + p.
Poniewaz dla 2 < M <, e

Vi) =1+ - > o. vi(ln M) = £ (1 - In M) + 1>

VA(s) = 4 e-8(s-1) < o, wiec Vj(e) > o oraz 7 fs) >
zatee

4 In M 4 In M 2 In M 1
max <£(s) = €. (In M) = w oy
Olisdn H 1 1 vr Z —mmmmmmeees FT + 17 2 .dl)

b) jezeli s> In M, to w mySlI (8“) e
h|] - hi<N 2- 483 i - hi
|[c2j =2 e-8 In M

Sked
- (o] ax 1Po(8 ’ Itf )
N I _I < ( ) (



Maksimum funkcjonatu Jc,] - |c. 53
gdzie
<@ -4e"'2s InM - 4 e-28 InM -2 e“s InM+ 1 ——&1.
Pochodna
2@ -2 e-8 In M(-4 In M . e-8 + 4 e-8 + 1)
ma taki sam znak co funkcja
V2(s) - -4 e-8 In M + 4 a-8 + 1.
Poniewaz dla 2< M < e, V2(In M) = ji (1-In) + 1> 0, V2(®) =1 j v2'(s) =

* 4 e-8(In M-1) «co, wobec tego V2(a)> o a wiec i "Plfe) >0 zatem

max (@ «* (20 * 1 - —i (i
In M< a<oo M

Poréwnujac nastepnie (I1) i (11" ) tatwo zauwazy¢, ze max(fl(In BD),88W )=
* <2 (°°), a stad i wcrbec (I0) i Clo") otrzymujemy, ze

hl - hl < 1- dla 2<M<e. 2

3° M>e, to analogicznie jak w2° rozwazamy dwaprzypadki:

a) jezelio < s < In H,to wtedy réwniez

hl * hl< " 9 (=
hd 1S 0<san wr(t)
gdzie

~(a) - (4 s2 + 4a & 2)e"2s - 2(1+8)e_8(1 + g) + 1 + j| + -

iPje) - 2 8 8-a(Vi(8)),

VjCs) «-48 e-8 ¢ jgq +1.
Badamy najpierw wartosSci graniczne Vjia)
Vjio) «1 + £ >0, za$ vAln M) « Ji(l-Iln M) + 1

jako funkcja M>1, posiada minimum w M « e2, a poniewaz Vj{ap‘n - —§-+

¢ 1 >0, wiec rowniez v1i(l" M)>o, dla kazdego M > e. Badajac naefep-
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nie pochodne V~s) stwierdzamy, ze funkcja V”~s) ma minimum w punkcie
8 = 1, zatem znak funkcji V~e) a wiec i " (s) zalezy od wartosci wy-

razenia
va(b “ " 1 +R + A-

Oezeli wiec e< M< woéwczas Vjd)” o, a sted i wobec tego, ze
Vj(o) > o, Vjtin M) > o wynika, ze <PCs)> o, zatem

max  NP-is) B V-Cln M) » 21 SAlgMaezipl ey b s
0< S«S'In M 1 M2 M M

Dezeli M > Zl:’g— lto VI(I) < o0, a poniewaz V (0) > o i VA(in M) > o,

wiec roéwnanie

VAis) = -4s a.s + 1 +”7~=0
ma dwa dodatnie pierwiastki ®2-
Poniewaz dla s> o0 ibliskich zeru <e".(s) > o, to max *H (s) Jest
1 0«s<EIn M
osiegniete dla mniejszego pierwiastka Sj, czyli
-2s -e,
max ©(s) » * Ms-= + 4sl + 27e “ 27l+sine + m" o+
o< s«lIn M
2 5
+ 1+ M+

b) Jezeli 8> In H wtedy jak w 2°, b), (101)

Ic,I - Jc,|ss max f2(e).
- 31 121 In M< s<oo

Poniewaz VgC«®) = 1 oraz dla M>e V2({n M) > o i V2(s) =4 e s(In M-1)>0,
wobec tego Vg(6) > o, a zatem 1 VjCs) > o, aked mamy

max "P-is) = ) =1i--]j
In M-c s<oo M

Z porownania (13.), (13*) i (14) wynika

-Pjdn M) < f2(o0) <

a sted
1 - -s dla e M<< -
M2 4-9
ic3l < |2 - @as)
(4s2+4s1+2)e 1 - 2(1+8~ 2 + jp + 1
2 5 ji v  As

diB MANAT R



Maksimum funkcjonatu |y - jc?| 55
4°  Yel<M < 2. Nie pomhiej szajec ogélnosci mozemy przyje¢, ze c3> o
i Re(c2)”™ o, wtedy
€31 - IC21 “ a3 " \4 * bl as
Wiec w rozwazanym przypadku zadanie sprowadza sie do wyznaczenia

max (a, - a_)-
fESM

Wyznaczmy najpierw najwieksze wartos¢ (a3 - a,,) przy ustalonym a2 ;: prze-
dziatu <-0,2(1 - ) >, co jest rownowazne znalezieniu najwiekszej warto-

s§ci a3 = a3(a2) przy a2 »const., lecz w my$Sl Tw. 1 [I] okres-
la sie parametrycznie roéwnosciami

2 ((1+s)e-8 . 1)
"at = a2 - 2(1+2s)e”2s + 1 + -| aan

dla o< 8< Ir M i

a2 =2 InM , e-s

ar)
a, wa2 -4 e2s InM + 1 - —j
M
dla s> In M
Oezeli zatem
a) 0<6 < Ink, to wobec (17)
lec,1- Jed< a,(a,) - a_ = max T-(s),
131 121 3 2 2 0< s<£In M 1
gdzie
¥ (s) = (4s2%4s+2)e_2s - 2(l+s)e-8(1 + pp) + | + j|+ on//\) 18)

b) In Mc scoo , to w mysl (17°)
le,] - Ic, 1< a (a,) - a, = max P-is),
131 121 2 2 In M< s<oe> 2

gdzie

Pz(s) = 4e"28 In2 M - 4e"28 In M - 2e-8 InM + 1 Mi. as" )
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Zauwazmy nastepnie, ze funkcje (18) i (18") zachowuje sie, dla 2,
analogicznie co funkcje f~Cs) i 4<42(s) w przypadku 2°, wobec tego

max H3 (s) = CT.(In M) i max “f-ia) =
046 <In M In M<s<o0®
a poniewaz 2 @) > ~(In M), wiec jezeli <M< 2, to
k21< 1 - 19

Ostatecznie z (9), (12), (15) i (19) wynika nieréwnos¢ (5) twierdzenia,
za$ z (15) nierdéwnos¢ (6) twierdzenia.

Pozostaje jeszcze wykazaé¢, ze nieréwnos¢ (6) jest roéwniez jak nierow-
nos$¢ (5) oszacowaniem ostrym badanego funkcjonatu.

W tym celu konstruujemy funkcje

K(t) ». T (20)

3j < t< In M

gdzie fb Jest pierwiastkiem réwnanie

5 -t 2(t-s ) fl -t 11 2(t-s )-
—e( l)dt e( )

/e 1 Ul -J eT VI - 1" dt-o.
o] 1 p
Przy tak dobranej wartosci jb ,obliczajec dla funkcji (20) |c3j - |c2], o-

trzymamy prawe strone (6), oznacza to, te w klasie Sp istnieje funkcja
f(z) przyporzadkowana funkcji (20), dla ktérej w (6) zachodzi réwnosé,co
konczy dowdd twierdzenia.
Wyznaczymy teraz max (lIc31 “ j°2p" korzystajec z Tw. 12 [Ij.
Y(w) es"1
Twierdzenie 2

Oeteli funkija

Y(W) B W + Cjw2 + Cjw3 +

nalezy do klasy S, to



Maksimum funkcjonatu || - |Jc7| ... 57

1- jezeli lcil < 1

P31 « KK - @).
3-1 +4. Jreli 1< || <2(Ll - i)

Znak roéwnosci realizuje odpowiednio funkcje

) -— 5+ \t\ m 1, Jezeli Jegl < 1
1 i ft «l
- M
1 N €] = 1, Jesli 1< Je| <2(1 - i)
(i —ey<»>> (1-tg)
Dowdd
0
Poniewaz ¢2 = -c2 i c¢j = -cM + 2 c2, wiec, analogicznie Jak w twier-
dzeniu 1, problem znalezienia max CC | - Jcib), sprowadzamy naj-
¥(
pierw do znalezienia najwiekszej wartosci jejj = |lcjl(lcjl) przy ustalo-

nym |Ic2] z przedziatu <o,2(l - g)> . Zatem w mysl Tw. 12 [I] |cjlC lciD)

przy |cj| ” const, wyraza sie réwnaniem

31 “ Ic212 + 1 ™

sked otrzymujemy

NI - NI<NI - NI <gALNKP- @

UNP - NIZ NI #]: om

Oezeli zetem

a JIcjl < 1. to

N Q- 34ln <2
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przy czym jréwnos¢ realizuje funkcje postaci

(w) w iJl
2771 = 2. ¢ 1
1-€v26) TLEx» cle
M
b) 1< el < 2(1 - i, wowczas U( Je] ) Jest funkcje rosnece,

swoje najwieksze warto$¢ osiega dla JcM = 2(1 - pj)- Sted i wobec (22)

mamy
\

H\ - 3-*+A

i réwnos¢ zachodzi dla funkcji

w) . 5
i -ty(w)) (i-te£)
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MAKCHMyi I $yHKHHOHAJIA  |c3] — |c2| B KJUCCE @yHKUHO Sjj H SA1

Pe3due

Hcxojyi H3 paOoiH H.E. Ea3HJteBima, KacanmHecH oCxacTH HagaifcHHX Kosixfra-
PHeHTOB orpaHH"ieHHHx ofl[HOSHCTHboc $yHKUH2 nojy”~aeica Totmy® opeHKy CBepzy

***  §°31 - hsi*

MAXIMUM OF THE FUNCTIONAL |c3j - jc2| IN THE CLASS OF SM AND S*“1
1

Summary

In this paper ha9 been got a sharp estimation of the functional |cj]-
m \c2\ wnth the help of the Loewner method.

wie



