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OSZACOWANIE FUNKCOONAŁOW | cp+2 " “ Cp+1 I < |cp+2 I ' K + l l  
FUNKCOI P-LISTNYCH W KOLE ^JEDNOSTKOWYM

Streszczenie. W pracy otrzymano ostre oszacowanie z góry funk­
cjonałów | cp+2 - cp + 1 |. przy dowolnym «. i |cp+2| - | cp+1| , o- 
kreślonych w klasie Sp oraz ostre oszacowanie z dołu funkcjonału

I Cp+21 ' lCp+l|-

Niech Sp będzie klasę funkcji

f(z) = zp + cp+1 zp+1 + cp+2 zp+2 + ... (i)

regularnych 1 p-listnych w kole |z| <  1 .
Będziemy korzystać z twierdzeń 5 i 6 zawartych w pracy [3] autora oraz 

następujęcego przedstawienia współczynników

cp+1 * -2p j e-t k(t)dt 
o

(2)

=  2 =. 
cp+2 « 2p(p+l)( | e-t k(t)dt) - 2p J e " 2t k2 (t)dt,

O o

w których k(t) = e10^  i Q(t) Jest 'funkcję rzeczywistę przedziałami 
cięgłę w o <  t < tQ < •*». Wzory (2) łatwo otrzymuje się z równania

So(z.t) _ Bg(z.t) 1 +
3t 8z 1 - k U ) z ’

które badał K. Koseki [2] dla pewnej klasy L, funkcji p-listnych, gęstej 

w klasie Sp .

Oddzielajęc we wzorach (2) części rzeczywiste i urojone otrzy- 

naay
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ap+1 « -2p j e-tc08Q(t )dt , bp+1 « -2p j* e_tsinQ(t)dt. 
o o

e ^  (®2 - - ' 2P ! e"2tco32Q(t)dtp+2 2p p+1 p+1 J

bp+2 = ^  8p+lbp+l - 2P J «‘2tsi"2Q(t)dt.

(3)

§ 1. MAKSIMUM FUNKCJONAŁU |cp+2 - “ Cp + ;L|

Twierdzenie 1

Oeżeli funkcja

f(z) - ’P p+1 p+2
" 2 + °P+1 2 + °P+2 2 +

należy do klasy Sp i a <  , wówczas

1 ° jeżeli a € , to

I Cp+2 ' K C p+l I <  p(2p+1 - 4pC°' (1.1 )

przy czym znak równości realizuję funkcje

,P
f ( z )

(1 - Ez) 2p ' l e i -  i .

2° )eżeli t0

I _ 2p«~ (p-1 ) ,
. U . e 1+p * 2p* + JI Cp+2 - “ Cp+ll < P (1 .2 )

przy czym istn nje funkcja f(z)e s , dla której zachodzi równość. 

Oowód

Zauważmy, że dla znalezienia max |c _ - « c . ,
f e s 1 p+2 P+1

P

wystarczy wyznaczyć

^max R®(0p+2 “ CTCp+i ^ ‘ ponieważ przekształcenie e_i£f(z dowol-
P

na liczba rzeczywista; nie wyprowadza funkcji f(z) z klasy S , zaś przy 
odpowiednim dobranym 0 P



Oszacowanie funkcjonałów...

2 f 2max Re(c_ „ - ■ « c _ . ) »  c _ 0 - * c  *
f e S p 2 p+1* p P+1

P

Korzystajęc ze wzorów (3) otrzymujemy

Re(cp+2 “ “ Cp+i5 - (££§ ' a K a p+l " ‘’p+i5 " 4p /  e"2tcoe2Q(t)dt + p - I
o (1.3)

1 zadanie sprowadza się do wyznaczenia w klasie Sp największej wartości 
prawej strony (l.3).

Wykażemy najpierw naetępujęcy lemat.

Lemat 1

W klasie Sp największa wartość I » I ^ap+i^ Pr2Y ustalonym ®p+1 z 
przedziału < - 2p,2p> wyraża się parsmetrycznie w postaci

ap+1 = 2p(l+s)e-8

- (£|Ł - a) a2+1 - 2p( l+2 s )e~28 ♦ p.

Równości te sę spełnione tylko dis funkcji

o < t  <  s

(1.4)

e~* coeQ(t) » *
e _ t , s < t  O

i wtedy bp+i “ °*

Dowód

Nie zawężajęc zagadnienia, wystarczy rozważać ap+i tylko z przedzia­
łu < o , 2p> według wzoru

ap+1 - 2p J e-t cosQ(t)dt,

ponieważ, zamieniajęc w (3) Q na Q + , ap+j zmieni się na “ap+i* 29^

Re(Cp+2 - i* cp+i^ nie ulegnie zmianie.
Prawa strona (1.3) osięgnie swoję największą wartość, gdy bp+1 " o oraz

gdy całka j" e”2 tcos2Q(t )dt przy warunku j" e tcosQ(t)dt * conat. będzie

o o
najmniejsza. Z lematów 1 1 2  I.E. Bazilewicza wykazanych w [1] i danych w

{3] w y n ik a ,  ta  wówczas f u n k c j e  e k s tr e m a ln e  J e s t  f u n k c j a
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e , o <  t < 9 '
e" cosQ(t) *■ < (1.5)

I e-t , s < t <

gdzie s Je3t stałę zależne od ap+1-
Obliczaj ęc teraz dla (1.5) ep+1 i prawę stronę (1.3) przy bp+1 - o 

otrzymamy równości (1.4), zaś przez odpowiednie rozbicie przedziału osa««* 
na dwie części, w których funkcja Q ma przeciwne znaki, otrzymamy rów­
nież b , = o. Oznacza to. Ze równości (1.4) zostały otrzymane bez żed- 

p+1
nych ograniczeń na “p+i*

Zatem

max Rm(c_.. - «ej" - ) * max 
f s Sp P+1 P+1 |ap+1 l « 2P P+1

. )
a stęd i wobec (1.4) oraz (1.3) wynika, te

Re(e . - # c j  , ) <  maxj>(a), (1 .6 )
P+1 P+1 0« 8 < ~

y(e) - 2p ((1+ p ) - 2 p)s2 + 2p(l-2 «)e + p(l-2«))e-28 + p

Nadto

<p'(e) » 2 s a”28( ~ ( ^ p  - « ) •  + « -

Oeżeli zatem

1° a < Ezi, to ponieważ Ezi <  Eli, więc <p’(s) < o dla o <  s <  •», 
wobec tego funkcja P(a) osięge swoje maksimum dla e « o. Stęd i wobec 

(1 .6 ) otrzymujemy. Ze

Re(cp+2 - a cp+1) <  p(2p+l - 4p . ck.).

Zauważmy jeszcze, Ze dla funkcji

f(z) ■ ---   yrr » Z P + 2p£zP+1 ♦ p (2p+1 ) £ 2 Z P + 2  + . . .
(l-£z)P

Icp+2 " “ Cp+ll ' p(2p+ 1 - AlXp)-

więc tym samym nierówność (l.l) została wykazane.
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« .  £=i
2° Ęj-l c  « <  to ponieważ <p'(s) >  o dla s < •:------ E. i <f> (8 ) < 0

2p 2p 1 +p _ a
2p

dla s >  zi “ • więc funkcja ¥(s) osięga swoje maksimum dla s = — 5--
*5?

zatem w myśl (1 .6 ) mamy

Re(cp+2 ‘ “ CP+l ) e  P ^26

Za - (p-l)
p+1 - 2<*

. J .

stęd już wynika nierówność (1 .2 ) twierdzenia.
Pozostało jeszcze wykazać, że nierówność (l.2) daje ostre oszacowanie 

funkcjonału | cp+2 _ a c p+1 l- w tym celu konstruujemy funkcję

k(t)

3t-s(a,p) + _ e2 t-s(a,p))', o <  t <  y

}t-s(a,p) _ i e2(t-s(a ,p)), y < t e s(«,p)

1 f > s («,p)

gdzie s(«,p) = 2 1 i jest pierwiastkiem równania

>(«,p)

f a"* . ^ 1  - e2(t‘8Í“ 'p)) dt - - e2( t" 8(a'p 5

(1.7)

dt * o .

Przy tak dobranej wartości y dla funkcji (1.7) mamy

2«-(p-l)

Re(cp+2 " ttCp*l} " P(2 * ® P+1 ’ ^  + ł)*

więc istnieje funkcja f ( z ) « S p przyporzędkowana funkcji (l,.7), dla której 
w (1 .2 ) zachodzi równość.

Twierdzenie 2

Oeżeli funkcja

f(z) - zP ♦ cp+1 zp+1 + cp+2 zp+2

należy do klasy S- i «  >  * T p ’ to

| cp+2 - a c p * l | «  P (4P* “ (2P+1)>
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przy czym znak równości realizuj« odpowiednio funkcje

f (z) -
(1 - ćz)5p'

fi- 1 .

Dowód
2 2 Deżell we wzorze (1.3) zamieniamy cos Q(t) na 1 - ain Q(t), wtedy

2
problem oszacowanie z góry dla R e ĉ p+2 “ " cp-l^ sprowadza się do wyzna­
czenia największej wartości prawej strony równości.

Re(cp+2- - * cp+l
)« ( a - Egi)(b2 ; - a2 . )+4p fe'2 teln2Q(t)dt - p - I (1 .8) 2p p+1 p+1 J

Analogicznie Jak w twierdzeniu 1 zachodzi następujęcy lemat.

Lemat 2

Deżell « > * T p ’ t0 w k^a8le sn największa wartość I’« I' (t>D+1) Pnzyp+1 '
ustalonym bp+} 2 przedziału < - 2p, 2p >  wyraża się parametrycznie równoś­
ciami

bp+1 • 2p(l+s)e“ 8

I' (b .) - ( « -  b2 + 2p(l+2s)e —  - p-2s
"p+1 ' " ' 2p p+1

Równości te osięgnięte eę tylko dla funkcji

(1.9)

e_telnQ(t)
-t

o t <  s

e <  t <  °o

i przy tym ep+1 - o.

Dowód

Podobnie Jak w dowodzie lematu 1 wystarczy rozpatrywać bp+i według 
wzoru

bp+1 - 2p e-teinQ(t)dt 
o

w przedziale <o , 2p>. Prawa strona (1.8) będzie więc największa gdy

/* “ 21 2e~ sinQ(t)dt=const. całka j e sin Q(t)dt 
o o

będzie największa.
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J “ 2t 2e sin Q(t)dt, z wa-

T -t 0runkiem e sinQ(t)dt = const. będzie osięgnięta wówczas, gdy całka

J e”2t cos2Q(t)dt osięgnie przy warunku j e-tcosQ(t)dt » const swoję war-

o o
tość najmniejszę, tj. dla funkcji

_ e- 9 , o e  t <  s
•e sino(t) * ^ _ t Cl.1 0 )

e~ , s <  t <  «

Jeżeli teraz obliczymy dla funkcji Cl.10) bp+1 oraz prawę stronę (1.8) 
przy sp+1 = o, to otrzymamy równość (1.9). Zauważmy Jeszcze, że równości 
(l.9) wynikaję również z lematu 1 G.M. Gołuzina [l] s. 196-197.

Zatem z lematu 2 wynika, że dla ct 5

Re(e „ - «c . ) «; max f ~T b ~ ~  •, = max <f>(s), (1 .1 1 )
P lbp*ll <2P 0«s<oo

gdzie
y(s) = 2p ((2p<* - (p+l))s2 + 2p(2 « - l)s + p(2 <*- l) e 2s-p

Ponieważ

y'(s) * -8p2 s e"2s ((a- + a - E^ł)
<  o

w całym przedziale o <  s <  <*= , więc max <P(s) = y(o), stęd i wobec 
(l.ll) mamy ° € s < ~

Re(cp+2 - ® c p+1) s j p U p a  - (2p+l) ).

§ 2. MAKSIMUM I MINIMUM FUNKCJONAŁU jcp+2| - |cp+1|

Twierdzenie 3

Jeżeli funkcja
f(z) = zp ♦ Cp+1 zp+1 ♦ cp+2 zp+2

należy do klasy Sp i p 5  2, to

|cp+2| - lcp+ll ^ p(2p_l)* (2'ł)



Znak równości realizuję odpowiednio funkcje

■ f U >  ■ u  / L » -  w * 1 -

Oeżeli p = 1 , to

|c3 l - |c2 l <  (4s2 + 4b 1 * 2)e 1 - Zi l + s ^ e  1 + 1, (2.2)

gdzie s1 Jest mniejszym pierwiastkiem równsnia

i '
-s 1 s . e - 3 .

Dowód

Wyznaczymy najpierw największę wartość funkcjonału lcp+2 l " lcp+ll
przy ustalonym lcp+il z Przedziału <o,2p> a następnie zmieniajęc |cp+1|

w tym przedziale znajdziemy max (jep+2l “ lcp+ i^ *
, f « sp

Deżeli więc |cp+1l “ const., to wówczas zadanie sprowadza się do zna­

lezienia największej wartości | cp + 21 « | Cp+2I ^ cp + l ^  przy stałYm lcp+il - 
Możemy więc korzystać z Twierdzenia 5 podanego w pracy [3], w myśl które- 

90 ^°p+2^ ^ cp + l ^  Ppzy lcp+il = const, wyraża się parametrycznie rów­
nościami

|c ,1 ■ 2p(l+s)e_s
(2.3)

lcp+2 I ” P2p I Cp+lJ - 2p(l+2 s )e-2® , o i. 8 <  *®.

skęd

I V 2 1 - l°p*ll «= I V ? ( l V l | }  ■ I V l j V 8 X " r - ’ n ( | T p ^  ( i V l l >  "

6§     K - Pe?ht

“p+ll €  2P

a po wyrugowaniu |cp+1l , otrzymujemy

lcp+2 l ” lcp+ll <  "ax ?(8)> (2*4)o <  s < ~

gdzie

j(s) » (2p(p+l)s2 + 4p2 s + 2p2 )e~2s - 2p(l+s)e-s + p. (2.5)
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Nadto pochodna i

ÿ(s) « 2p a e~8 (-2(p+l)se-8 - 2(p-l)e“8 + l ) ,

której znak pokrywa się ze znakiem funkcji

v(s) - -2)p+l)a e-8 -2(p-l)e-8 ♦ 1.

Jeżeli zatem

a ) p i d wówczas

v(o) - -2(p-l) + 1 <  o, V(~) = 1 1 V' (s) - 2(p+l )e_8(s -
( 2 . 6

przeto z ciągłości funkcji V(s) wynika, że V(s) zmienia raz swój znak 
z wartości ujemnej na dodatnię. Wobec tego

max f(s) » maxiÿio), ?(")).
O ś s <<*=>

Ponieważ <f>(o) » p(2p-l) >  p - <P(-°) , więc

max f(a) ■ ?(o). 
o < 8 < OO

Stęd i wobec (2.4) otrzymujemy

lc p * a l  - I V i 1 e  p ( 2 p  "  1 ) *

tj. nierówność (2.1) twierdzenia.

b) p » 1 wówczas

f(s) - (4s2 ♦ 4s + 2)e-28 - 2(l+s)e-8 ♦ 1,

i
<P(a) ■ 2 a e_8 (-4s e 8 + l)

więc max ÿ(s) Jest osięgnięte dla s spełniajęcych równanie
O S 8  < ~

Równanie to ma dwa pierwiastki dodatnie, gdyż lewa strona rośnie w prze­
dziale (0,1) i dalej maleje. Ponieważ dla s bliskich zeru f(s)> o, to 
maksimum funkcji ?(s) Jest osięgnięte dla mniejszego pierwiastka.
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Przypadek p = 1 został zbadany przez G.M. Gołuzina w jednej z wcześ­

niejszych jego prac.

Twierdzenie 4

Geżeli funkcja

fCz) - zp ♦ cp+1 zp+1 + cp+2 zp+2

należy do klasy sp , to

lCp+2 ' J°p+ll 5 “ P t

Znak równości spełniaję odpowiednio funkcje

f(z) * ------    Ił I = 1.
(1 z2)

Dowód

Ażeby znaleźć min (|c 2 I - |c , |), szukamy najpierw najmniejszej 
f e S p pp

wartości ( |cp+2| - |cp+1l ) przy ustalonym |cp+1l z przedziału < o , 2p > ,
co jak łatwo zauważyć sprowadza się do wyznaczenia najmniejszej wartości

Icp+2^ ' Ĉp+2^ ( 'Cp+1* ) prZy lpp+ll ” 00n8t* Zatem w myśl Tw. 6 lcp+2 < 
wyraża się w postaci

lcp+21 ’ naxJ  (z-e)
l ^ l - p  J 2 - p*

Rozpatrzmy następnie dwa przypadki:

P ^ p + T  ^  lcp+ll ^  2 p ' WÓWCZBS "°bec (2 .8 )

l °P+2l - l°p*ll > ■ i cp+21 - lcp+ll > min U(i°p+l l ) ' (2*9)
< p \3 r - 2p>

gdzie

P'

“p+l- 2p i-p+łl - |Cp+1| - p.

Ponieważ P > 1 U ( | cp+1l  ̂ jest funkcję rosnęcę w przedziale

< P  W i -  2p>, więc
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nin

< P , 2p >

Stęd i wobec (2.9) mamy

p+2 i - 1« , . * - ' p T -

b  ̂ ,0 i  l°p+ll <  P ̂ p+T' t0 wobec (2 .8 ) |cpł2| » o, ekęd już wynika.
że również

lcp+2l - lCP+ll >  " P f
2

p+1

Zauważmy nadto, że w obu przypadkach równość realizuję odpowiednie funk­
cje
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01IEHKA »yHKIlHOHAJIOB ¡ c ^  -«C^J , - 1
P-JIHCIHHX $yHKIfliił B EJJIHHMHOM KPYFE

P e 3 n  m e

f(z) = l«l» 1 .

H cxoflH  K3 c o o iB e ic T B e H H o r o  ypaBH eH H H  Jle B H e p a  z z a  p - j i h c i h h x  iy H K Ę H ił ,  c no -  
m o u b b  BapnaiiKO KHO it jieMMti H.E. E a 3 H Jie B H tia , n o z y ve H ti ToqHne oaeHKH ify H K ia o sa -  

Z O B  |C p + 2  - « J j ,  | 0 p t s j | -  | O p + 1 | .
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ESTIMATION OF FUNCTIONALS |cp+2 - « C p+1| , |cp+2| - |op+1|
OF P-VALENT FUNCTIONS IN THE UNIT CIRCLE

S u m m a r y

In this paper has been got a sharp estimation of functionals | c p+2 “ 
- <*cp+1l , for every <* and |cp + 2 j - |cp + 1 | in the class of p-valent func­
tions with the help of the Loewner method.


