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OSZACOWANIE FUNKCOONALOW |cp+2 ™ “Cp+1 I<|cp+21 = K+11
FUNKCOI P-LISTNYCH W KOLE ~JEDNOSTKOWYM

Streszczenie. W pracy otrzymano ostre oszacowanie z gory funk-
cjonatéw |cp+2 - cp+1l]. przy dowolnym «. i |Jcp+2] - |cp+l], o
kreslonych w klasie Sp oraz ostre oszacowanie z dotu funkcjonatu

ICp+21 " ICp+l]-

Niech Sp bedzie klase funkcji

f(z) = zp + cp+l zp+l + cp+2 zp+2 + ... (O]
regularnych 1 p-listnych w kole |z] < 1.
Bedziemy korzystaé¢ z twierdzen 5 i 6 zawartych w pracy [3] autora oraz
nastepujecego przedstawienia wspotczynnikéw
cp+l * -2p j e-t k(t)dt

(2)

= 2 =
cp+2 « 2p(p+1)( | e-t k(t)dt) - 2p Je™2t k2 (t)dt,
0 o}
w ktérych k(t) = elO” i Q(t) Jest "funkcje rzeczywiste przedziatami

ciegle w o0 < t < tQ< <. Wzory (2) tatwo otrzymuje sie z réwnania

So(z-t) _ Bg(z-t) 1 +
3t 8z 1 -kU)z~

ktére badat K. Koseki [2] dla pewnej klasy L, funkcji p-listnych, gestej
w klasie Sp.

Oddzielajec we wzorach (2) <cze$ci rzeczywiste 1 urojone otrzy-

naay
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aptl « -2p j e-tc08Q(t)dt, bp+l « -2p j e tsinQ(t)dt.

o ¢}
pr2 © "“op (GBir - pe1 T 2P F e"2tco32Q(t)dt ®
bp+2 =~ 8p+lbp+l - 2P J «“2tsi"2Q(t)dt.

§ 1. MAKSIMUM FUNKCJONALU Jcp+2 - “Cp+;4
Twierdzenie 1
Oezeli funkcja
p+1 p+2

(@) 5 3P 4 opyy 2 + °P+2 2 +

nalezy do klasy Sp i a < , woéwczas
1° jezeli a € , to
ICp+2 " KCp+l I< p(2p+l - 4pC°" 1.1

przy czym znak réwnosci realizuje funkcje

,P
f(z) . lei- i.
@ - Ez)?P
2° Hezeli 10
LJ _ 2p«~(p-1) J,
ICp+2 - “Cp+Il < P - - l+p > 2p* + (1.2)
przy czym istn nje funkcja f(z)e S , dla ktérej zachodzi réwnosc.
Oowod
Zauwazmy, ze dla znalezienia max |c - «Cc_ . , wystarczy wyznaczy¢
fe spi pt+2 P+l
~max R®(0p+2 *“ CTCp+i~“ poniewaz przeksztatcenie e_iff(z dowol -

2]
na liczba rzeczywista; nie wyprowadza funkcji f(z) z klasy S , za$ przy

odpowiednim dobranym 0 P
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max Re(c_ ,,—-«cz_.)» c_0-*c™ *
feSP p 2 p+1* p P+1

Korzystajec ze wzoréw (3) otrzymujemy

Re(cp+2 “ “Cp+i5 - (E£§8 " aKap+l ™ “p+i5 "™ 4p / e"2tcoe2Q(t)dt + p - 1
o] 1.3)

1 zadanie sprowadza sie do wyznaczenia w klasie Sp najwiekszej wartosci
prawej strony (1.3).

Wykazemy najpierw naetepujecy lemat.
Lemat 1

W klasie Sp najwieksza wartos¢ | » l7ap+i® Pr2Y ustalonym @&+l =z
przedziatu <-2p,2p> wyraza sie parsmetrycznie w postaci

ap+l = 2p(l+s)e-8
1.4
- (£t - a) a2+1 - 2p(I1+2s)e~28 ¢ p.

Réwnosci te se speinione tylko dis funkcji

o<t<s
e~* coeQ(t) »*

e_t, s<toO
i wtedy bp+i “ °*

Dowdd

Nie zawezajec zagadnienia, wystarczy rozwaza¢ ap+i tylko z przedzia-
+u <o, 2p> wedtug wzoru

ap+l - 2p \] e-t cosQ(t)dt,

poniewaz, zamieniajec w (3) Q na Q + , ap+j zmieni sig¢ na “ap+i* 290
Re(Cp+2 - Fcp+i® nie ulegnie zmianie.
Prawa strona (1.3) osiegnie swoje najwiekszg warto$¢, gdy bp+l "™ o oraz

gdy catka j'e”2tcos2Q(t)dt przy warunku j'e tcosQ(t)dt * conat. bedzie

0 0
najmniejsza. Z lematéw 112 1.E. Bazilewicza wykazanych w [1] i danych w
{3] wynika, ta woéwczas funkcje ekstremalne Jest funkcja
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e . o< t< 9 -
e" cosQ(t) Mm< (1.5)
le-t , s < t<

gdzie s Je3t stale zalezne od ap+1-

Obliczaj ec teraz dla (1.5) ep+l i prawe strone (1.3) przy bp+l - o
otrzymamy réwnosci (1.4), za$ przez odpowiednie rozbicie przedziatu osax«*
na dwie czesSci, w ktérych funkcja Q ma przeciwne znaki, otrzymamy roéw-

niez bp+I = 0. Oznacza to. Ze réwnosci (1.4) zostaty otrzymane bez zed-
nych ograniczen na “p+i*
Zatem
max Rm(c_.. - «ej" -) * max
fsSp P+1 P+1 lap+11 « 2P P+1
-)

a sted i1 wobec (1.4) oraz (1.3) wynika, te

Re(e . -#cj ,)< maxj>(a), 1.6)
P+1 P+1 O« 8<~

y(e) - 2p ((+p) - 2 p)s2 + 2p(1-2«)e + p(1-2«))e-28 + p
Nadto
<p'(e) » 2 s a”28(~("p -«)* +«-

Oezeli zatem

1° a < Ezi, to poniewaz Ezi < Eli, wiec E(s)< o dla o0 < s< e»,
wobec tego funkcja P(a) osiege swoje maksimum dla e « o. Sted i wobec
(1.6) otrzymujemy. Ze

Re(cp+2 -acp+l) < p(2p+l - 4p . k).
Zauwazmy jeszcze, Ze dla funkcji

f(z) m — yir » zp + 2p£zP+1 ¢ p(2pt+lyg2zp+2 +
(1-£2)P

Icp+2 " “Cp+1l1 " p(2p+1 - AlXp)-

wiec tym samym nieréwnos¢ (1.1) zostata wykazane.
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£l

«. E=i
2° E‘E_pl Cc « < 2p to poniewaz ') > o dla s< T_+_p":_aE‘ i $@)< o0
2p
dla s > a “ e wiec funkcja ¥(s) osiega swoje maksimum dla s = — 5—

zatem w mysl (1 .6) mamy

Za - (p-1)
p+l - 2&
Re(cp+2 “ “CP+l)e P~26 -J.

sted juz wynika nieréwnos¢ (1.2) twierdzenia.

Pozostato jeszcze wykazaé¢, ze nieréwnos¢ (1.2) daje ostre oszacowanie

funkcjonatu |cp+2 _acp+ll- w tym celu konstruujemy funkcje

3t-s(a,p) + _ e2t-s(a,p))”, 0< t< vy
K(t) Jt-s(a,p) _ i e2(t-s(a,p)), y < t e s(«,p) @a.n
1 > s(«,p)
gdzie s(«,p) = 2 1 i Jest pierwiastkiem roéwnania
>(«,p)
f a"* A1 - e2(t<8i* 'p)) dt - - e2(t"8(a'p5 dt * o.

Przy tak dobranej wartosci y dla funkcji (1.7) mamy

2«—(p—|)
Re(cp+2 " tCp*1} " P(2 *® P+1 > ~ + %)

wiec istnieje funkcja f(z)«Sp przyporzedkowana funkcji
w (1.2) zachodzi réwnos¢.

Twierdzenie 2

Oezeli funkcja
f(z) - zP ¢ cp+l zp+l + cp+2 zp+2

nalezy do klasy S- i « > *Tp” to

lcp+2 - acp*l |« P (4P* *“ (2P+1)>

*

(1..7), dla ktérej
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przy czym znak roéwnosci realizuj« odpowiednio funkcje

f(z) - . fi- 1.
(1 - ¢éz)°P
Dowod
Dezell we wzorze (1.3) zamieniamy coszQ(E) na 1 - aian(t), wtedy
problem oszacowanie z géry dla Re”cp+2 “ "cp-1 sprowadza sie¢ do wyzna-

czenia najwiekszej wartosci prawej strony réwnosci.

d« (a- Egg)(bz s - a%+r)+4p\fe'2teln2Q(t)dt -p-1@18)

Re(cp+2- - *cp+l p+I

Analogicznie Jak w twierdzeniu 1 zachodzi nastepujecy lemat.

Lemat 2

Dezell « > *Tp~” tO w k~a8le sn najwieksza wartos¢ 17« I'(DBiﬂ) Pnzy
ustalonym bp+} 2 przedziatu <-2p, 2p> wyraza sie parametrycznie réwnos$-
ciami

bp+l < 2p(l+s)e“8

(1.9)
. -2s
1 (hp+I) a («- 2p b%+1 + 2p(l+2s)e =7 - p
Réwnosci te osiegniete ee tylko dla funkcji
o t< s
e_telnQ(t)
e< t< “
i przy tym ep+l - o.
Dowdd
Podobnie Jak w dowodzie lematu 1 wystarczy rozpatrywa¢ bp+i wed4ug
wzoru

bp+1 - 2p e-teinQ(t)dt
o

w przedziale <o, 2p>. Prawa strona (1.8) bedzie wiec najwieksza gdy

£ 121

e~ sinQ(t)dt=const. catka Je sian(t)dt

0 o
bedzie najwieksza.
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euZtsinZQ(t)dt,z wa-

runkiem Te_tsinQ(t)dt = const. bedzie osiegnietaowéwczas, gdy catka

J e”2t cos2Q(t)dt osiegnie przy warunku je-tcosQ(t)dt » const swoje war-

o
to$¢ najmniejsze, tj. dla funkcji

_ e-9, oe t< s
ee sino(t) * ™ _t Cl.10)
e~ ., S < t< «

Jezeli teraz obliczymy dla funkcji Cl1.10) bp+l oraz prawe strone (1.8)
przy sp+l = o, to otrzymamy roéwnos¢ (1.9). Zauwazmy Jeszcze, ze rownosci
(1.9) wynikaje roéwniez z lematu 1 G.M. Goduzina [I] s. 196-197.

Zatem z lematu 2 wynika, ze dla ct5

Re(e , - «c .) « max f~Th~~ ¢ = max <f(s), a.11)

P Ibp*Il <2P 0«s<oo0

gdzie
y(s) = 2p (@p<t - (p+1))s2 + 2p(2« - s + p(2<*- 1) e 2s—p

Poniewaz

y'(s) * -8p2 s e"2s ((a- + a- EM)
w catym przedziale o< s<<=, wiec max <P(s) = y(o), sted i wobec
(1.11) mamy °€ s<~

Re(cp+2 - ®cp+l)sjpUpa - @p+l)).

§ 2. MAKSIMUM 1 MINIMUM FUNKCJONALU jcp+2] - |cp+1]

Twierdzenie 3
Jezeli funkcja
f(z) = zp ¢ Cp+l zp+l & cp+2 zp+2

nalezy do klasy Sp i p5 2, to

Icp+2] - kp+ll ~ p(2p_1)* @b
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Znak réwnosci realizuje odpowiednio funkcje

. fu> mu / L >» - w * 1-
Oezeli p =1, to

Jc31 - Jc21 < (452 + 4pl * 2)e 1 - Zil+s”e 1 + 1, 2.2)

gdzie sl Jest mniejszym pierwiastkiem roéwnsnia

i .
s . e S 3.

Dowéd
Wyznaczymy najpierw najwieksze wartos¢ funkcjonatu Icp+21 " Icp+11
przy ustalonym Icp+il  z Przedziatu <o0,2p> a nastepnie zmieniajec |cp+l|
w tym przedziale znajdziemy max (Jep+21 “ lIcp+in*
f«sp

Dezeli wiec |cp+1ll “ const., to wowczas zadanie sprowadza sie do zna-

lezienia najwiekszej wartos$ci |cp+21 « |Cp+21 ™ cp+1”~ przy statYm Ep+il -
Mozemy wiec korzysta¢ z Twierdzenia 5 podanego w pracy [3], w my$l ktore-

90 ~°p+2~~cp+I”  Ppzy kp+il = const, wyraza sie parametrycznie réw-
nosciami

lc ,1 m 2p(l+s)e_s

(2-3)
Icp+21 7 P2p ICp+tlJ - 2p(1+2s)e-20®, 0 i. 8< *®.
sked
21 - 1°p*Il « 2 (1V 1 1] vt ~ v
v 1 p v ?2 (v 1} = 1V JV“p?iI%ZB (1Tp (v >
a po wyrugowaniu |cp+1l, otrzymujemy
Icp+21 7 kp+ll < 0';a>§<_~?(8)> (2*4)

gdzie

J(s) » (2p(p+1)s2 + 4p2 s + 2p2)e~2s - 2p(l+s)e-s + p. (2.5)
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Nadto pochodna i
y(s) « 2p ae~8(-2(p+l)se-8 -2(p-1)e“8 +1),

ktorej znak pokrywa sie ze znakiem funkcji
v(s) - -2)p+l)a e-8 -2(p-1)e-8 ¢ 1.

Jezeli zatem

a) pi d woéwczas

v(o) --2(p-1) + 1< o, V(=) =1 1 Vv° (s) -2(p+tl)e_8(s -
(2.6

przeto z ciagtosci funkcji V(s) wynika, ze V(s) zmienia raz swéj znak
z wartosci ujemnej na dodatnie. Wobec tego

max Ff(s) » maxiyio),?(")).
0S s<=

Poniewaz <) » p(2p-1) > p - P, wiec

max f(a) m ?(0).
0< 8<00

Sted i wobec (2.4) otrzymujemy
Icp*al - 1 Vilep(2p " 1)*

tj. nieréwnos¢ (2.1) twierdzenia.
b) p» 1 wbwczas
f(s) - (4s2 ¢ 4s + 2)e-28 -2(1+s)e-8 1,
<P(@m 2 ae8(-4s e8 + 1)
wiec max y(s) Jest osiegnietedla s spedniajecych roéwnanie

0S8 <~

Réwnanie to ma dwa pierwiastki dodatnie, gdyz lewa strona ros$nie w prze-
dziale (0,1) 1 dalej maleje. Poniewaz dla s bliskich zeru f(s)> o, to
maksimum funkcji ?(s) Jest osiegniete dla mniejszego pierwiastka.
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Przypadek p = 1 zostat zbadany przez G.M. Goduzina w jednej z wcze$-

niejszych jego prac.

Twierdzenie 4

Gezeli funkcja
fCz) - zp & cp+l zp+l + cp+2 zp+2
nalezy do klasy sp, to
ICp+2* Sp+Il 5 “ Pt

Znak roéwnosci spedniaje odpowiednio funkcje

f(z) * —————- o Hi= 1.
a 2)
Dowod
Azeby znalez¢ min (Jc 21 - |Jc ,]), szukamy najpierw najmniejszej
fe Sp p p
wartosci  (|cp+t2] - |cp+1ll) przy ustalonym |cp+1ll z przedziatu <o, 2p>,

co jak Htatwo zauwazy¢ sprowadza sie do wyznaczenia najmniejszej wartosci

Icp+2~  * 7Cp+2~ (Cp+l* ) prZy lIpp+ll ” 00n8t* Zatem w mysSl Tw. 6 Icp+2<
wyraza sie w postaci

lcp+2l * nax) (z-e)
INl-pJ 2- p*

Rozpatrzmy nastepnie dwa przypadki:

PAp+T ~ Icp+ll ~ 2p* WOWCZBS "°bec (2.8)

I°P+2A - I°p*Il > m icp+2l - IcpHl > min UgicpHl1)’ (2*9)

<p\3 r-2p>
gdzie
“p+1- 2p i-p+Hl - ICp+1] - p-
Poniewaz P > 1 U(Jcp+11~ jest funkcje rosnece w przedziale

<P Wi- 2p>, wiec
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<P , 2p>

Sted i wobec (2.9) mamy

p+2i - 1« , . * - 'p T -

b~ 01 I°p+ll < P~ p+T" tO wobec (2.8) |cp42] » o, eked juz wynika.
ze rowniez

2
Icp+21 - ICP+1l > " Pf p+l

Zauwazmy nadto, ze w obu przypadkach roéwno$¢ realizuje odpowiednie funk-
cje

f(z) = l<l» 1.
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OLIEHKA »yHKITHOHAJIOB j ¢ -«CNJ -1
P-JIHCIHHX $HKHAiH B EJJIHHVHOM KPYFE

Pesnme

HcxoflH K3 cooiBeicTBeHHoro ypaBHeHHH JleBHepa zza p-jihcihhx iyHKEHIit, ¢ no-
moubb BapnaiiKOKHOIit jieMMti H.E. Ea3HlJieBHtia, nozyveHti TogHne oaeHKH ifyHKiaosa-

ZOoB |Cp+2 - « J j , |Optsj| - |Op+1].
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ESTIMATION OF FUNCTIONALS |cp+2 - «Cp+1], |cp+2] - |Jop+1]
OF P-VALENT FUNCTIONS IN THE UNIT CIRCLE

Summary

In this paper has been got a sharp estimation of functionals |cp+2 “
- <*cp+1l, for every < and |cp+2j - |cp+1l] in the class of p-valent func-

tions with the help of the Loewner method.



