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MAKSIMUM I MINIMUM FUNKCJONAŁU R e(cp+2 + * C p+1) 
W KLASIE FUNKCJI P-LISTNYCH

Streszczenie, w niniejszej pracy, metodę Loewnera, otrzymano o- 
stre oszacowanie funkcjonału ^ e ^°p+2 + cp+l^ określonego w klasie
funkcji p-listnych w kole jednostkowym.

Niech Sp będzie klasę funkcji

f(z ) ■ zp ♦ cp+1 zp+1 + cp+2 zp+2 + ... (1)

regularnych i p-listnych w kole |z| <  1.
K. Koseki w pracy [l] badał pewnę klasę L funkcji p-listnych, zdefi

niowano następujęco:
Funkcja f(z) należy do L, jeżeli f(z) = g(z,o), gdzie g(z,t) jest 

rozwiązaniem równania

8q(z.t) = 8g(z,t) 2 1 + k(t)z
at az

i + Kkt;z . ... _ .
1 - kTtTz ' o < t < t o <o-

est
asa

spełniających warunek g(z,tQ ) = zp , gdzie k(t) = i 0(t) j
funkcją rzeczywistą przedziałami ciągłą w < 0 , t > i wykazał, że kl 

tych funkcji jest gęsta w klasie Sp . pt
Współczynniki cp+1 i cp+2 funkcji f(z) ■ a 0 f(z), gdzie f(z)eL 

wyrażają się wzorami
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Ze wzorów (2) otrzymamy

a_.H = -2p J e-t cos Q(t)dt, bp+1 « -2p j  e_t sin Q(t)dt
P+l

o

ap+2 “ ^  (ap+l " ‘’p+l5 " 2p /  e_2t C09 2Q(t)dt ^ (3)
O

bp+2 " ^  8 P+l bp+l ‘ 2P I ® ’2 ' 8łn 2<2(t)dt'

Będziemy stele zakładali, ie apłl 5  o nie zawężajęc przez to proble
mu, ponieważ zawsze możemy tak uczynić, kładęc do wzorów (3) w miejsce Q, 
Q + ir , nie zmieniaj ęc przy tym ap+2 i bp+2-

§ 1. MAKSIMUM FUNKCJONAŁU Re(c „ + <*C .)p+2 p+l

Twierdzenie 1

Jeżeli funkcja

« . )  - z' . V l  W  • . . .

należy do klasy Sp i a > o , to

ap+2 + “ ap+l €  p(2“ + 2P + !)• (1.1)

Znak równości realizuje funkcja postaci

f<*> - ---
(1 - z f J 3

Dowód

Mamy więc znaleźć

;? s p (“p+2 + *t8p+i )* (1*2)

W tym celu wyznaczymy najpierw największę wartość funkcjonału a + +*a
przy ustalonym ap+1 z przedziału < o , 2p>, a następnie zmieniajęc 
w tym przedziale znajdziemy (l.2). P+
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Oeżełi zatem a = const., to max ( a , .  + <xa„ ,) = max a . + oa ...P+1 f 6 S  P+2 p+1 f s S  p+2 p+1'
P p

oznacza to. Ze wystarczy nam najpierw znaleźć największę wartość a 9 =

= ap+2 ^ap+l^' 9dV ap+i “ const. Możemy więc skorzystać z Tw. 1, poda
nego w pracy [2] , w myśl którego s ^ 2 (ap+1) wyraża się parametrycznie w
postaci

ap+1 = 2p(l+s)e”

P+2 p+(ap+l ’ ^  8p+l " 2p(l+2e)e"2s + p, s > o.
(1.3)

P+2 + a a p+l ^ £i? ap+l ' 2p(l+2s)e“‘:s + p + «
-2s

P+1

8 p+1 ■ 2p(l+8)e- 8 ,

(1.4)

skęd po wyrugowaniu ap+i • otrzymamy

ap+2 + flap+l <  * ( e ) '>

gdzie

(P(s) ■ (2p(l+p)s^ + 4p2s + 2p2) e 28 + a.2p(l+8)e”s + p.

(1.5)

Zadanie nasze sprowadza się dalej do wyznaczenia max y>(s). Ponieważ dla 
każdego s >  o os 8 C “°

f'(e) = -2p s e S(2(p+l)s e“8 + 2(p-l)e~s + a) <  o,

więc

max <p(s) = jKo) = p(2ec + 2p + l). 
o < s<°°

stęd i wobec (l.5) wynika nierówność (l.l).

Twierdzenie 2

leżeli funkcja

f(z) = zp + cp+1 ‘zp+1 + c zp+2 +z * p+2 z + ” *

należy do klasy Sp , a ponadto 

1° jeżeli -2(p-l)< «  e  o, to

ap+2 + “ ap+l «  B8X{p ( 2a. + 2p + 1 )

P

( 1. 6 )
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przy czym równość realizuję funkcje

f(z) - --- £ - = .  f ( z )  «
9 ^

-2

2° Jeżeli -2(l+p)e1+p < « < - 2 ( p - l ) .  to

«• 2 8 * 0
ap+2 + W a p+i <  (2p(l+p)s2 + 4p2a1 + 2p2 ) e 1 + « ,2p(l+e1 )e + p,

(1.7)

gdzie e1 Jest mniejszym pierwiastkiem równania

2(l+p)s e~8 + 2(p-l)e s ♦ « *= o

2

3° Jeżeli a. <  -2(p+l)e P+1 to

(1.8 )

z równościę dla funkcji

Dowód

Poetępujęc analogicznie Jak w twierdzeniu 1, otrzymamy w myśl (1.5) nie

równość

Więc również należy znaleźć max f(s). Zauważmy następnie, że znak po
chodnej o « s < —

V

JP'(e) • 2p s e“*(-2(l+p)e e~® + 2(l-p)e“8 - <* ) 

pokrywa się ze znakiem funkcji

V( s) ■ -2(l+p)a e”8 + 2(l-p)e-a - a .

*p+2 + * 8P+1 <

gdzie

f(s) « (2p(l+p)e2 ♦ 4p2a ♦ 2p2 )e'2 i_-28 ♦ «2p(l+e)e-8 + p. (1.9)
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Pochodna v'(s) « 2(l+p)e“8 (s - ■j ^ ) . więc funkcja V(e) posiada w 

s “ 1+p miniBuln> zate® znak funkcji V(s) a więc 1 y'(s) zależy od war
tości granicznych V(o) = -2(p-l) -ot , v(“ ( = -«, 1 od wartości wyra
żania (1.10)

= -2(l+p)e 1 + p - a .

Rozpatrzmy teraz kolejno przypadki Io , 2° i 3° twierdzenia

(1 .10)

1° -2(p-l)<  a  <  o.

Ponieważ V(o) >  oraz wobec (l.lO) V(o) <  o i v(«°) > o, więc
z cięgłości funkcji V(s) wynika, że funkcja V(e) a zatem i sf(s) zmie
niaj ę w przedziale o <  s <<*> tylko raz swój znak z wartości ujemnej na 
dodatnię, wobec tego

max sp(s ) = max(f(o ), f(°°) ) « maxO « 8<*o ' v
p(2+2p+l)

P

skęd już wynika nierówność (1.6) twierdzenia.
 2_

2° Oeżeli -2(p+l)e 1+p <  et <  -2 (p-l) wówczas z (i.10) wynika, że 

V(o) >  o, v(°°) > o i v (i§^) <  °< zatem z cięgłości v(s) wynika że rów
nanie

-2(l+p)s e-8 + 2(l-p)e-8 - ft = o 

ma dwa dodatnie pierwiastki s1 <  s,,.
Ponieważ dla dostatecznie małych s >  o, <p'(s) > o, więc funkcja yCs) o- 
sięga swoje maksimum dla mniejszego pierwiastka. Stęd i wobec (1.9) otrzy
mamy nierówność

-2s.
ep+2 + “ ap + 1 ^  (2p(l+p)s2 + 4p2s1 + 2p2 )e 1 + «2p(l+s1 )e 1 + p.

Pozostało jeszcze wykazać, że oszacowanie (l.7) jest oszacowaniem ostrym. 
W tym celu konstruujemy funkcję

t-s.
. s

k ( t ) — < t_8i V3 1 - 1 yi - e

2(t-s ) 
e ____, o < t « ^
2(l-s1 )

f>< t < (l.ll)

1.
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gdzie p Jest pierwiastkiem równania

f i  - d. - r -  ■ -■
o *>

Przy tak dobranym p obliczajęc ap+i i ap+2 *^a ^(t), otrzymamy

- 8 .
V ł  = 2p (1+s1 )e

-2s
ap+2 = (2pl+p)s2 + 4p2st + 2p2 )e 1 + p,

więc istnieje funkcja f ( z ) e S p przyporzędkowana funkcji (l.ll), która
jest funkcję ekstremalnę dla (1.7).

 2_
3° Jeżeli « <  -2(l+p)e 1+p, tp wtedy z (l.lO) wynika, że V(o) >  o,

V(°°) > o  i v (j7p) > °> zatem w całym przedziale o < s <  “ V(s) > o, a
więc funkcja SP (a ) jest w tym przedziale funkcję rosnęcę, przeto najwięk- 

szę swoję wartość osięga dla s = « .
Stęd i wobec (l.9) otrzymujemy nierówność (1.8) twierdzenia.

§ 2. MINIMUM FUNKCJONAŁU Re(cp+2 * « C p+1)

\
Twierdzenie 3

Jeżeli funkcja

f(z) - z p + cp+1 zp+1 + cp+2 zp+2 + ...

należy do klasy Sp i ot >  o, to

Sp+2 +ft8p+l >  -p ‘

Funkcja ekstremalna jest funkcję postaci

,P

(2.1 )

f(z) ■
(1+z2 )p

Jeżeli -2(l+p)C ot <  o , to
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Równość realizuje funkcja

rP
f(z)

z r

♦ I7p * * *2 >P "

Jeżeli a < - 2 ( l + p ) .  to

ap+2 * * % + !  *  P(2“ + 2f> + 1)1

przy czym równość zachodzi dla funkcji

f(z) » ---   jer.
(1 - z)2p

Dowód

Ponieważ zadanie sprowadza się do znalezienia min(ap+2 + “ apł.i^’ “ i?0
f C S P

podobnie jak w twierdzeniu i ustalajec ap+1 z przedziału < 0 ,2p>, znale
zienie min(ap+2 + ap+x^ sprowadza się jak łatwo zauważyć do wyznaczenia 

f a sp p+ P
najmniejszej wartości

8p+2 * W 8?* !5 PrZY V *  ’ COn8t‘

Zatem w myśl twierdzenia 2 podanego w pracy [2] otrzymamy dla ap+2^ap+i^ 

równanie

p+1 .2 _
ap+2 " 2? 8p+l -  P '

a stęd otrzymujemy

a.p+2 p+1 ' p + 1

gdzie

“ ^ p + l 5 " *5? 8p+l + R 8 p+1 " P * (2*5)

Rozpatrzmy teraz kolejno:

a. Jeżeli a >  o, wówczas funkcja (2.5) przyjmuje w przedziale < o,2p>
ewoję najmniejazę wartość dla ap+j " °* ®kęd już wynika nierówność (2.i)

twierdzenia.

b. Jeżeli -2(l+p)< “  <  o, to wówczas - ^ j « < 2 p ,  więc funkcja (2.5)
w <o,2p>, jako funkcja kwadratowa przyjmuje ewoję najmniejsze wartość
gdy a . ”  E- a. Stęd i wobec (2.4) otrzymujomy nierówność
3 1 P^l p+1



8p+2 + " V I 5  - I  p f l “ 2 " p -

c. Oeżeli <*ś-2(l + p), wtedy - « >  2 p , a ponieważ o sp+1 <  2P

więc u (0p+ 1  ̂ jest funkcję malejęcę, przeto swoję najmniejszę wartość o- 
sięga gdy 8p+j “ 2P- Skęd już wynika, że

V 2  +: a a P * i  5  p ( 2 "  *  2 p  +  1 ) 1

tj. nierówność (2.3) twierdzenia.
Funkcjami ekstremalnymi dla a. b. i c . , co łatwo sprawdzić, sę odpowied
nio funkcje

P P D
f(z) = --- 2- _ , f(z) =    f(z)

7B_________________________________________________________________________ K. Pethe

( l + z 2 ) P ' ' ( i  ♦ ' - a .  z  * z 2 )p ' d - z ) 2 p ‘
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MAKCHMJUIhHHE H MHHHMAJIBHBiE SHAHEHHfi $yHKIlHOKAJIA R e ( c  „  + k c  . )p+ 2 p+1
B KJIACCE P-JIHCTHHX $yH K IB i#

P e s u  m e

Hcxofla H3 ypaBHeHos üeBHepa n a a  p -u ib c tb u x  ¡JyHKüHä nojiyseHO TOciHNe oztemcH 
Aza $yBKE(H0Hajia R e ( c  _ + ccc „ ) .p+2 p+1

MAKSIMUM AND MINIMUM OF FUNCTIONAL R e ( c  ,  ♦ o c  . )p+2 P+l
IN THE CLASS OF P-VALENT FUNCTIONS 

S u m m a r y

In this paper has been got a sharp estimation of Re(c „ + etc „ ) for
P+2 P+l

every real in the class of p-valent functions with the help of the Loew- 
ner method.


