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O PRZEKSZTAŁCENIACH PUNKTOWO-ZBIOROWYCH MIERZALNYCH

/

Streszczenie. W pracy dowodzi się pewnej własności cięgu prze
kształceń punktowo-zbiorowych mierzalnych F^rT— 2R n , przy założe
niu domkniętości zbiorów-obrazów przekształceń F^. Własność ta jest 
dowiedziona w [l] przy założeniu, że zbiory-obrazy przekształceń 
F, :T— 2E sę zwarte i niepuste, E jest przestrzenią Banacha. Bez-

1 K
pośrednią konsekwencję tej własności jest uzyskane w [i] twierdze
nie, będące odpowiednikiem twierdzenia Lebesgue'a dla całek prze
kształceń punktowo-zbiorowych. Z rozważań przeprowadzonych w ni
niejszej pracy wynika, że twierdzenie to dla przekształceń F^rT— 2 Rn 
pozostaje prawdziwe przy założeniu tylko domkniętości zbiorów-obra
zów tych przekształceń.

Niech (T.B^^i) oznacza przestrzeń ze skończoną miarą dodatnią, F - prze
kształcenie punktowo-zbiorowe F :T— - 2 R n . W literaturze spotykamy dwie róż
ne definicje mierzalności przekształcenia F:

D e f i n i c j a  1. Przekształcenie F nazywamy mierzalnym,jeśli ist
nieje przeliczalna rodzina przekształceń punktowo-punktowych xk :T—  R , 
k«=l , 2 . .  t8 ka, że dla każdego k zbiór ĵ t s T:xk (t) sF(t)J-jest mierzal
ny i ponadto dla prawie wszystkich t e T:

F (t ) c  U -fx. (t)}n F (t ). 
k«l *■ J

D e f i n i c j a  2. Przekształcenie F nazywamy mierzalnym, Jeśli 
dla każdego zbioru A domkniętego w Rn zbiór F- (A) o £t e T:F(t) n A f 
jest mierzalny.

Można wykazać, że dla przekształceń o zbiorach-obrazach domkniętych w 
Rn powyższe definicje są równoważne. Bezpośrednio z definicji 1 wynika że 
jeśli przekształcenie F Jest mierzalne, to zbiór efektywny tego prze
kształcenia, dom F “ -^t e T:(F(t) / pj-, jest zbiorem mierzalnym. Przekształ
cenie mierzalne o domkniętych zbiorach-obrazach nazywamy normalnym.

L e m a t  1 Aby przekształcenie F było mierzalne konieczne Jest, a 
w wypadku gdy zbiory-obrazy przekształcenie F są domknięte to i wystar
czające, aby dla każdego x c R 0 funkcja skalarna d:T — R:d(x, F( t)) »
■ inf-jV(x,z), ze F (t ) była mierzalna.
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Deżeli:

j) funkcja g i T x R f̂— “ R spełnia warunkit
a) dla każdego t e T funkcja x— »git,*) Jest cięgła.
b) dla każdego x e R n funkcja t— -gCt.x> Jest mierzalna

2) przekształcenie F :T— -2 Jest normalne.

3) funkcja htT— -R Jest mierzalna, 

to przekształcenie punktowo-zbiorowe:

t— - ${t) « |x e Rn sx » F(t) i g(t,x) - h(t)^

jest normalne.
Dowody lematów znajduję się w [2 ],

Twierdzenie
» n

Mieeh F^;T— 2 będzie cięgiem przekształceń normalnych,o niepustych 
zbiorach-obrazach. Załóżmy, Ze istnieje ¡u-całkowalna funkcja rzeczywista
g taka. Ze" dla każdego ueF^ft), dla ka2 dego t s T  1 dla dowolnego

k«ł .2 .... : (u| €  g(t).
Niech f :T— ■ Rn będzie przekształceniem mierzalnym takim. Ze dla dowolnego 

t 6 Ts

f(t)«Li Fk(t) - jy e r": ^KŚy.r) 3 n  V k  >  N K(y ,r) n Ffc(t) ¡i pj

Wtedy istnieje cięg przekształceń (i-całkowalnych f^cX— — Rn taki. Ze dla 
dowolnego t*'T i k-1.2.... f ̂ Ct 3 * F^( t ), oraz dla każdego

t e T: lim ł^it) » f(t).

i
Dowód

Dla dowolnego t s T Jest f(t) 6 Li PjjCt) wtedy i tylko wtedy, gdy 
lim d(f{t3, F. (t 3 3 ■ O. Łatwo zauważyć, wykorzystujęc lemat l.Ze funkcja

 ----   R"
t'— d(f(t), F^tt)) Jeet mierzalne. Utwórzmy cięg przekształceń G^tT— 2

G^/t) «-lyeF^Ctlt 9(f(t),y) ■ d(f(t).

i do każdego z nich zastosujmy lemat 2 kładęc:

g(t.y) ■ <p(f(t).y), F • Fk . h(t) - d(f(i), F^Ct)).

Założenia lematu 2 aę wtedy spełnione, etęd wynika mlerzalnoić każdego z 
przekształceń G^. k-ł.2 ,...
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W o b ec  p o w y ż s z e g o ,  d l a  k a ż d e g o  p r z e k s z t a ł c e n i a  G k i s t n i e j e  m i e r z a l n y  s e 

l e k t o r  f k t a k i ,  ż e  d l a  d o w o l n e g o  t e T :

9 ( f ( 0 , f k ( t ) )  = d ( f  ( t  ) ,  F k ( t ) ) .

O e s t  o c z y w i s t e ,  ż e  k a ż d y  z  s e l e k t r ó w  f ^ ,  k = l , 2 , . . .  j  e s t  ¡i- c a ł k o w a l n y  . p o 

n i e w a ż  d l a  d o w o l n e g o  t 6  T t | f  ^ ( t ) | g  g ( t ) .  P o n a d t o  l i m  9 ( f ( t ) ,  f ^ C t ) )  =

= l i m  d ( f ( t ) ,  F ^ C t ) )  = O d l a  k a ż d e g o  t e T ,  c o  d o w o d z i  t w i e r d z e n i a ,  
k — -»o

P o w y ż s z e  t w i e r d z e n i e  d o w i e d z i o n o  w [ l ]  p r z y  z a ł o ż e n i u ,  ż e  z b i o r y - o b r a -  

z y  p r z e k s z t a ł c e ń  F k są z w a r t e  i  n i e p u s t e .  W y k a z a l i ś m y ,  ż e  d l a  p r z e k s z t a ł 

c e ń  F k : T — - 2Rn m o żn a  ż ą d a ć  t y l k o  d o m k n i ę t o ś c i  i c h  z b i o r ó w - o b r a z ó w .  Wa

r u n e k ,  ż e  z b l o r y - o b r a z y  p r z e k s z t a ł c e ń  F. s ą  n i e p u s t e  m ożna  o d r z u c i ć ,  z a -  
00 / \

k ł a d a j ę c  t y l k o ,  ż e  f i dom c B /  0  i w  c h a r a k t e r z e  z b i o r u  T w y -
k = 1

s t ę p u j ą c e g o  w t w i e r d z e n i u  p o s t a w i ć  z b i ó r  8 .

K o r z y s t a j ą c  z  u d o w o d n i o n e g o  t w i e r d z e n i a ,  m ożna  w p r o s t y  s p o s ó b  w y k a z a ć ,

ż e  I L i  F k ( t  ) d(( C L i  f F k ( t ) d ( i ,  j e ś l i  t y l k o  F k :T— -  2R ę ę  p r z e k s z t a ł c e 

n i a m i  n o r m a l n y m i .  Dowód t e g o  f a k t u  j e s t  a n a l o g i c z n y  do dow odu p r z e d s t a w i o 

n e g o  w [ l]  d l a  F k o z w a r t y c h  i  n i e p u s t y c h  z b i o r a c h - o b r a z a c h .
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OB H3MEPHMÜX MHOr03HAHHHX OTOEPAKEHHHX 

P  e  3 a u e

B p a ó o i e  flOKa3U B a e i c a  a e K O i o p o e  o b o S c t b o  nocjieaoB aTeJiŁH oeTH  H3MepHMHx 

MH0 ~03H a w u x  oioôp aaceHHfl H3 T b Rn b npej;Jio ieHHH, b t o  ohh 3 aM K B yTo o6pa3-  

HHe. 310  o b o S o t b o  ^0K a3aH0 b [1] b c j i y z a e  OToSpaxeHHtt oÓJtanammHX KOunaKTEhi- 

MH h HenyoTHMH 3HaneHZ£)iz b B a H a x o B o u  n p o c i p a a c i B e .  H en o cp eA C iB eH B O  k s  s t o -  

r o  CBofioTBa B U T e x a e i  £0K a3a B B a a  b [ l j  l e o p e w a  0 b h t e r p a j i b h h x  u B o r o 3B a zB u x  

o T o ô p a x e B H S ,  n o x o x a a  Ha KJtacHaecKyx) l e o p e u y  J l e S e r a .  03  p a c c M o ip e H H0 n p a B e -  

AeHHtDC b o í o s  p a ô o i e  B u r e K a e i ,  h t o  x e o p e u a  0 e 6 e r a  s j t b  MH0 r 03HaqHüX OTOÓpa- 

xeHHft o c i a e T O H  BepHoK jihïïïl o n p e f l a o s e a z e M ,  h t o  U B O z e c T B a -3HaBeBHB s t h x  o t o -  

OpaxeHHü 3auKHyTH b n p o o T p a a o i B e  R .
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SUR LES MULTI-APPLICATIONS ME¡SURA8LES 

R é s u m é

Ici nous démontrons d'une propriété de suite de multi-applications me
surables de T à valeurs dans l'ensemble des fermés d'espace R n. Cette pro
priété est achevée dans [l] pour une suite de multi-applications mesurab
les de T à valeurs dans l'ensemble des compacts non vides d'un espace de 
Banach. La conséquence directe de cette propriété est\ la théorème étant 
equivalent à la théorème de Lebesgue pour intégrales de multi-applications 
Ce théorème est démontré dans [l]. D ’après de considérations de ce tra
vail s'ensuit que le théorème de Lebegue pour intégrales de multi-appli
cations reste véritable seulement avec la supposition que multi-applica- 
tioris ont valeurs dans l'ensemble des fermés d'espace R n.


