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ANALOGON UOGOLNIONEJ TRANSFORMACJI FOURIERA
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1 - -
Streszczenie. W pracy omawiana jest przestrzen Li(-«o, m», H) oraz
przestrzen L2(<*>, », h) nad ciatem liczb zespolonych; se to prze-

strzenie Hilberta operatoréw dziatajecych z przestrzeni liczb rze-
czywistych w dowolne przestrzen Hilberta H, Kktérych normy (odpo-
wiednio w L2 - kwadraty norm) w H se catkowalne w sensie Lebesgue®a

w granicach (-«,=o ). Udowodnione jest twierdzenie analogiczne do
twierdzenia Plancherels (1910), uzasadniajace wprowadzenie w
L2 (-00,00, H) analogonu uog6lnionej transformacji Fouriera i poka-

rczno$¢ jej z transformacje Fouriera dla operatoréw z

1. PRZESTRZEN L2 (-~, », H)

Niech H bedzie dowolne przestrzeni? Hilberta nad ciatem liczb zespo-
lonych, z norme I«H * iloczynem skalarnym (. , Niech f:R-*H bedzie
operatorem przeksztatcajecym przestrzen liczb rzeczywistych w przestrzeni

H. Woéwczas

jest zbiorem wszystkich operatoréw f o kwadracie normy w H catkowalnym
w sensie Lebesgue®a. Jes$li nie bedziemy rozrézniali operatoréw f réwnych
w R prawie wszedzie (tzn. za elementy L2 (-°0, «>, H) bedziemy faktycznie

uwazali klasy abstrakcji operatoréw o jednakowej catce

to nietrudno przekonaé¢ sig, ze zbidr L2 (—=o, H) z dziataniami przenie-
sionymi z przestrzeni H jest przestrzeni? liniowe operatoréw f nad cia-

tem liczb zespolonych. Oznaczymy je w tej pracy krotko przez L. W prze-

strzeni L2 wprowadzamy iloczyn skalarny
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cd
(f =~ oL, “§ dt* 9dzie f<96I12*

Catka w prawe] czes$ci i8tnieje, poniewaz z nieréwnosci Cauchy-Buniskow-
akiego mamy

J (f(t), g(t))H dte J f(t))H ~CgCt), g(t))H dt -
- f Hf)MH |lg(D)]IH dt« [f(t) it dt + J fg(t) IN dt) < ~ ,
W zwiezku z tym wprowadzamy w L2 norme [LiLs ) dt i metryke

?, (f. g0 m If - gB. . gdzie f, geL,. Poniewaz L, jest przestrzenia
2 2

zupedne, wiec jest przestrzeni? Hilberta.

2. UOGOLNIENIE TRANSFORMACJI FOURIERA W Lgi-«», °°, H)

Twierdzenie

Niech fS L2 i gN(W < j' f(x) e-i"x dx. Woéwczas

-N
1°VnER gNEL2j
2° 3 lim - g6 Lg;
N— w2 N
N N
3° jesli “F fI(x) e_i™x dx, g**(A) » J FIX(X) e dx
-N -N
(f1. fIwEL2),
lim, i mgl i HLim gil » gl1, to (gl, gl11), » ZtrCfl. f11), ;
N 2 W N-~L2 N 2 2
4° jesli  TE£LjC-“» H), to g = F[f],
Dowéd

Idea dowodu polega na tym, ze twierdzenie udowadniamy najpierw dla ope-
ratoréw, bedecych elementami (klasa operatoréw szybko malejecych w
nieskonczonosci), a nastepnie uogélniamy dla dowolnych elementéw L2, korzy-
stajec z faktu, ze zbior N jest w L2 wszedzie gesty.
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Lemat
Zbior H Jest w Lg wszedzie gesty. Niech f elL2" a -le8t iunk*
cje charakteryatyczne odcinka oa , a>. Rozpatrzmy zbidr operatoréw
z  §o,p takich, ze przy ustalonym alfy(l X-)|I, <5 . Oznaczmy f, =
= 20 ;X )= Oczywiscie f 65 .. Dalej, dla kazdego 6 > 0 istnieje
operator réwny OeH zewnetrz odcinka<-b, b>, posladajecy pochodne
wszystkich rzedéw i taki, ze
b
¢ 1) - Ih dx <~ » poniewaz y e Lg. m
-b
Mamy takze (V £Lg):
V63c J flv(x) S dx< 6 . (@)
K< c
Oznaczmy teraz h « max(a,b,c) oraz + < analogicznie do powyz-
szych okreslen. Zauwazmy, ze f~ Jest takze elementem H. Mamy wiec

S[II»(X) - Fh(x) 1% dx)  eFIFh |12 <

< (Jlex) = y*(x) dx + J |Ff(.) - FE(X) I* dx) +5«<
-h x| > h
1
<(<5+5 )2 +6 -yiT +5 -£

Poniewaz liczba i > 0 wybrana Jest dowolnie (natomiast h Jest zalezne od
S). wiec £« ~25”+5 Jest tez dowolne liczbe dodatnle. Pokazalismy wiec,
z2e Vf sLg VE> 03?h £ H |- $hL <t , co konczy dowdéd lematu.

Udowodnimy teraz teze 3° twierdzenia dla operatoréw szybko malejecych.

Niech f~ ,fgs h oraz gt - F[fjj- 92 - F[fg] (dla operatoréw =z S..<H
okreslona Jest transformacja Fouriera i odwrotna trsnsforaacja Fouriera

patrz Lit. poz. [3]). Many
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_i fedx Je iAX(91(A), T2 GO)H JdX [eiAx (0i”). F2(x))HdAX ”

TWOJOI(X)TI rdAX F2U) dx)H dA ¢ 2F J (gl (A)" 92 (A))H dA °

”o2* (817 m~L2”

Uzasadnimy prawdziwo$¢ roéwnosci (3) i (4); przejscie (3) polega na wynie-
sieniu catki z argumentu iloczynu skalarnego na caty 1iloczyn skalarny,
przejscie (4) - na zamianie kolejnosci catkowania. Prawomocnos$¢ tych ope-
racji wynika z ciggtosci iloczynu skalarnego po obu jego argumentach oraz
z faktu, ze odpowiednia catka podwdéjna jest bezwzglednie zbiezna w ptasz-
czyznie (A., xX)j poniewaz e H, wiec mamy

Ixp fEp) |H < Cp g, 1 *r gjs) |H< Dr>8,
a zatem

1,-11.7-1
i analogicznie

A 91* 917MH < |>(r| *

Z otrzymanych nieréwnosci oraz nierdwnosciicauchy-Buniakowskiego wynika

UFIjW . f2(x))HI*E « A f2¢ f2)H < |AP|  |MA|

Niech teraz fSel2 jest dowolnym operatorem z L2 réwnym OeH zewnetrz
odcinka oa,a>. Woéwczas

a> a
f 2 OOIH dx « J fifa(x)JH dx<«®,
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a zatem f8e i posiads transformacje Fouriera

F[fal](A) = ga(M =J* fa(x) e dx.

Wezmy cieg |M®j"cs00 H operatoréw réwnych OeH zewnetrz odcinkaoa,a>

i takich, ze IimL2 fa = fa'. Istnienie takiego ciegu wynika 2z f.aktu,
n- <«o
ze zbior H jest w L2 wszedzie gesty. WproWfedzimy nieréwno$¢ pomoc-

nicze. Niech y,V el2, wbwczas z nierdéwnosci Cauchy-BuniakowsKiego

i, VOLI 2 < (PiL  (V.V)L

uamy

JI G (), V(EO)H R < JEr(t). ?2(t))H dt \J(v(t), V(t))H dt -

os co

«J [f(t> W2 Jlvit) 12 dt.
Wezmy y(t) = <fa(t) - operator réwny O zewnetrz <-a,a> i

v(t) = il'yit)H ya(t)*

otrzymuj emy
|J ByaCt)dH dt|2 <ifF7j lka(t) [|2 dt,

czyli

os 00 i
| frPa(iid dtj< yrr ( [ Jya(t) fi2 dt)2.
aeo

Oesli teraz w otrzymanej nierownos$ci podstawimy <a = fa - fa, to

oznacza to, ze cieg "j™n} Jest zbiezny do fa w metryce L. Z wkasnosci
transformacji Fouriera [3],wkasnos¢ 1) wynika, ze cieg transformacji Fou-
riera mgi| Jest zbiezny do ga w przestrzeni (jednostajnie w h). Précz
tego,- -9nj- je3dt ciegiem fundamentalnym w przestrzeni Lg, poniewaz
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co dla operatoroéwz H juz pokazalismy.
Z zupednosSci przestrzeni Lwynika Istnienie granicy g ciegu operato-
réw -fgal: g"= lim. ga. Granica ta Jest w#asnie transformacje Fouriera
1 nd n-»2 n -
operatora f8F g* - g®, poniewaz cigg g®( r jest zbiezny w H jedno-

stajnie po zmiennej %

Niech teraz gla i flla, sg transformatorami Fouriera operatoréw f 0
i flla, bedacych elementami L2 i réwnych O zewnetrz odcinka <-a ,a>
(analogicznie do omawianych wyzej ga ifa). Wéwczas

(gla, glta). = ( limL g*a,lim 9*la)lL = lim (gla 911a)u
2 - -2 n n-— »2 2 n- ~

lim 2ir(fla. flla)L = 2r( limL f*a, 1LlimL Ff” a)L = 2ir(fla. flla)L
n—»»0 2

Otrzymana roéwno$¢ jest prawdziwa, poniewaz iloczyn skalarny Jest funkcje
ciegte swoich argumentédw i ciegi "jnNJI"" "jAnNI” zbiezne w przestrzeni H
Jednostaj nie.

W ten spos6b udowodnilismy teze 3° twierdzenia dla dowolnych, réwnych
0 6 H zewnetrz odcinka <-a,a>, operatoréw z przestrzeni

(gla, glla)_l_2 = 2J0 (fla, f”a)|2' ®)

Niech wreszcie f jJjest dowolnym elementem Lg. Przyjmijmy

fC), XI€ N
W) =<

3. X > N.

Cieg operatoréw T Jest oczywiscie fundamentalny w i IfF - NJp-*

- “0(n=-*). Pré6cz tego, kazdy z operatoréw FfN nalezy do L., wiec ist-
nieje jego transformacja Fouriera w

e

gN(A) m» F e~Hx dx = f(x) e-i?01 dx.

- =

Udowodnilismy teze 1° twierdzenia.
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Cieg operatorow jest fundamentalny w , bowiem Jak pokazalismy
wyzej (wzor (5))

UgN “ 9mii2 = N _ fmMI2 "
a poniewaz przestrzen 12 jest zupedna, wiec istnieje Jego granica w 12:
1iBL_ 9u “ 9@L -
Na Pho "

Udowodnilidmy teze 2° twierdzenia.

Oesli f1, fl1 e 12 ,,i f1, ¥’ ,gj, gll rozumiemy, jak wyzej, to

1. gl1i)L_ - < ¥imL - piB! ~Y “ 1iB(ON" 7Y "
(91 glIOL, - <SEimb, On = \JiBl, g7 ¥ , " \(JIBON™ a” v,
lim 2ir(fi, f11). - 2ir( lim. f1, lim. fil). = 2ir(f1, f11) ,

N— & 2 N-— °2 ™ N- ~=2 2
Udowodnilismy teze 3° twierdzenia.

Niech felj. Woéwczas dla operatora fw jest okres$lona transfor-
macja Fouriera

920 » 0" e X ax.
Pokazalismy Juz, ze zbudowany dla f cieg operatoroéw zawiera sie

w oLy i limL fN = f. Wynika ated, ze cieg jgNj- Jest zbiezny do g Jed-

nostajnie w catej przestrzeni H. Udowodnilismy takze, ze

3 N 4 9n " 9-

2 faktu zbieznosci jednostajnej ciegu -[0N(W} * przestrzeni H wynika g»g.
Udowodnilismy teze 4° twierdzenia, co konnczy dowdd catego twierdzenia.
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AEAJIOr OSOEEJSHHOrO 11PEOEPA3OBAHHH $yPBE
B HPOCLPAHCTBE Lg¢ , - H)

Pea»me

B pa6oTe paccMaTpHBaeica npocipaHCTBO LAC-", h), a Tanate npocTpaHC-
thbo I (-o0,00, h) Haj, noaeM KOMnjiencHHx >iHceji; 310 - rHZBoepTOBH npocipaac-
TBa onepaiopoB, fleacTBya>mHx H3 npocTpaHCTBa BemeciBeHHHX anceji b npoH3Bojib-
Hoe rHJii.6epTOBO npocTpancTBO H, hopmh( sooiBeTCTBeHHo: KBa”paTH HopM) koto-
f«T KHierpzpyeMH b H no Jledery b npeneaax (=, <*). i,0Ka3HBaeTca Teopeua
(aHaaorHaHa xeopeue rtnaHmepeafl, 1910), onpaBanBamnas BBeneHHe b LgC-*,*°,H)
anaaora o6o6méHHoro npeo6pa30BaHHK <fypbe, h noKasHBaiomas ero ToxaecxBeH-
HOOTB o npeo6pa30BaHneu $ypfce saa onepaiopoB Z3 L~-*“,w>, H),

L"ANALOGUE DE LA TRANSFORMATION GENERALISEE
DE FOURIER DANS L"ESPACE LgC- », H)

R e3umbé

Dans ce travail on considére l"espace LjJM=<*>, », H) et I’espace L2 (-~,

h) sur le corps des nombres complexes; ce sont les espaces d*Hilbert
des opérateurs de l"espace des nombres réels a un espace quelconque H
d *Hilbert, les normes (respectivement les carrés des normes) desquels sont
integrables au sens de Lebesgue dans les limites (--0,*). On demontre le
théoréme de Plancherel, (1910), qui Justifie I"application dans L2 (- ,«°,H)
de l"analogue de la transformation généralisée de Fourier et qui montre
I1"identité de la transformation précitée et de celle de Fourier pour les
operateurs dans Lji--», *», H).



