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ANALOGON UOGÓLNIONEJ TRANSFORMACJI FOURIERA 

W PRZESTRZENI L2 (-«>, “ , H)

I • •
Streszczenie. W pracy omawiana jest przestrzeń Li (-«o, ■», H) oraz 

przestrzeń L2 (-<*>, », h ) nad ciałem liczb zespolonych; sę to prze­

strzenie Hilberta operatorów działajęcych z przestrzeni liczb rze­
czywistych w dowolnę przestrzeń Hilberta H, których normy (odpo­
wiednio w L2 - kwadraty norm) w H sę całkowalne w sensie Lebesgue'a
w granicach (-«,=0 ). Udowodnione jest twierdzenie analogiczne do 
twierdzenia Plancherels (1910), uzasadniające wprowadzenie w 
L2 (-00,0 0 , H) analogonu uogólnionej transformacji Fouriera i poka-

rczność jej z transformację Fouriera dla operatorów z

1. PRZESTRZEŃ L2 (-~, » ,  H)

Niech H będzie dowolnę przestrzeni? Hilberta nad ciałem liczb zespo­

lonych, z normę I • 1H * iloczynem skalarnym (. , Niech f:R-*H będzie
operatorem przekształcajęcym przestrzeń liczb rzeczywistych w przestrzeni 

H. Wówczas

jest zbiorem wszystkich operatorów f o kwadracie normy w H całkowalnym 
w sensie Lebesgue'a. Jeśli nie będziemy rozróżniali operatorów f równych 
w R prawie wszędzie (tzn. za elementy L2 (-°o, «>, H) będziemy faktycznie 

uważali klasy abstrakcji operatorów o jednakowej całce

to nietrudno przekonać się, że zbiór L2 (-=o, H) z działaniami przenie­
sionymi z przestrzeni H jest przestrzeni? liniowę operatorów f nad cia­

łem liczb zespolonych. Oznaczymy ję w tej pracy krótko przez L^. W prze­

strzeni L2 wprowadzamy iloczyn skalarny
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Całka w prawe] części i8tnieje, ponieważ z nierówności Cauchy-Buniskow- 

akiego mamy

J  (f(t), g(t))H dt e  J  f(t))H ^CgCt), g(t))H dt -

- f  llf(t)|H ||g(t)|H d t «  |f(t) |î  dt + J  || g (t ) || ̂  dt) <  ~  ,

W zwięzku z tym wprowadzamy w L2 normę ||f|lL ) dt i metrykę

?, (f. g) ■ lf - gB. . gdzie f, ge L,. Ponieważ L„ jest przestrzenia 
2 2 

zupełnę, więc jest przestrzeni? Hilberta.

2. UOGÓLNIENIE TRANSFORMACJI FOURIERA W Lgi-«», °°, H)

Twierdzenie

Niech f S L2 i gN ( W  • j" f(x) e-i^x dx. Wówczas
-N

1 ° V n E R  gN £ L2 j

2° 3  lim - g 6 Lg ;
N—  «> 2 ^

N N

3° jeśli “ j" fI (x) e_i^x d x , g**(A) » J fIX(x) e dx
-N -N

(f1 . fI:t(£L2 ),

lim, gi ■ g1 i lim. gi1 » g11 , to (g1 , g11), » ZtrCf1 . f11), ;
N  2 ™ N - ~ L2 N 2 2

4° jeśli f £ LjC-“», H), to g = F[f],

Dowód

Idea dowodu polega na tym, że twierdzenie udowadniamy najpierw dla ope­
ratorów, będęcych elementami (klasa operatorów szybko malejęcych w
nieskończoności), a następnie uogólniamy dla dowolnych elementów L2 , korzy- 
stajęc z faktu, że zbiór ^ jest w L2 wszędzie gęsty.
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Lemat

Zbiór H Jest w Lg wszędzie gęsty. Niech f e L 2 ' a -le8t iunk‘*

cję charakteryatycznę odcinka o a  , a>. Rozpatrzmy zbiór operatorów

z S „ takich, że przy ustalonym alf*(l -X-)|l, < 5  . Oznaczmy f =00, n a a  a
= f*(l - X  )• Oczywiście f 6 S ... Dalej, dla każdego 6 >  0 istniejea a  a »n
operator równy O e H  zewnętrz odcinka<-b, b>, posladajęcy pochodne 
wszystkich rzędów i taki, że

b
(" II 9(x) - I h dx <  ̂  » ponieważ y e Lg. (l)
-b

Mamy także ( V £ L g ):

V ó 3 c  j* flv(x) S ̂  dx <  ó . (2)
|x| <  c

Oznaczmy teraz h « max(a,b,c) oraz + <P̂  analogicznie do powyż­
szych określeń. Zauważmy, że f^ Jest także elementem H . Mamy więc

1

-[ J|»(x) - 9*h (x) I* dx) ♦flfh |l.2 <

1

y*(x) dx + J |f(.) - f£(x) l* dx) + 5 <  
x| >  h

1
< ( < 5 + 5  )2 + ó - yiT  + 5  - £  .

Ponieważ liczba i > 0 wybrana Jest dowolnie (natomiast h Jest zależne od 
S). więc £ «  ^25’ + 5 Jest też dowolnę liczbę dodatnlę. Pokazaliśmy więc, 
że V f  s Lg V £ >  0 3 ? h £ H ||«P- SPh ||L < t  , co kończy dowód lematu.

Udowodnimy teraz tezę 3° twierdzenia dla operatorów szybko malejęcych. 
Niech f^ ,fgs h oraz gŁ - F [fjj. g2 - F [fg] (dla operatorów z S.. <H 
określona Jest transformacja Fouriera i odwrotna trsnsforaacja Fouriera 

patrz Lit. poz. [3]). Many

< ( j I«x) -
-h



. _i f°dx J e iAx(9l(A), f2 (x))H J d X  [ e iAx ( O i ^ ) .  f2 (x))H dX ”

' W  J (9l(X)' J  r ł A X  f2 U )  dx)H dA “ 2f J (gl (A)' 92 (A))H dA ’

” 2* (8 l ’ 'fl2^L2'”

Uzasadnimy prawdziwość równości (3) i (4); przejście (3) polega na wynie­
sieniu całki z argumentu iloczynu skalarnego na cały iloczyn skalarny,
przejście (4) - na zamianie kolejności całkowania. Prawomocność tych ope­
racji wynika z ciągłości iloczynu skalarnego po obu jego argumentach oraz 
z faktu, że odpowiednia całka podwójna jest bezwzględnie zbieżna w płasz­

czyźnie (A., x)j ponieważ e H , więc mamy

!xp f£p) |H <  Cp q , 1 * r gjs) | H <  Dr > 8 ,
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a zatem

1,-11.'-1 

i analogicznie

^ 91* 91^H <  |xr| *

Z otrzymanych nierówności oraz nierównościicauchy-Buniakowskiego wynika

U f l j W .  f 2 ( x ) ) Hl *£ • ^ f 2 ‘ f 2 ) H <  | ^ P |  | ^ń |

Niech teraz fS e L2 jest dowolnym operatorem z L2 równym O e H  zewnętrz 

odcinka o a , a > .  Wówczas

a> a
f llfa (x)lH dx « j" fifa (x)JH d x < « ° ,

f
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a zatem f8 e i posiads transformację Fouriera

F [ f a ] ( A )  = g a ( M  = J* f a ( x )  e  d x .

Weźmy cięg |̂ f®j'cs00 H operatorów równych O e H  zewnętrz odcinka o a , a >
i takich, że limL fa = fa". Istnienie takiego cięgu wynika z f.aktu, 

n— «o 2
że zbiór H jest w L2 wszędzie gęsty. WproWfedzimy nierówność pomoc- 
niczę. Niech y> , V e l_2 , wówczas z nierówności Cauchy-BuniakowsKiego

|i(?, V )LJ 2 <  (<P,if)L (V,V)L

uamy

j J (j (t ), v ( t ))H |2 < JĆr(t). ?(t))H dt J (v(t), v(t))H dt -
os co

« J  | f ( t >  W2 J l v i t )  II2 d t .

Weźmy ÿ(t) = <fa (t) - operator równy 0 zewnętrz <-a,a> i

v(t) = il'ÿit)|IH ÿ a ( t ) *

otrzymuj emy

| J  II ya C t ) dH d t | 2 < i f F 7 j  l k a ( t )  | | 2 d t ,

czyli

os 00 i
| f II ï>a (t)iiH dtj< y r r ( [ |ya (t ) fl2 dt)2 .
. aeo

Oeśli teraz w otrzymanej nierówności podstawimy <pa = fa - fa , to

oznacza to, że cięg "j^n} J est zbieżny do fa w metryce L^. Z własności 
transformacji Fouriera [3],własność l) wynika, że cięg transformacji Fou­
riera ■ gi| Jest zbieżny do ga w przestrzeni (jednostajnie w h ). Prócz 

tego,- -9nj- je3t cięgiem fundamentalnym w przestrzeni L g , ponieważ
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co dla operatorówz H już pokazaliśmy.
Z zupełności przestrzeni L w y n i k a  Istnienie granicy g‘ cięgu operato­

rów -fqa l: g'= lim. ga . Granica ta Jest właśnie transformację Fouriera
l  n J  n— »o 2 n .

operatora f8|: g* - g® , ponieważ ciąg g ® ( r jest zbieżny w H jedno­

stajnie po zmiennej %  .
Niech teraz gIa i fII a, są transformatorami Fouriera operatorów f 0 

i fIIa, będących elementami L2 i równych 0 zewnętrz odcinka <-a ,a> 

(analogicznie do omawianych wyżej ga i fa ). Wówczas

(gI a , gIIa). = ( limL g*a , lim 9*I a )L = lim (gIa . 9IIa)u
- - 2  n n — »o 2 2 n— ~  22

lim 2ir(fI a . fIIa)L = 2 r ( limL f*a , limL f” a )L = 2ir(fI a . fIIa)L
n —»»o 2

Otrzymana równość jest prawdziwa, ponieważ iloczyn skalarny Jest funkcję 

cięgłę swoich argumentów i cięgi "j^n^J"' "j^n^J” zbieżne w przestrzeni H 
J ednostaj nie.

W ten sposób udowodniliśmy tezę 3° twierdzenia dla dowolnych, równych 

O 6 H zewnętrz odcinka <-a,a>, operatorów z przestrzeni

(gI a , gIIa). = 2 JT (fIa , fII a) . (5)i-2 l2

Niech wreszcie f jest dowolnym elementem Lg. Przyjmijmy

f (x) , |x| €  N ;
fN (x) = <

3. |x| >  N.

Cięg operatorów fN Jest oczywiście fundamentalny w i II f - fN ||L — *

— “ 0( n— — *°). Prócz tego, każdy z operatorów fN należy do L . , więc ist­
nieje jego transformacja Fouriera w :

eo N
gN (A) ■ f e~l?l'x dx = f f(x) e-i?01 dx.

1  -i

Udowodniliśmy tezę 1° twierdzenia.
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Cięg operatorów jest fundamentalny w , bowiem Jak pokazaliśmy
wyżej (wzór (5))

UgN “  9m II l2 “  lif N _  f M lll_2 '

a ponieważ przestrzeń l_2 jest zupełna, więc istnieje Jego granica w l_2 :

liBL 9u “ 9 ® L  •
N— “ 2 *

Udowodniliśmy tezę 2° twierdzenia.

Oeśli f1 , f11 e l_2 „ i f1 , f” ,gj, g11 rozumiemy, jak wyżej, to

(g1 . g11 )L - < iimL 9n - liB! g ^ Y  “ liB(9N' a” Y  "
2 N—  2 N — •* 2 2 N — ~  u2

. lim 2ir( f i , f11). - 2ir( lim. f 1 , lim. fi1 ). = 2ir(fI , f11) ,
N — <” 2 N— ° 2 ™ N— ~=2 2 2

Udowodniliśmy tezę 3° twierdzenia.

Niech f e Lj. Wówczas dla operatora f w jest określona transfor­
macja Fouriera

g(?0 » j"
,/ •> -iAx . f(x) e dx.

Pokazaliśmy Już, że zbudowany dla f cięg operatorów zawiera się
w Lj i limL fN = f. Wynika atęd, że cięg jgNj- Jest zbieżny do g Jed­

nostajnie w całej przestrzeni H. Udowodniliśmy także, że

3 ^ 4  9n ' 9 -

2 faktu zbieżności jednostajnej cięgu -[gN ( W }  ** przestrzeni H wynika g»g. 
Udowodniliśmy tezę 4° twierdzenia, co kończy dowód całego twierdzenia.
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AEAJIOr OSOEŒJSHHOrO IIPE0EPA30BAHHH $yPBE 
B HP0C1PAHCTBE Lg (— , . H )

P e a » m e

B pa6oîe paccMaTpHBaeica npocipaHCTBO LAC — ", h), a Tanate npocTpaHC-
tbo l (-00, 0 0, h) Haj, noaeM KOMnjiencHHx >iHceji; 3 1 0  - rHZBôepTOBH npocipaac- 
TBa onepaiopoB, fleâcTBya>mHx H3 npocTpaHCTBa BemeciBeHHHX anceji b npoH3Bojib— 
Hoe rHJii.6epT0B0 npocTpancTBO H, hopmh( sooiBeTCTBeHHo: KBa^paTH HopM) koto- 
f«T KHierpzpyeMH b H no Jledery b npeneaax (-•», •*>). i,0Ka3HBaeTca Teopeua 
(aHaaorHaHa xeopeue rtnaHmepeafl, 1910), onpaBanBamnas BBeneHHe b LgC-“ , *°,H) 
anaaora o6o6mëHHoro npeo6pa30BaHHK <£ypbe, h noKasHBaiomas ero ToxaecxBeH- 
HOOTB o npeo6pa30BaHneu $ypfce saa onepaiopoB Z3 L ^ - “ , ■*>, H),

L'ANALOGUE DE LA TRANSFORMATION GENERALISEE 
DE FOURIER DANS L'ESPACE LgC— », H)

R e 3 u ■ é

Dans ce travail on considère l'espace Lĵ (-<*>, », H) et l ’espace L2 (-~, 
h ) sur le corps des nombres complexes; ce sont les espaces d'Hilbert 

des opérateurs de l'espace des nombres réels à un espace quelconque H 
d ’Hilbert, les normes (respectivement les carrés des normes) desquels sont 
integrables au sens de Lebesgue dans les limites (-•o,*°). On demontre le 
théorème de Plancherel, (1910), qui Justifie l'application dans L2 (—  ,«°,H) 
de l'analogue de la transformation généralisée de Fourier et qui montre 
l'identité de la transformation précitée et de celle de Fourier pour les 
operateurs dans Lji--», •», H).


