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ZASTOSOWANIE METODY TRANSFORMATY CZEBYSZEWA 
W APROKSYMACJI FUNKCJI DWÓCH ZMIENNYCH

Streszczenie. W pracy uogólniono wyniki uzyskane Dprzez P.L. Bu- 
tzera , R.L. Stensa [l] , [2] na funkcje przestrzeni Lw z normami mie
szanymi z wagę w (x^, x^J.

Niech

p
w ;f-l ,1 »-1 , l] '

gdzie
(pltP2 ).

*(x1 ,x2 w(x1 )w(x2 )
f Z l f  i T T

oznacza przestrzeń funkcji mierzalnych dwóch zmiennych, określonych w 
[-1 , 1  j - 1 ,1], dla których istnieje i Jest skończona całka

f i l  p P2 I ^

| ł  j i* J1f(xl*X2)( 1 "(*i)dxJ Pl » ^ 2)dx2| 2*

Jako normę w tej przestrzeni przyjmujemy

' 4 1 pL T pi

!f I* - i r  J  [r / !^*i'x2 )|Pl "<xi*dxi] 1 "<x2 )dx2 j 2 *
L -i -i

MoZna łatwo wykazać, Ze



Dokonując prostej zamiany zmiennych można dalej w y k a z a ć ż e
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P2 'l 1

»,p = { 2?  J  [2?  J 1 d< J Pl <«2 p
2ir L -r -»■ J

[f | P = ¡focos 
'"w

Wielomianem Czebyszewa Tn n (x1 (x2 ) stopnia nŁ ze względu na X1 i stop

nia n2 ze względu na xg nazywamy wielomian

T (z. ,x„) = cos(n.arcosx, )cos(n-arocosx„).
nl' 2 1 2  1 1 2 2

Zdefiniujemy teraz transformatę Czebyszewa dla funkcji f ex.

Definicja 1

Transformatę Czebyszewa funkcji fe X nazywamy

1 1

T [ f ] ( k 1 ,k2 ) ■= f" (kj ,kg) = - |  [ [ f(x j.x2 T̂ k k ^x 1 x2 ŵ ^xi'x2 ^d x i ,dx2
- 1 - 1  ^ ^

Wykażemy teraz kilka podstawowych własności transformaty Czebyszewa.

Lemat 1

Niech f, ge X, c e R .  Wtedy: 

fi) |r[f](k)| <  ||f||x k e ( N U {o})X (Nu {o}); k(k1 #kg )

(ii) T[ f ♦ g](k) - T{f](k) + T [ g ] ( k )

T[cf](k) = cT[f] (k).

(iii) ^limT[f](k) = 0 dla k e (N u | o j)x(N u | o } ) < = > f  = O

prawie wszędzie w[-l,l, - 1 ,1 ],

Dowód

1 1

!i) | T[f] (k) | ^2 i i |f(x1>x2 ) Tk k (x 1 ,x2 )|w(x1 ,x2 )dx1dx
T  - 1  - 1  12

«  lf l - -

2



Zastosowanie metody transformaty Czebyszewa... 103

Własność (ii) wynika bezpośrednio z definicji transformaty. Dla dowodu
(iii) oraz (iv) wykażemy wpierw związek transformaty Czebyszewa ze skoń

czoną transformatę Fouriera. Transformata Fouriera funkcj 1 f e L 2* wyra

ża się wzorem

F [f](x ) = -ij j F(Q) e"lxQ dQ R2 .
4JT E

E - [ -ir, nr ; -ir, ir ], xQ ■» x1 Q 1 + x2Q2 .

I
Dokonując zamiany zmiennych, mamy

,  f r  f
T[f] (k) « J J f (cosOj .cosOgicosikjOjicosikgOgidgj^dOg -

m  [-ir *

1T ir
- J  J f(cosQ1 ,cosQ2 )sin(k1Q 1 )sln(k2Q2 )dQ1dQ2 +

TT 7T

+ J  j f (cosC^.cosOg) • i • cos(k1Q 1 )sin(k2Q2 )dQ1 dQ2 +

-V -TT

TT TT |
+ J  f f (cosC^ ,cosQ2 ) • i- 8in(k1Q 1 )cos(k2Q2 )dQ1 dQ2 L =

-T -9T J

« F [focos](kj.kg).

Własności (iii), (i») wynikają więc z analogicznych własności skończonej 
transformaty Fouriera. Wprowadzimy teraz operator translacji (T^ h f); 

I h J  S  15 i-i .2 .

Definlcla 2

Operatorem translacji t . . f nazywamy
"l 2

(rh h f)(xJfx2 ) - |  [ f ^ ^  ♦ ^|(l-x2 )(l-h2 ); x2h2 ♦ ^(l-x2 )(l-h2 ) ]♦
1 2  L j,

♦ f f z ^  ♦ ^(l-X2 )(l-hf)| x2h2 - ^(l-x|)(l-h|) ]♦



♦ fUjhj - ^(l-Kj)(l-h2 )} x2h2 + ^|(l-x2 )(l-h| ) 3  +

♦ f[x1 h1 - ^(i-x2 )(l-h2 ); x2h2 - "^(l-x2 )(l-h2 ) ] j- =

* T h1l (rihz f)(xl'x2 ) ’ Tlh2 (rh1 lf )(xi'x2)

Operator translacji rh h f spełnia następujące związki:
1 2

Lenat 2

Niech f s X. Wtedy

(i) lt h1 h2 f Ix *  I h J «  li lwi.2 .

(Th1h2 f)(xl'X2 ) '

13*   B. Luks-Ogrodgli

(ii)

(lii) - f N  I ^ i '  - H *  lrlh2< - fi

(iv) li" Jt  h f - fI * O
(h,,h_>—  1 1 2  “
K f c 2i

(v)
iT h1h2 f^ (kl'k2) “ V 2 (hl'h2 )fA(kl'k2 )

iVi) (\ h 2 T 1 1 12 )(x1 'x2 ) ‘ ^ l ^ W  T 1 1 12 (x1 'x2 )

(Vii) lrh1h2 (“f * bg)J (Xl'X2 ) * aTh1h2f ♦ b (T h1 h2 f)(xl'x2 ) a 'b 6 R *

Dowód (i)

P2 1

Ith1h2flc< jjlr \\b J ^[««•iOj**!)» ®°8(Q2+y2)| 1dQ1]f>1 dQ2| P2

P5

+ z  j a r  f[ar { [f[co,(V ł’i )* cos(q2+?2 )J|Pi d g j  1 dQ2 p

{ ¡r i P ^2 -i i

STJ [ir j eos(Q2-.p2 )]| 1dQłJP ldQ2 l 2



t P2 1

♦ l i k i  [ar }|f[°o8(Q r ,i)* ldQJ 1 2
[ -V 4 J
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<; 4 i  || focos || p » 11 f Bx
L2JT

Własność (ii) wynika bezpośrednio z definicji.

(iii) li v 2 f ' f 1 ' » V (Tih2f } " T h ilf + V f ' f u  

< i V <Tih2f ' f)| + i V ' f l u r V  " f # +  BV ' f|

(ii) Korzystając z nierówności Minkowskiego oraz twierdzenia 1 z [ [3] , 
część Ii] mamy

|| Th h f “ f llx < llfocos(Ql + * 1 ' Q2 + <f2 ) “ foco» (Ql-<22 )lxo2ir

gdzie prawa strona nierówności dąży do zera przy (?j> czv H

l'rh h f - f l“" °  gcJy ihj.-hg)—  1 } | h j <  1 , i -  1 ,2.
1 2

ar ir

w  [ T hlh, f] A ^ i ^  - - h  i f z f [ c°3(V V ; cos(q2+?2)] ■
-ar -ir

+ f[cos(Qi+3’1 ), cos(Q2-y2 )] + f[c08(Q1-}>1), cos(Q2+<P2 )] 

[cos(Q1-Sl1 ), cos(Q2-?2 )]j- cos(k1Q1 )cos(k2Q2 )dQ1dQ2+ f

Obliczmy jedną całkę z tej sumy

f [ćos(Q1 + ?1 ), cos(Q2+?2 )] cos(k1Q 1 )cos(k2Q2 )dQ1 dQ2 -

-l-t 

r  ir
| J f[cos (Qj), c o s (Q2 )] costkjijj-Q,)] cosfkgiPg-QgiJdQjdQg »

-V -ff

f r

coa(k1f 1 )coe(k2«(i2 ) J J  f [cosQj,eosQ2]cosikjQj )cos(k2Q2 idQjdQg

-x-ir

- 4ir2 (h1 ) T^ i h g )  f^d^.kj).
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Postępujęc analogicznie z każdę całkę, otrzymamy (•?).

[Thih2 Tll1 2  ̂ ‘ Tk1 k2 (hl'h2 )[T l1 l2] (ki'k2 }

czyli

[Tl1l2 (h1 ,h2 ) T1112 (x 1 ,x 2 )J (kj*k2 )‘

(rh1h2Tl112 )ixl ’X2 ) = Tl1l2 (hl'h2 ) T 1112 (x 1'x 2 )-

Własność (iii) jest oczywista.

Definicja 3

Niech f i g  będę mierzalne na I = [-1,1, -l,lj. Wtedy splotem funk
cji feg nazywamy

1 1

(f*g)(x1 ,x2 ) - K J J (r- f)(u1,u2) g(ui.u2) w(u1 ,u2 )du1du2 .
-1 -1

o ile ta całka istnieje.

Twierdzenie 1

Niech f e X, ge Wtedy f@g istnieje prawie wszędzie w X o-
raz zachodzę zwięzki

(i) lf»9lx* Hfllx |9| (i.i).

i1*) [f • g] (kj.k,,) ■ f^Ckj.kg) g^Ckj.kg).

Dowód

Rozpatrzmy

1 1
(f®g)(x1(x2 ) « —  [ j (tx x fJCuj.Ug) giUj^.Ug) «(uj.UgJdUjdUg =

V -1 -1 12

ir jr

” [ | f [oos(Q1-ę1 ), cos(Q2-?2 )] g(cosgi .cosg2 )dgidg2
4T -ir -ir

= (f o cos * ftocos) (g^g^),



(l 1 )który istnieje prawie wszędzie w X, gdyż focos gocose L - - ' .  W
dowodzie własności (i) korzystamy z uogólnionej nierówności Mlnkowskiego. 
Mamy:

P P2 1

l|f® »lx J [ *  J* lf ® 9 I 1 " (* i )dxJ  1 "(*2 ,d*2| 2 <
L -1 -1 J

i i  p

*  i s  i j i *  i [* J  I(rV  f)(ul'u2 )l * "<*i>dxJ  1 -(x2 )dx2| 2 - 
- 1 - i L  -i -l

• |g(u1 ,u2 )| w(u1 ,u2 )du1du2 -

c nfix - w L(i.i)»
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(ii) 1 1  1 1
( f * g ) A(kltk2 ) - i - 2 |  J [ i y  J  { (r f)(u1 ,u2 )cos(k1.rccosx1 ).

- 1 - 1 - 1 - 1

•cos(k2arccosx2 ) w ^ j )  w(x2 )dxjdx2] g (uj^) wiujUg )dUjdu2 

- f^Ckj.kg) g^Ckj.kg).

i
Wprowadzimy teraz definicję pochodnych częstkowych Czebyszewa dla funkcji 
f e X.

Definicja 4

Niech f s X. Oeżeli istnieje funkcja g « X ,  taka, że

x ■ (x,,x_)

(hi

(r f)(x) - f(x) x v*x**a

M U -  1 ,1i - h 1 — -9»-°.

to funkcję g nazywamy pierwszę pochodnę częstkowę Czebyszewa funkcji f 
względem Xj i oznaczamy g « 0* f. Analogicznie, Jeżeli istnieje gj 8 x

taka, że
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Wykażemy teraz następujące twierdzenie. 

Twierdzenie 2

3eżeli istnieje D* f e X j  i-1 ,2 , to

(Dx . f > " ( ' V k2 ) = i-1.2.

Dowód

fT. (h .1) - l l f “ (k ,k ) 

1 1 2 i - hl k2 )
v f - f ,
 i r o 1 f

1 * hl X1

<T h  1 ) f  *  f  IIh 1 .
 \ c D f -

1 - hl X1

Ponieważ zakładamy, że D* f istnieje, więc prawa strona nierówności
X1

do zera , gdy h,— —  i” , czyli

 Ł _ i f (k1 (k2 ) = [ D f] (k1 ,k2 ).lim

Na podstawie reguły de 1'Hospitala otrzymamy tezę. Dowód dla i = 
nalogiczny.

Twierdzenie 3

Deżeli f s X i istnieje D* (f)sX, g s L*1 , wtedy istnieje D* \

i zachodzi równość D1 (f®g) ■ (D1 f ) ® g  prawie wszędzie w [-1,1; ■ 
xi xi

Dowód

Wykażemy, że pochodna splutu istnieje prawie wszędzie i jest
(D1 f)®g. Mamy dla i = 1 

x i

(kjkg)

dęży

f ® g) 

1,1] .

równa



Zastosowanie metody transformaty Czebyszewa 122.

Prawa strona nierówności dęży do zera, gdy — -l” . Równość norm otrzy
maliśmy na podstawie równości transformat, dlatego zachodzi ona prawie 

wszędzie.

Definicja 5

Modułem cięgłości funkcji fs X nazywamy

wT(f. V  ^ 2 )l= 8UP !rh h f " f i-1 1 2  h. $  1 1 2’¡.«i h «  :

Czę8tkowymi modułami cięgłości Czebyszewa nazwiemy

“I(f> 'i*i} - ,3“ph s J V f -
’1 1

ul(f, 1 , l.) « sup ||t. f - f|.
2 2 HjjChgCl" 2

Lemat 3

Niech f c X ; | -?1 1 ^  1 i - 1,2. Wtedy

(i) «j(f , ’ij, \ )  €  "j(f, n 1 , 1) + «¡(f. i. V

(ii) w^(f, l) * w*(f*co8, arccosC1̂ ) ,  0)

2
arccos’L/ arccos ,i1 \ T/ . r .

(iii) «¡i*. V  1 > < ( >  ♦ ir oc ol ¿) M l(f' tl* 1 ) 1 l l ' t “ 1 *0

(iv) u «  “Tíf. v  V  “ °-
('!1 ,’!2 )— 1

N i l « 1

Dowód

Własność (i) wynika bezpośrednio z definicji modułu cięgłości Czebysze

wa i nierówności (iii) z lematu 2

(il) <pT(f, t¡ , 1 ) - sup ITh if - f ! ”
1 1 1 V

,{r i[ł J ̂ |f[c°.(Qi- 
>1*- 0 0

fc). q 2]sup 1 7  J I 5r J 2 1 L I 2 ' V2J
0«; a r c c o s ^
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1
+ f [oosCQj-Jj), Q2] - affcosCQj), cosQ2]j dQx 

■ to’ (fecos, arccos’ij, 0).

—  1 —
W *

Nierówność (iii) wynika z analogicznej własności cząstkowego modułu gład
kości <o‘(f„cos, arccos^, 0), [4], Własność (ii) wynika z definicji modu
łu ciągłości Czebyszewa i własności (ii) z lematu 2.

Lemat 4

Niech fs X. i istnieję pochodne częstkowe Czebyszewa

O 1 f ex i = 1,2:
xi

wtedy

“ i (fv V  15 c Ci (1 - V  llvfi- 

“ ¡(f' V  ś C2 (l “ V  llDx2 f fl-

Dowód dla i c 1 

Buduję operator

1 1

(Ak i f •xr,'> *  ____ „2h J f [ Tv l (Tu >1 f)] (xltx2 )w(u)w(v)du- dv
1 U1 U*

h* , 1 1 ' 2 arcco8 h,
1 h'i hi

hjf [-1 ,1 ] arccos h^ • i  arccosh^

Weźmy teraz (a ^ ^ D* f)(xj,x2 ). Obliczymy obecnie transformatę Czeby

szewa tego operatora.

K , 1  Dx / ] X - k2 ) ■1 1

1 1

“ t ?  [  {  ^h j l  Dxif)(*1 .x2 )C08(k jSrccosZj )cos(jk2arccosx2 )-



Zastosowanie metody trana formaty Czebyszewa. 111

4 -ę—  | jt^y.l (ru ,1 Dx f^ x1 '’x2 ]̂ (kj ,k2 )»y(u)w(v)du dv
U U' $ 1 1arccos h„ .. ..i hŁ hj

1 1
4

2—  f / T k ^  Tk (°)(-k2 )f (kj.kg) w(u) w(v)du • dv
arccos h, •• tj 1 h1 ht

i o f"(o,k2 ) k1 = o

” -5—  (Tk (h ) - 1 ) r( k. ,k ) k.' y o.
rh. ki 1 i z i

Transformatę funkcji

2g(x.,x ) = -------5—  (T f _ f)(x x )
1 2 arccos hj nl -1 1 2

Jest

g^Ck-.k,) = ------- —  (7 (h ) _ 1 ) f*(k.,k_).
1 Ł arccos hŁ K1 1 1 2

Ponieważ (A^ i ,f) fkj.kg) = g (k^.kg), więc mamy równość funkcji 

prawie wszędzie

g(x1 #x2 ) = °x1 f ^ xi*x2 *‘

Dalej

II łhl if - H M I  - - - T - "-1 D ^ f  II s  C / l - h ^ j D ^ f  |.

Z ostatniej nierówności bezpośrednio wynika teza: Drugę nierówność dowo
dzi się w sposób analogiczny. Zdefiniujemy teraz całkę osobliwę następu
jąco

1 1

i1 , , f)(xl ,x2 ) { J" (TXlx2f)(Ul,Uz)X?l2 2 <Ul’U2) " (ul'U2 )dUldU2
-1 -1

f S X ' X ? i?2 " ^ ?l (*l} ^ 9 2 (X2 } * L«*1;

■y - funkcja dodatnia % „  „ ~ ( O tO) » 1 .
A?l®2 9±9 2
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Lemat 5

Jeżeli X  i ■ 1.2 - Jędro dodatnie, wtedy 
si

!  , k

i  j" (arccosu)k X ? (u) w(u) du <  | ^ ^ 1 - [ ^ ]  (l^ ) k « 1 ,2 .T
-1

Dowód w pracy P.L. Butzera, R.L. Stensa [2],

Twierdzenie 4

Deżeli f » X , X .  , Jest Jędrem o własnościach podanych powyżej, wte

dy S l ’ ^2

* W  ' f|^  + # ) H (f'-C09^  ‘ +

Ujtf . 1» COS "^1 - [ % ? ] (l))

Dowód

. f i_ |  j  |TUiu2f - V U2> W(U2 > dUldU2

1 2 arccoau._ * r t arccosu, \
i «¡(f. tŁ * 7  | I1 + arcco.ft)

_ * \ t arccoeu0 \2
+ “ ¡ (f' -  V  i  J l1 + ar cc os ^ ) \ 2 (u2 )du2

2

$  (l + ^=.) [uj[(f. 1 ) + «¡(f. i. * 2 >] .

gdzie:

* COS ̂ 1  - (l).

\2 " 008

Wniosek 1 

Niech

Fn»/Xl'X2  ̂ “ Fn^xl^ ' Fb^x2 )'
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gdzie:
n

Fn (xl ) “ 1 + 2 2  (1 " ń+ T) Tk (xl )! Tk (xl ) * cos(karocosx^),
k=l

1=1

(6 f)(x, ,x„) = (f® F„„)(x1 ,x ) - całka osobliwa Fejśra.
nm l z nB1 A

Best prawdziwa następująca nierówność

1 . i
2 \2 1 

Iß f — f | < ( l  ) [ coT (f , cos [(n+l)] , l) + “gif ' 1 ' cos(m+l) “  •
I nm I* * 1 2

Bowiem

Wniosek 2

1 - [F 1 (l) = (n + l)”1. *■ nJ

Niech k (x. ,x.) = k (x,)k (x_) całka osobliwa Fej¿ra-Korowkina 
n ,m l z

i

n

k ^ )  » 1 ♦ 2 ^ ^ ( J )  t 3 <x) K nmf = (f® kn m 5(xl'X2 >'

gdzie

/lnl3) " 1  ■f(r,-3+3)8ln(̂ nż7 ^  )- <"-J+1)8i"(I£ :rf)}-
n 2(n+2)sin(-2=-) Jn+2

Wtedy nierówność z tw. 4 przyjmie postać

2
IK nnf ‘ f ̂  ^  + ^  [“ l ^  ■ 008 V 1 ” c 08(T^2^- *)

♦ 1 ,’OOS^jl - cos (¿72 ) 2.

9dYż -
[k„] (1) = = cos

Twierdzenie 5

Niech f e X , istnieję o M f J s X .  i -  1,2. Wtedy istnieje wielomitfn
xi

algebraiczny J ie
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|f - P n J x  €  c[n-2||Dj| f||x ♦ « ? \ K ± ]

Dowód

Przyjmijmy pn>^xi*x2  ̂ " ^knm® f^ x1 >x2 ^' z9odnie 2 wnioskiem 2 i leña
teo 4, many

2  (

Sf - Pnnl « i1 + K Cf' cos i 1 - 006 7^2* 1} *

* WgCf, 1 , cos ^ 1 - cos ^ 2P) ] **

< (¿ * W 1 - cos V1 - eos ̂ ’)lDi1flx

Ponieważ

więc

C2 (l - cos ^1 - cos )HDx2 f |lx]' 

1 - cos yjl - cos ^ 2' “ °(n~2 )

•f - Pn.lx^ Ctn"2 K t fflx + »-2K 2fU-
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THE METHOD OF CHEBYSHEV'S TRANSFORM APPLIED 
IN THE APPROXIMATION OF THE FUNCTION 

OF TVKO VARIABLES

S u b m a r y

The paper generalizes the results of P.L. Butzer, R.L. Stens^ [l] , [2] 
for functions In the spaces L ^ , with a mixed norms.


