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UOGOLNIENIE METODY BAIRSTOWA

Streszczenie. Niech f(x) bedzie danym wielomianem. 0Ogdélnie znana
metoda Bairstowa polega na obliczeniu wspétczynnikéw kwadratowego
dzielnika wielomianu f(x) iteracyjne metode Newtona. Przedstawiona
metoda pozwala na wyliczenie wspétczynnikéow dzielnika dowolnego
stopnia r, r > 2 przy pomocy iteracyjnej metody Kbniga o rzedzie
s+l, s > 1. Otrzymane wzory se proste i tatwe do wykorzystania w

obliczeniachautomatycznych. Praca przedstawia zatemuog6lnienie
klasycznych wzoréw Bairstowa (r =2, s = 1) jak roéwniez wynikoéw
Wozniakowskiego [1] , (s =1, r - dowolne).

1. Praca poswiecona jest pewnej metodzie iteracyjnej wyznaczania dziel-
nika g(x) wielomianu f(x), przy czym zaktadamy

st g(x) =, st f(x) = n, 2gr°n.

Postepujemy podobnie jak w klasycznej metodzie Bairstowa [1] wyznacza-
nia czynnika kwadratowego danego wielomianu f(x). Na ogét reszte dziele-
nia wielomianu f(x) przez wielomian g(x) przedstawiano jako kombinacje li-
niowe Tfunkcji

AF KT X2 Jeee K1 1(

a nastepnie wspoétczynniki tej kombinacji liniowej(bedece funkcjami wspot-
czynnikéw wielomianu g(x)) przyréwnywano do zera.otrzymujec w ten sposo6b u-
ktad roéwnan, z ktorego wyznaczono wspoétczynniki wielomianu g(x) (por.[2]).

Wygodniej Jest przedstawi¢ odpowiednie reszte jako kombinacje liniowe
fwnkcj i

go Y- 9j(x) gr_10x,

ktore uzyskujemy, stosujec schemat Hornera do wielomianu g(x), a nastep-
nie otrzyma¢ analogiczny uk#ad réwnan.

Do otrzymanego uktadu réwnan stosujemy operatorowe metode iteracyjne
rzedu s + 1 podane w [3].

Na og6+ metody iteracyjne wyzszych rzedéw dla uktadéw réwnan algebraicz-
nych wymagaje duzej ilosci obliczenn. Oednak w tym szczegélnym przypadku
wykorzystano specyfike zagadnienia i uzyskano proste i jednolite wzory
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obliczeniowe. Wydaje sie. Ze wzory te moge znalez¢ zastosowanie w prakty-

ce numerycznej.
W pracy wykazano roéwniez warunek konieczny i dostateczny na to, by

rozpatrywana metoda iteracyjna posiadata wyktadnik zbieznosci roéwny s+1.
Oest to twierdzenie analogiczne do twierdzenia podanego w [2]: dotyczy jed-
nak innego ukdadu roéwnan.

I1. Rozwazmy wielomiany

f(x) =% A~” g(x) « PiXr +, n,rsN, m

i-0 i-0

o wspoétczynnikach rzeczywistych lub zespolonych.
Dla wielomianu g(x) okreslamy schemat Homera

Q) -1, gt() » xg™tx) + Pt, i =1Ir;  gr¢) =g9C0. @
1

Twierdzenie 1

Oezeli
r
Bk “ Ak - Pi Bk-i" k « Bk * 0 dla k<0"

i-1

to
) - P(X) g(x) + Q) , )

gdzie

n-r n

P(x) " Bi x"“1*1, Q(x) = X1 Bi 9n-i~* a ~

i-0 i-n-r+1

UWAGA

Twierdzenie ma sens dla dowolnych r.neN, gdyz w przypadku r>n mamy

P(x) = 0, Q(x) “ Bi a

Dow6d indukcvinv

Ola n-1 mamy

fCx) - Ao(x+PI) + ¢ B1g0(x).ca
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Stosujac zatozenia indukcyjne do wielomianu

n-1
ft(x) = At xn-1-1.
i-0
otrzymuj emy
n-1-r n-1
flx) " $ Bixn-1-r"1)fI(x) ¢ Bign-i-i(x)" (6)
i-0 i=n-r

Poniewaz
f(x) = xFfj(x) + An

wiec na podstawie (6) otrzymujemy
fC 5"C 2  Bixn"r-i)g(x) + JIT Bi x3n-1-i(x) + V
i-0 i-n-r

Z ostatniej tozsamosSci na podstawie (2), (3) i (5) otrzymujemy kolejno

n-1
fx) - (PX) - Bn_r)g(x) + £ Bi gn_i(x) - Pn_1) ¢ Bn *
I*n-r
r n-1
+ . £ PiBn-i " p<™>9<*> + 2 BI9.n-i(x) + Bn* = “
i—1 i-n-r+l

Wniosek 1

Niech r<n. \Wielomian f(x) jest podzlelny przez wielomian g(x) wtedy

J. tylko wtedy, gdy

B. = 0, 1 « n-r+i(l)n. e )

Dawad
Poniewaz wielomiany (2) tworze uktad
i tylko wtedy, gdy se spednione réwnosci (7) co

liniowo niezalezny, wigec Q(x) “ O
wtedy

Definicja 1
Ols wielomianéw (1) okreslamy cleg

" A R *-0Chn,
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c@ =C0-1) - ~ Pz K = 0(l)n, j = 0(l)b, ®)

CII" -0 dla k<O, J = 0(l)s. co ([©))
Zauwazmy, ze
cE£°N = Bk, k= 0()n. )

Twierdzenie 2

Jezeli seN, to

s-1

) = PSYCOLIMDIs+ vV QU)COLICI]] - (10)
gdzie

P(s)(X) = "¢PS C~ -1} xn-rs-k,
k=0
n-jr
Q" (x) = Vv In_.,r.k<x)- i = 0(l)s-1.«=>
k=n-(+1)r+l
Dowéd indukcylny

Ola s=I otrzymujemy twierdzenie 1. Na podstawie zatozenia indukcyj-
nego mamy

s-2
fCO =P ~ Ttxllgix)]etl + v Q)OO LIC)] 7. an

ino

Stosujac do wielomianu P~s-17°(x) twierdzenie 1, otrzymujemy

Ps_D() = P9 + Q(s_D()-

Uwzgledniajac oststnie tozsamos¢ w (Il1) otrzymujemy (10). Ca
Wniosek 2

Niech sr~n. Wielomian f(x) Jest podzielny przez wielomian [g(x)]S
wtedy i tylko wtedy, gdy

Ckj " =0, k = n-Gg+Dr+1()n-jr , J = 0()s-1. ca
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1. Zajmiemy sie obecnie wyznaczeniem dzielnika stopnia r-tego wielo-
mianu f(x). Traktujac wsp6d#czynniki P1,P2....,Pr wielomianu g(x)jako zmien-
ne otrzymujemy na podstawie wniosku 1 ukdad réwnan algebraicznych

Bk (pl"p2 ,pr™ = °* k "™ n_r+l”i™m* a2
ktérego rozwigzanie wyznacza dzielnik wielomianu f(x).
Uktad rownan (12) zapiszemy w postaci operatorowej
F(p) - 0. 13)
gdzie
B (M
A
F(p) Bn-1(p) >2 a»
\ Prl

Obliczmy obecnie kolejne pochodne Fr$cheta FA(p) (@ = 0(l)s) operatora
(14).

Lemat 1

Zachodze wzory

ac <J>
8%}, =-Gh 1 Jj = 0(l)s, k *o(l)n.cn(15)

Dow6d indukcyjny wzgledem zmiennej k.

Ole k=0 mamy

3c )
g+n + i = 1(Dr, j - o(Ds. (16)

Réwnosci (16) zachodzg, gdyz na podstawie (8)
o & A, iCA +1/” - 0, ial(Dr, j = o(D)s.

Zaktadajac, ze wzory (15) zachodzg dla k < fi wykazemy wzory

9cA A /7 »
- —(3+D) i - 1d)r. - J - 0(1)8.
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Na podstawie (8) mamy

¢ w9, Bi ¢y

sked po zrézniczkowaniu i uwzglednieniu zatozenia indukcyjnego otrzymuje-

my kolejno
N * N i
e B+ _ C() 83k -Jcnr? .
aP. oP. fe+l-i 8pP< P+l-1 —  (4+1-i
k=1
"1 *» £ \ 4-+I_i_k°
kil
. (c™.i - £ pk cisdllkl--(i+i) cifi-i-

Icil
Z wykazanego lematu i wzoru (9) wynika #+atwo

Lemat 2
Dla J « 0(l)s, k » -0(I)n zachodze wzory

i 9Bk . (D cE)
J! J, U 72 * 3] >-1 eJi-2 "J2- .. " yr. J -
aPl  ®P2 eee OPF 1 2 r

gdzie

A~ 0, J2A@****»Jp"@" IV + J 24+ *UY 4+ 3r = J-1

Pochodne Frecheta operatora (14) mozna potraktowaé¢ Jako macierzewielo-

wskaznikowe; mianowicie

1_ F@)f.l i n+l-io \
il P iJl 8P|l 3Pt2 .- ath Ilo'll' eee LN = 1(1)F
an
n (-1)3 n .
1 \$>+!-!_-> [ | e, 1 = I(Dr

dla j « o(le.
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. (
Definicja 2
Macierz wielowskaznikowe
H, = (b (in.i-. , i J>0 (18)
i 3 0 1 1 ij » I (Dr
nazywamy silnie symetryczne, jezeli istnieje ciegg
ai"a2 " **e" ajr+r-j ~19)
taki, ze
Hj Cio™il .._... 1j5 “ ai0 + ij + +1.-3, iju- 1(Dr, py*o()j-
(20)
Cieg (19) nazywamy wtedy reprezentacje macierzy (18).cb
Zauwazmy, ze réwnosci (20) okres$laje przyporzedkowanie wzajemnie jed-
noznaczne miedzy macierzami silnie symetrycznymi (postaci (18)) oraz ich
reprezentacjami (19)
Reprezentacje macierzy silnie symetrycznej * (por. (A7)) jest
cieg
r(g r(g P 21
céf% c#*%—i ...... Cn£12(j+l)r* Szﬁ

Niech macierz silnie symetryczna

bedzie okreslona definicje 2 oraz

Ssm (5", 59, .... £r)",
wtedy iloczyn
r
/ "C S -i. - i, * -1 s%) s It . 1(D)r
jest macierze silnie symetryczne, ktorej reprezentacje Jest ciegg

by
t«l

W zwiezku z powyzszym

zaj dzie. potrzeba) na podstawie otrzymanej reprezentacji

cierz bedece wynikiem dziatania.

iloczyny macierzy silnie symetrycznych przez wek-
tory moge by¢ wykonywane na reprezentacjach macierzy, a

nastepnie  (gdy

konstruujemy ma-
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1V. Rozwiezanie uktadu réwnan (13) wyznaczamy stosujec metode iteracyj-

ne KSniga [3]- Majec dane przyblizenie poczetkowe

0 r oo o,
P * (PjJy P2°‘ *e*" pr

obliczamy kolejne pochodne Frs$cheta operatora (14)
F(p®) - Fa, FC(p°) = FON j =1(Da,

podstawiajec do (17) =r"artosci
BGD, k=10)jr+r-j, Jj =0()s, (22)

obliczone wedtug wzordéw (8) dla

pi = P°. im I(Dr.

Nastepne przyblizenie pl wyznaczamy z uk#adu réwnan

Fo+ Z JT FEJDAKAK-i ***A k_j+j_= 0, k = i(i)s
(23)

pl = p° +As.

Uktad roéwnan (23) mozna zmodyfikowaé, przyjmujec

FgJ). 3 =0(1)8} aj - -A,, J =10)6,

wtedy reprezentacje macierzy M. jest cieg (21).
Przy wprowadzonych oznaczeniach otrzymujemy

Mo + E M3 6k 5k-1 ** 5k-j+1 * °- k - 1(1)3 -«
3=1
@4
pl = p° - 6g. CT3

Rozpatrzmy obecnie algorytm obliczenia jednej iteracji wedtug wzorodw
(24). 2 (24) otrzymujemy
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Stad otrzymujemy bezposrednio

Si - -m;1mo.
Majac obliczone wektory
Jl» P2* 5 i» 21 8,
obliczamy wektor weddug nastepujacego schematu Homera

okt - V
Gk,i*l " GKk,i51 + Mk-i* 1nm (25)
5k - -Gklk v
gdzie macierze symetryczne wielowskaznikowe i+ti oraz ME_i i«0(h)k-1)
maje te same wymiary.
Obliczenia weddug wzoréw (25) wykonujemy na odpowiednich reprezenta-
cjach macierzy silnie symetrycznych, korzystajac z ciggoéw (21). Postepo-

wanie to powtarzamy dla k = 2(l)s, po czym wyznaczymy nastepne przybli-
zenie

Stosujac powyzszy schemat, otrzymujemy ciag

ktory jest zbiezny do rozwigzania

P* « (pj. Pg. === . P*)

uktadu réwnan (13) z wyktadnikiem zbiezno$ci réwnym s+l  (por. [3]) wte-
dy

i tylko wtedy, jgdy
o(p*) = det( F*(p)) / O.

oraz gdy przyblizenie poczatkowe p° lezy dostatecznie blisko p*«
Oezeli p* jest rozwigzaniem uk#adu réwnan (13) to wielomian

g*(x) - xr Xr-i (26)

jest dzielnikiem wielomianu f(x).
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Dla wielomianu g*(x) okre$lamy schemat Hornera

@n

oznaoza¢ bedziemy C*.
Mamy wtedy

o(p* ) ~* 28)

Wykazemy obecnie twierdzenie analogiczne do podanego w [I].
Definicja 3

Wielomian g*(x) nazywamy dzielnikiem podstawowym wielomianu f(x), je-
zeli istnieje wielomian P*(x) taki, ze

GO - g*(x) P*(x¥), @ ¢, P*(x)) - 1.

Twierdzenie 3

Niech g*(x) bedzie ustalonym dzielnikiem wielomianu f(x). Wyznacznik
3(p“) /7 0 wtedy i tylko wtedy, gdy g*(x) jest dzielnikiem podstawowym
wielomianu f(x).

Dowod

Wykazemy twierdzenie réwnowazne: Dzielnik g*(x) wielomianu f(x) nie
jest jego dzielnikiem podstawowym wtedy i tylko wtedy, gdy 3(pt) = O.
Rézniczkujec (4) i (5) wzgledem p~ otrzymujemy

n
0 = POOXr-k  g(OR, (X * }/1

i-n-r+l

k - I(Dr,
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0 = P*(x)xr"k + g*(x)R*(x) + C*_k 9n_i~x~"" k “ 1M » (29>
i«n-r+l

gdyz

Bk = 0 dla k * n-r+1(1)n.

> Istnieje pierwiastek Ot wielomianu f(x) . teki, ze

gt(e) - o, P*{«) - 0,

Po podstawieniu do (29) x =« , otrzymujemy jednorodny uktad réwnan

n
Y Ci“k 9n-iWw "oew k "
i»n-r+l1
ktéry posiada rozwigzanie niezerowe 1 =gb(«), gjw), -...g* N«.f5j
<J= Kolumny wyznacznika (28) tworze uk#ad liniowo zalezny, zatem istnie-
je state iQ, tl. ir_If Jlo] +jil] ¢ ... +]tr_il > takl1l6-
r
Y ir-k Ci-k = °* i mn-r+l”)n- (30)
k=1

Mnozec k-te réwnanie (29) przez ™ k i nastepnie dodajec stronami dla k =
= I()r, otrzymujemy

0 =P*(x)" ™V k xr-k + g7(x)"N]r.k R*(x)+ £ Y tr-k CI-kVi(x)"
k=1 k=1 k=1 i=n-r+l
sked po zastosowaniu (30) mamy
9*(x) Y V-k Rk(X) " -p**x) Y 4r-k x,""k-
k=1 k=1

Sked wnioskujemy, ze wielomian g*(x) dzieli wielomian

fe<n> o 7 tr-k «r" “-
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ktéry nie jest tozsamos$ciowo réwny O, a poniewaz

r
st g*(x) =1, st( y ir_k xr-k)t r - 1.
k=1

istnieje wiec wspolny pierwiastek wielomianéw g*(x) i P*(X). &=
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OEOEEEHHE METOJU SEPCTOBA

Pe3»me

B paSote ofiodmaeica KJiaccHHeckHfi HTepatfHOHHHFiI weiofl EepcTosa, c-OCToamufi
b Haxoay;eHHH KBaflpaTHoro TpexaaeHa, Ha KOTopnfi nexHTea naHHHft hojihhom f(x).

npHBOMHio.a Hiepai”HOHHiifi ueroA  nopaflica cxo,ehmocth 9+1 HaxoxxeHHH nejm-
iQIIfL g(x) creneHH s+l(se N). 0oTaiOK 01 “ejieana hojihhomb Ff(x)Ha noMHOM
g(x) npefictaBjieH b BHxe HHHefiHOfi KOMdHHaiiHH onepe”HMX hojihhomob, noxyzeHHHX
Ha nyiH npHMeHeHHH oxeuH TopHepa flxa noxHHOMa g(x). BcxexcTBue npupaBHeHHH
k Hyxm K03<J4)HUHeHTOB 3Tofi KOMOuHagHH noxygaeTca CHOieMa ypaBHeHHft, pemeHze
KOTopofi onpesexseT Kos$$HiiHeHTH noxzHOMa g(x).

Hjih pemeHHH siofi CHCieku npHMeHHeTOH HTepanaoHHHfi MeTofl KeHHra, nopaxKa
CXOfIHMOCTH  s+1.

B o6neM cjtyaae, HTepauHOHHtie ueionH Buomnx nopaxKOB ajih OHCieM ajireépaa-
mgeoKHX ypaBHeHHfi Tpe6y»T dojibmoro KoxageciBa BHHHClieHHfi, B xaHHOM xe Cliyaae
Honoxb30BaHa cirenzxKKa npofijieMH, noxyzeHH npocibie h OflHopoxHHe $opMyjm hhx
BbraHoxeHzfi, HaeToa laxxe Heodxofl[HMoe h nooiaiOHHoe ycxoBae Toro, hto6h hko—
dzaH paconaipaBaeMoit OHCTeMH ypaBHeHHfi 6bui otxHHHHfl ot Hyxa.

THE GENERALIZED BAIRSTOW METHOD

Summary

Let f(x) be a given polynomial. The well-known Bairstow method con-

sists in computing coefficients of the quadratic divisor of f(x) using
Newton®"s iteration.
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Our method allows to compute the coefficients of the divisor of arbi-
trary degree r, r > 2 by the Kbnig iterative method of order s+1, sy 1.
The obtained formulas are simple and seem easy to apply in authomatic
computation. Thus our paper generalizes the claslcal Bairstow formulas
(r =2, s = 1) and the result of Wozniakowski [I1 (s = 1, r - arbitrary).



