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UOGÓLNIENIE METODY BAIRSTOWA

St reszczenie. Niech f(x) będzie danym wielomianem. Ogólnie znana 
metoda Bairstowa polega na obliczeniu współczynników kwadratowego 
dzielnika wielomianu f(x) iteracyjnę metodę Newtona. Przedstawiona 
metoda pozwala na wyliczenie współczynników dzielnika dowolnego 
stopnia r , r > 2 przy pomocy iteracyjnej metody Kbniga o rzędzie 
s+1, s > 1. Otrzymane wzory sę proste i łatwe do wykorzystania w 
obliczeniach automatycznych. Praca przedstawia zatem uogólnienie
klasycznych wzorów Bairstowa (r = 2, s = l) jak również wyników
Woźniakowskiego [1] , (s = 1, r - dowolne).

I. Praca poświęcona jest pewnej metodzie iteracyjnej wyznaczania dziel
nika g(x) wielomianu f(x), przy czym zakładamy

st g(x) = r, st f(x) = n, 2 g r ^ n .

Postępujemy podobnie jak w klasycznej metodzie Bairstowa [1] wyznacza
nia czynnika kwadratowego danego wielomianu f(x). Na ogół resztę dziele
nia wielomianu f(x) przez wielomian g(x) przedstawiano jako kombinację li- 
niowę funkcji

1 x x2 x1" 1A f A f A | • • • | A (

a następnie współczynniki tej kombinacji liniowej(będęce funkcjami współ
czynników wielomianu g(x)) przyrównywano do zera.otrzymujęc w ten sposób u- 
kład równań, z którego wyznaczono współczynniki wielomianu g(x) (por.[2]).

Wygodniej Jest przedstawić odpowiednię resztę jako kombinację liniowę 
fwnkcj i

g0 (x). gj(x)  gr_1 Cx),

które uzyskujemy, stosujęc schemat Hornera do wielomianu g(x), a następ
nie otrzymać analogiczny układ równań.

Do otrzymanego układu równań stosujemy operatorowę metodę iteracyjnę 
rzędu s + 1 podanę w [3].

Na ogół metody iteracyjne wyższych rzędów dla układów równań algebraicz
nych wymagaję dużej ilości obliczeń. Oednak w tym szczególnym przypadku 
wykorzystano specyfikę zagadnienia i uzyskano proste i jednolite wzory



obliczeniowe. Wydaje się. Ze wzory te mogę znaleźć zastosowanie w prakty

ce numerycznej.
W pracy wykazano również warunek konieczny i dostateczny na to, by 

rozpatrywana metoda iteracyjna posiadała wykładnik zbieżności równy s+1. 
Oest to twierdzenie analogiczne do twierdzenia podanego w [2]: dotyczy jed

nak innego układu równań.

II. Rozważmy wielomiany
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f(x) • %  A ^ ” g(x) « PiXr ł , n, r s N ,  (l)
i-0 i-0

o współczynnikach rzeczywistych lub zespolonych.
Dla wielomianu g(x) określamy schemat H o m e r a

gQ (x) - 1, gŁ (x) » x g ^ ^ x )  + P t , i = l(l)r; gr (x) = g(x). (2)
l

Twierdzenie 1 

□eżeli

r

Bk “ A k - P i Bk- i' k “ Bk * 0 dla k < 0 '
i-1

to
f(x) - P(x) g(x) + Q(x) , (4)

gdzie

n-r n

P(x) " Bi x"“ 1"*1 , Q(x) = X I  Bi 9n - i ^ *  a  ^
i-0 i-n-r+1

UWAGA

Twierdzenie ma sens dla dowolnych r . n e N ,  gdyż w przypadku r > n  mamy

n

P(x) = 0, Q(x) “ Bi a
i-0

Dowód indukcvlnv 

□la n-1 mamy

fCx) - A o (x+Pl) + ♦ B1 g0 (x).ca



Uogólnienie metody Bairstowa 119

Stosując założenia indukcyjne do wielomianu

n-1
ft (x) = A t x n- 1- 1 . 

i-0

otrzymuj emy

n-l-r . n-1

fl (x) " (  Ś  B1xn-1- r" 1 )fl(x) ♦ B i9n-i-i(x)^ (6)
i-0 i=n-r

Ponieważ

f(x) = xfj(x) + A n

f(

więc na podstawie (6) otrzymujemy

5 "( 2  Bixn" r- i)g(x) + J T  Bi x3n-l-i(x) + V
i-0 i-n-r

Z ostatniej tożsamości na podstawie (2), (3) i (5) otrzymujemy kolejno

n-1
f(x) - (P(x) - Bn_ r )g(x) + £  (Bi gn_ i(x) - Pn_ 1 ) ♦ Bn *

l*n— r

r n-1

+ . £  P iBn-i ' p <’‘>9<*> + 2  Bl9.n-i(x) + Bn* = “
i—1 i-n-r+1

Wniosek 1

Niech r < n .  Wielomian f(x) jest podzlelny przez wielomian g(x) wtedy 

J. tylko wtedy, gdy

B,. = 0, 1 « n-r+i(l)n. e=> (7)

Dowód----
Ponieważ wielomiany (2) tworzę układ liniowo niezależny, więc Q(x) “  O 

wtedy i tylko wtedy, gdy sę spełnione równości (7) c o

Definicja 1

□ls wielomianów (l) określamy clęg

" A |t* fc’.*-0Cl)n,



120 R- Bartłomlelczvk

c (j) = C 0 -l) - ^  P ± k' = 0(1 )n, j = 0(1 )b, (8)

i-1

c f ^  - O dla k < O, J = 0(l)s. c o  (9)k

Zauważmy, że

c£°^ = Bk , k = 0(l)n. (9)

I
Twierdzenie 2

Jeżeli s e N , to

s-1
f(x ) = P (s)(x)[g(x)]s + V  Q (j)(x)[g(*)]j . (10)

gdzie

P (s)(x) = "¿PS C ^ - i} xn-rs- k , 
k=0

n-j r

Q (^ ( x )  = V  9n_.,r..k <x )- i = 0(l)s-l.«=>
k=n-(J +1 )r+l

Dowćd indukcylny

Ola s=l otrzymujemy twierdzenie 1. Na podstawie założenia indukcyj
nego mamy

s-2
f(x) = P ^ ’txllgix)]8'1 + V  Q (^ )(x)[g(x)];>. (ll)

i ^ o

Stosując do wielomianu P^s-1^(x) twierdzenie 1, otrzymujemy

Ps_l)(x) = P (ss)(x)g(x) + Q (s_l)(x).

Uwzględniając oststnię tożsamość w (ll) otrzymujemy (10). C a  

Wniosek 2

Niech s r ^n . Wielomian f(x) Jest podzielny przez wielomian [g(x)]S 
wtedy i tylko wtedy, gdy

Ckj ' = 0 ,  k = n-(j + l)r+l(l)n-jr , J = 0(l)s-l. ca
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III. Zajmiemy się obecnie wyznaczeniem dzielnika stopnia r-tego wielo
mianu f(x). Traktując współczynniki P1 ,P2 ....,Pr wielomianu g(x) jako zmien
ne otrzymujemy na podstawie wniosku 1 układ równań algebraicznych

Bk (pl'p2  ,pr^ = °' k " n_r+1^i ^n '

którego rozwiązanie wyznacza dzielnik wielomianu f(x). 
Układ równań (12) zapiszemy w postaci operatorowej

F(p) - O.

(12)

(13)

gdzie

F(p)

B (p)
’A  

>2

\ P rl

(14)Bn-l(p)

Obliczmy obecnie kolejne pochodne Frścheta F^ ^ ( p )  (j = O(l)s) operatora 

(14).

Lemat 1

Zachodzę wzory

ac <J>

8 p
Js—  = -(j + l) 1 “ j = 0(l)s, k * 0(l )n.cn(l5)
p, J k-i

Dowód indukcyjny względem zmiennej k. 

Ole k*=0 mamy

3C (j)
(j + l) + i = l(l)r, j - 0(l)s. (16)

Równości (16) zachodzą, gdyż na podstawie (8)

= A , C ^  + 1  ̂ - O, i «■ l(l)r, j ■ 0(l)s. 
o o - i

Zakładając, że wzory (15) zachodzą dla k <  fi wykażemy wzory

9 C ^  ̂  / »
- -(J+l) i - l d ) r .  • J - 0(1)8.
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Na podstawie (8 ) mamy

c-iji - V  p C (^  .
> + 1  u+1 Z.J, pi > + 1 - 1 '

i«l

skęd po zróżniczkowaniu i uwzględnieniu założenia indukcyjnego otrzymuje

my kolejno

9 C ^  *
!«+l . 1B+1 _ C (J)

aP. 0P. ft+l-i
k=l

8C ^  3 i. ° > + l - i k
8P<

- J C ^ ?  . _
P+ l - i  (4+1-i

' i * »  £  \  ■ •\  41 + I- i— k 
kil

■ ( c ^ . i  - £  pk c i3++i ! l k l - - (i+i) cij+i-i-
Icil

Z wykazanego lematu i wzoru (9) wynika łatwo 

Lemat 2

Dla J « 0(l)s, k » -0(l)n zachodzę wzory 

i 9Bk . (_!)! C (J)
J! J, U  7 2  * łJ > - 1  • Ji-2 ' J2- ... " r. J '

aPl ®P2 ••• 9Pr 1 2 r

gdzie

J ̂  ^  O , J 2 ^ ® * * * * » J p ^ ® '  J^ + J 2 + *“* + 3r =* J - 1— '

Pochodne Frecheta operatora (14) można potraktować Jako macierzewielo- 
wskaźnikowe; mianowicie

1_ F (j ) f „ 1  l i  n+l-io \
i 1 P i J I 8Pi 3P± ... ap± i i i

1 2 J o' 1'

n (-1 )3 ( ^
V > + ! - ! . - >  - ... - >  I •

... . i^ = 1 ( 1  )r

.. , ij = l(l)r

(17)

dla j « 0 (l)e.



(
Definicja 2

Macierz wielowskażnikowę
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H, = (h (in .i- . ..., i
i 3 0 1 1  ij » l(l)r

nazywamy silnie symetrycznę, jeżeli istnieje cięg

J > 0 (18)

ai'a 2 ' **•' ajr+r-j ^19)

taki, że

Hj (io'il ...... 1j 5 “ ai0 + ij + ... + 1 . - 3 ,  iju - l(l)r, ,U* 0(l)j.
( 20 )

Cięg (19) nazywamy wtedy reprezentację macierzy (l8).cb
Zauważmy, że równości (20) określaję przyporzędkowanie wzajemnie jed

noznaczne między macierzami silnie symetrycznymi (postaci (18)) oraz ich 

reprezentacjami (19)

Reprezentację macierzy silnie symetrycznej ^ (por. (17)) jest 

cięg

r (j) r (j) P (j) ( 2 1 )  '
c n l y  cnlj-i......Cn+l-(j+l)r* v2i;

Niech macierz silnie symetryczna będzie określona definicję 2 oraz

S ■ (5^, 5g, .... £ r )^,

wtedy iloczyn 

r

" /  '( S  -i. • i ,  * - 1  s ') s  li t . 1(1)r

jest macierzę silnie symetrycznę, której reprezentację Jest cięg

r

bk
t«l

W zwięzku z powyższym iloczyny macierzy silnie symetrycznych przez wek
tory mogę być wykonywane na reprezentacjach macierzy, a następnie (gdy 
zaj dzie. potrzeba) na podstawie otrzymanej reprezentacji konstruujemy ma

cierz będęcę wynikiem działania.
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IV. Rozwięzanie układu równań (13) wyznaczamy stosujęc metodę iteracyj- 

nę KSniga [3 ]. Majęc dane przybliżenie poczętkowe

T
0 r 0 0  o,

P * (Pjy P2 ‘ *•*' pr

obliczamy kolejne pochodne Frścheta operatora (14)

F(p°) - Fq , F (^ ( p°) = F ( J \  j = l(l)a,

podstawiajęc do (17) ’-'artości

B (;|), k = l(l )j r+r-j , j = 0(l )s , (22)

obliczone według wzorów (8) dla

p i = P°. i ■ l(l)r.

Następne przybliżenie p1 wyznaczamy z układu równań

Fo + Z  JT F£j)-A k A k-i * * * A k_j+j_ = 0, k = i(i)s

p1 = p° + As.

Układ równań (23) można zmodyfikować, przyjmujęc

FqJ ) . 3 = 0(1)8} a j  - - A , , j = 1 (1 )6 ,

wtedy reprezentację macierzy M. jest cięg (2 1 ).
Przy wprowadzonych oznaczeniach otrzymujemy

k

M o + E M 3 6 k 5k-l •** 5k-j + l ’ °- k - 1(1)3 •
3=1

p 1 = p° - óg. CT3

(23)

(24)

Rozpatrzmy obecnie algorytm obliczenia jednej iteracji według wzorów 
(24). 2 (24) otrzymujemy
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Stąd otrzymujemy bezpośrednio

Si - -m ;1 m o .

Mając obliczone wektory

¿1» í>2 * 5 i» 2 í  8 ,

obliczamy wektor według następującego schematu H o m e r a

G k.l - V

G k,i*l " G k,i5i + Mk-i* 1 ■ (25)

5 k - -G k!k v

gdzie macierze symetryczne wielowskażnikowe i+i oraz M |c_i i«0(l)k-l)

maję te same wymiary.
Obliczenia według wzorów (25) wykonujemy na odpowiednich reprezenta

cjach macierzy silnie symetrycznych, korzystając z ciągów (21). Postępo
wanie to powtarzamy dla k = 2(l)s, po czym wyznaczymy następne przybli

żenie

1 o r p = p - i9 .

Stosując powyższy schemat, otrzymujemy ciąg

o 1 2
P . P . P . ...»

który jest zbieżny do rozwiązania

P* « (pj. Pg. ••• . P*)

układu równań (13) z wykładnikiem zbieżności równym s+1 (por. [3 ]) wte

dy' i tylko wtedy, ¡gdy

0(p*) = det( F’ (p‘ )) / 0.

oraz gdy przybliżenie początkowe p° leży dostatecznie blisko p*«
Oeżeli p* jest rozwiązaniem układu równań (13) to wielomian

g*(x) - x r xr-i
i-1 1

jest dzielnikiem wielomianu f(x).

(26)
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Dla wielomianu g*(x) określamy schemat Hornera

(27)

oznaozać będziemy C*. 

Mamy wtedy

0(p* ) * (28)

n-r

Wykażemy obecnie twierdzenie analogiczne do podanego w [l].

Definicja 3

Wielomian g*(x) nazywamy dzielnikiem podstawowym wielomianu f(x), je
żeli istnieje wielomian P*(x) taki, że

Twierdzenie 3

Niech g*(x) będzie ustalonym dzielnikiem wielomianu f(x). Wyznacznik 
3(p‘ ) / 0 wtedy i tylko wtedy, gdy g*(x) jest dzielnikiem podstawowym 
wielomianu f(x).

Dowód

Wykażemy twierdzenie równoważne: Dzielnik g*(x) wielomianu f(x) nie 
jest jego dzielnikiem podstawowym wtedy i tylko wtedy, gdy 3(pł) = O. 
Różniczkujęc (4) i (5 ) względem p^ otrzymujemy

f(x) - g*(x) P*(x), (g*(x) , P*(x)) - 1.

o = P(x)xr-k g(x)R, (x) ♦ V
* Z 1

i-n-r+1

n

k - l(l)r,
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• /
n

0 = P*(x)xr" k + g*(x)R*(x) + C*_k 9n_i^x ^' k “ 1^1 ^r » (' Z 9 '>
i«n-r+l

gdyż

Bk = 0 dla k * n-r+l(l)n.

 :> Istnieje pierwiastek Ot wielomianu f(x) . teki, że

g ł(ee) - o, P*{«) - O,

Po podstawieniu do (29) x = «  , otrzymujemy jednorodny układ równań 

n

Y C i“k 9n-iW  " ° *  k "
i»n-r+l

który posiada rozwiązanie niezerowe 1 = gł («), gj(w ), .... g* ^(«).f=j
< J =  Kolumny wyznacznika (28) tworzę układ liniowo zależny, zatem istnie

ję stałe i Q , t l . ir_lf |1 o | +ji l | ♦ ... + |tr_il >  tak16-

r

Y  i r-k C i-k = °' i  m n- r+1^ ) n - (30)
k=l

Mnożęc k-te równanie (29) przez TSr k i następnie dodajęc stronami dla k = 
= l(l)r, otrzymujemy

O = P * ( x ) ' ^ V k xr- k + g’( x ) ^ | r.k R*(x) + £  Y  t r - k  C I - k V i (x)'
k=l k=l k=l i=n-r+l

skęd po zastosowaniu (30) mamy

9*(x) Y  V - k  R k (x) " -p*^x) Y  łr-k x,""k-
k=l k=l

Śkęd wnioskujemy, że wielomian g*(x) dzieli wielomian

'•<»> • Ź  tr-k « r" ‘-
k=l
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który nie jest tożsamościowo równy O, a ponieważ

r

st g*(x) = r, st( y  ir_ k xr-k ) t  r - 1. 
k=l

istnieje więc wspólny pierwiastek wielomianów g*(x) i P*(x). c=>
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OEOEĘEHHE MET0JU SEPCTOBA 

P e 3 » m e

B paSote ofiodmaeica KJiaccHHecKHfi HTepatfHOHHHfi weiofl EepcTosa, c-OCToamufi 
b Haxoay;eHHH KBaflpaTHoro TpexaaeHa, Ha KOTopnfi nexHTea naHHHft hojihhom f(x).

npHBO^Hio.a Hiepai^HOHHiifi u e r o Ą  nopaflica cxo,ęhmocth 9+1 HaxoxxeHHH nejm- 
iQJifL g(x) creneHH s+l(se N). OoTaiOK 01 ^ e j i e a n a  hojihhomb f(x)Ha n o M H O M  
g(x) npeflctaBjieH b BHxe HHHefiHOfi KOMdHHaiiHH onepe^HMX hojihhomob, noxyzeHHHX 
Ha nyiH npHMeHeHHH oxeuH TopHepa flxa noxHHOMa g(x). BcxexcTBue npupaBHeHHH 
k Hyxm K03<J4)HUHeHT0B 3Tofi KOMÓuHaąHH noxyqaeTca CHOieMa ypaBHeHHft, pemeHze 
KOTopofi onpesexseT Kos$$HiiHeHTH noxzHOMa g(x).

Hjih pemeHHH siofi CHCieku npHMeHHeTOH HTepanaoHHHfi MeTofl KeHHra, nopaxKa 
CXOflHMOCTH s+1.

B o6n;eM c jty aae , HTepauHOHHtie ueionH Buomnx nopaxKOB ajih OHCieM a jire ó p a a -  
■qeoKHX ypaBHeHHfi Tpe6y»T dojibmoro K oxaqeciB a BHHHCJieHHfi, B xaHHOM x e  CJiyaae 
Honoxb30BaHa cirenzxKKa npofijieMH, noxyzeHH npocibie h OflHopoxHHe $opMyjm hhx 
BbraHoxeHzfi, HaeToa la x x e  HeodxoflHMoe h nooiaiOHHoe ycxoBae T o ro , hto6h hko— 
dzaH paconaipaBaeM oił OHCTeMH ypaBHeHHfi 6bui otxHHHHfl ot Hyxa.

THE GENERALIZED BAIRSTOW METHOD 

S u m m a r y

Let f(x) be a given polynomial. The well-known Bairstow method con
sists in computing coefficients of the quadratic divisor of f(x) using 
Newton's iteration.
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Our method allows to compute the coefficients of the divisor of arbi
trary degree r, r >  2 by the Kbnig iterative method of order s+ 1, s ÿ 1. 
The obtained formulas are simple and seem easy to apply in authomatic 
computation. Thus our paper generalizes the claslcal Bairstow formulas 
(r = 2, s = l) and the result of Woźniakowski [l] (s = 1, r - arbitrary).


