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ZASTOSOWANIE METOD ITERACY3NYCH WYZSZYCH RZEDOW
DO ROZWIAZYWANIA ROWNAN OPERATOROWYCH

Streszczenie. W pracy podano kilka przyktadéw zastosowan aetod
iteracyjnych wyzszych rzedéw do rozwigzywania roéwnan operatorowych
w przestrzeniach Banacha.

Metody iteracyjne, ktore uzyto do rozwigzywania, ae szczegdlnywl
przypadkami metod rozwazanych w pracy [3]. Réwnoczesnie w oparciu o
wyniki otrzymane w cytowanej pracy, podano oszacowania b#ed6éw a po-
steriori po kazdym kroku Ilteracyjnym, poréwnujec je z podobnymi o-
azacowaniami innych autoroéw.

1. Bedziemy poszukiwalirozwiezaniardéwnania

F(x) - 0, Ga.n

gdzie operator nieliniowyF:0CX—-»Y, X,Y rzeczywiste lub zespolone

przestrzenie Banacha, 0 zbidr otwarty i wypukty.
Do rozwiezania roéwnania (1.l1) bedziemy etosowali metody iterecyjne o-
kreslone nastepujecym schematem

Fp * Podijy, - 0
k
Fn® fndn * VITRFS pf Fo’dfi A" k-2 ....a
J-2 3 1<2)
xn*l " xn + d-,n"

przy czym Fp"~ “ F~ ~ xn”™ ” wartosci pochodnych Fr$cheta operatora F w
punkcie xn dla J m 0,1, ,,., m, m wustalona liczba naturalna > 2, i”",
i~ liczby catkowite nieujemne spetniajece warunki

0< ij« 12C ... <1,
(1.3)
i#< i#t j o1 dla am 2,3, _... w
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W pracy [3] wykazano (tw. 3.2), ze wszystkie metody iteracyjne (1.2) -
- (1.3) przy ustalonym m posi8daje lokalnie rzed zbieznosSci réwny co naj-
mniej m+1.

W niniejszej pracy bedziemy stosowali do rozwiezania réwnania (I.1) me-
tode Schrodera [2] rzedu trzeciego, dla ktérej

m=2, ij - 1. i2 =1 (1.4)
lub rzedu czwartego dla
'S = 3, ml, i2 =1, i3 m 1. (1.5)
Zagadnieniezbieznosci metod (1.4) oraz (1.5) rozstrzyganastepujece

twierdzenie, ktore jest szczeg6lnym przypadkiem twierdzenia 3.1 z pracy
[3]- Twierdzenie to przytaczamy w wersji dla metod 11.4) i (1.5) dowdd w

pracy [3] -
Niech
?n “ an + <n+l 6n + “n+2 8n+l + 0.6)
gdzie
otn = 2/j(2 - bn) .7)

dla metody (1.4) oraz tn jestnajmniejszymdodatnim pierwiastkiem row-
nania

“n+ (B/*n)yan + ((6 An "12)/~n)ctn + 12/*n “ 0 0.8)
dla (1.5).
Ciegi {ID)n} oraz w se okreslone rekurencyjnie
On = (/A - «<nP,))(Ect* o S2) (1.9)
(

dla metody (1.4)
8n - @/ -anDn))(J«*D™ + (J«n Dn ¢ | «2 >2)s3X1.i0)
dla metody (1.5), przyczym
*2*S V 0.«)

*3 " e S2* S«n 0.12)
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Kolejny wyraz ciegu oblitzamy ktadec

*n+l “ <V (I-- *n VN

Twierdzenie

Zaktadamy, ze spednione se nastepujece zatozenia:

) istnieje ograniczony operator gdzie X16 °F 3est danym
przyblizeniem poczetkowym,

(i) istnieje liczba > 0 taka, ze w kuli S1:=-jxeDp:[x- $ ry-
operator F jest m+l krotnie roézniczkowalny w sensie Frecheta, przy
czym I -1(x1) FA(x) ( « K~ dla kazdego xsS1, j«2, ..., m+l.
Niech » |F_1(x1) F(x1)]] oraz 9~ =

(iin) dla j = 2, m+l, gdzie 1~ jest pewne liczbe

rzeczywiste spedniajece warunek

przy czym

467380183  dla (1.4)
431720981  dla (1.5)*

Wtedy cieg mjxn}” dany przez (1.2) oraz (1.4) lub (1.5) jest dobrze okres$-
lony, xn6 S1 dla kazdego n S 1. Dalej cieg -fxnj- jest zbiezny do roz-
wigzania x* réwnania (1.1), ktére nalezy do kuli S~.

Ola btedu mamy nastepujece oszacowanie

Ix*- xn]l< ?n » rn dla kazdego n > 1, (1.14)

przy czym
o C e —l(XH)F(XH)' (1.15)
natomiast $ " dane jest wzorem (1.6).
Powyzsze twierdzenie w stosunku do znanych w literaturze daje og6lne
i jednolite podejs$cie do wielu metod iteracyjnych, wynikejecych ze sche-
matu (1.2) przy réznych ciegach (1.3). Réwnoczes$nie, poniewaz schemat 1.2)
generuje cieg “xnj* niezmienniczy ze wzgledu na transformacje afiniczne

F— Gt m AF,

gdzie A jest dowolnym operatorem zawartym w przestrzeni B(Y,Z) wszyst-
kich ograniczonych liniowych odwzorowan bij aktywnych, =z przestrzeni Y do
dowolnej przestrzeni Banacha Z, sformutowane twierdzenie ma zatozenia wa-
runkujece afiniczne niezmienniczos¢. W szczeg6lnosci gwarantowane jest
afiniczne niezmiennicze oszacowanie btedu. Dla metod wyzszych rzedéw za-
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R ontHr n-m.17:

gadnienie to nie byto brane pod uwage. Dsje to istotne uogélnienie rozwa-
zanych metod. Otrzymane oszacowania btedu a posteriori se ostrzejsze niz

znane dotychczas w literaturze.

2. Podamy kilka przyktadéw roéwnadé operatorowych wybranych z literatury
matematycznej, ktére bedziemy rozwiezywali metodami iteracyjnymi (1.5)
lub (1.4). Rownoczes$nie przytoczymy oszacowania btedéw, wynikajece ze wzo-
ru (1.14) i analogiczne oszacowania innych autoroéw.

a) Uktad rownan nieliniowych

Rozwiezemy uktad réwnan nieliniowych

2x3—y2—}:0,

o' -y -4-0. -1y
ktéry byt rozwazany przez Kantorowicza [5], Ade [1] i in.
Niech u = (y)6 X" gdzie X = R2 przestrzen wektorowa z norme
ul = max CIx -, Iyl).
Uktad (2.1) mozemy zapisaé¢ w postaci
F(w) " FO) - I y2 : 4) = ° (2-2)

Dalej mamy
. ,6x2 - 2y <
F*(u= 3 2
>y 3xy - 1°
i 2
1tAX 1 ; 6x Ax - 2y Ay \
M "Ary RA Vy3Ax + (3xy2 - 1) Ay *
AX.,dx, , 12x Axdx - 2Ay dy )

Fr (u):Ay -

2 2
. "dy "3y Aydx + 3y Axdy + 6xy Aydy”

Do rozwiezania (2.i) zastosujemy metode (1.4). Rozwigzanie doktadne (2.1)
z doktadnosciag do dziesieciu znakéw po kropce wynosi

*  £1.23427448411V
=\1.66152646679/*

Niech Uj =]*"2j oraz 1> = 0.1687, wtedy

Uu*" ulfl “ m8x( o0:«8473M 3) = 0.038473533
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r+ - 0.043283292

234267765)
“2 m (i:661561368)

Hu®- u2 | = a(s: = 0.000034901

r2 = 0.000034963.

Widzimy, ze po wykonaniu jednego kroku iteracyjnego promieA rg = ?2 S2
kuli S2: ={Jju - u2[i rj-, obliczony za pomoce wzoréw C1.6) i Cl.15),
Jest praktycznie réwny wartosci normy |Ju*- u2 |-

Analogicznego oszacowania bdedu otrzymanego przez Ade [1] nie mozna po-
réowna¢ z powodu btednego "(poczewszy od pietego miejsca po kropce) obli-
czenia wartosci u* oraz u2 w pracy [I].

b) Zagadnienie wartosci wkasnych i wektoréw wkasnych macierzy

Rozwazymy zagadnienie obliczania wartos$ci wkasnych macierzy postaci

Ax *=A_Bx , (2.3)
' .
gdzie :
A ,B - zadane macierze n jdn,
A. - wartos$¢ wtasna,
X - wektor whasny Collatz [2] , Ade [I].

Przestrzen X Jest w tym przypadku przestrzenie Banacha z elementami

U -.(X).
gdzie
x ° (X2 x2, ..., )
wektor a A liczba.
Bako norme wektora bierzemy
lu B= max(C X1, ... Ixn], UD)

a jako odpowiadajece norme macierzy

18 jkI

Szukany wektor wkasny "normujemy" ktadec xn m 1.
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Zadanie (2.3) mozemy zapisa¢ w postaci roéwnania:

Pochodne Frécheta operatora (2.4) znajduje sie prosto, przy
pochodna Jest stata (Collatz [2]). Do znalezienia rozwigezania
metode (1.4).

Niech n = 3 oraz

(Collatz [2]). Oako przyblizenie poczetkowe wezmy
U1 » (0.35, -0.93, 1.0, 1.95)T

oraz D™ m 0.0896.
Rozwiezania doktadne wynosi

/0.358960923456
-0.926187771058
1.0
1.95136984124

Dalej mamy
"0.001039076544\
u* - Ujl - max (0.003812228942 0.003812228942

0100136984124 /
rt = 0.00401001019711

0.358960922926\
-0.926187766192
1.0
1.9513698379 1

.00000000053 \

0
0.00000000486
0
0

u*— u_ | = max 0.00000000486

.0
.00000000334 y

r2

0.000000004863.

Wed4#ug Collatza [2]

Ilu*~ u2 < 0.00000004.

J. Czoplk

2.4)

czym druga
stosujemy
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Widzimy, ze oszacowanie Collatza jest dziesieciokrotnie wieksze w stosun-
ku do btedu rzeczywistego i btedu wynikajecego z zastosowania powyzszej

metody .
Niech n =2 oraz

-2 i\ i-1 2\
A"(1 1)5 8°1-2 i) (Ade I1r*

Przyblizenie poczetkowe przyjmujemy

IS

> = 0.057.

c
"
-
or o
~No b

~l

Rozwiezanie doktadne

-0.434258545906
0
0.767591879243

Dalej mamy
Ju - uxi = 0.005741454094
Tj = 0.005906808733

342586227

>

,-0.4
u_ =1 1.0
" 0.7675919560

u*- u2 | “ 0.0000000768

r2

0.0000000769.

Oszacowanie otrzymane przez Ade [I] wynosi

iu*- u2 [<€ 6.6 10"7

i jest o0 rzed gorsze w stosunku do oszacowania wynikajecego z uzytej meto-
dy.
c) Roéwnanie przestepne w dziedzinie zespolonej

Bedziemy poszukiwali rozwiezanla réwnania

ez -z -1=0, z = X + iy (Ehrmann [4])- (2.5)
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3ako przyblizenie poczetkowe przyjmiemy

z1 « 2.1 + i7.5 oraz = 0.06.

Niech
F(z) = ez - z - 1.

W tym przypadku +tatwo mozna obliczy¢ pochodne Frecheta dowolnego rzedu
(Collatz [2]) operatora F(z).
Za doktadne roézwiezanie przyjmiemy
2.*= 2.08884301557 + i7.46148928551.
Stosujec metode (1.4) otrzymujemy
I12*_ z | = 0.0400943067233
rl = 0.0410645369422
z2 = 2.08884301569 + i7.46148928574
|z*- z2 J = 0.00002341168
r2 = 0.000023413379.
Stosujec metode (1.5) otrzymujemy
z2 = 2.08884303111 + 17.4614882117
§z* - z2J - 0.000001073927389
r2 - 0.0000010739979.-
Oszacowan btedu otrzymanych przez Ehrmanna [4] nie mozna poréwnaé z powyz-

szymi, gdyz Ehrmann postuguje sie oszacowaniem bitedu a priori, ktdére jest
znacznie fgorsze" anizeli oszacowanie a posteriori. Spos6b otrzymania osza-

cowania a priori dla metod (1.4) i (1.5) podaje uwaga 3.3 w pracy [3].
d) Ro6zwiezanie nieliniowego réwnania rézniczkowego

Bedziemy poszukiwali rozwiezenia nieliniowego réwnania rézniczkowego
y = x2 +y2, yCo) =0 (2.6)

w przedziale<0,a>, ([7}-
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Niech
FCy) -y () - f(x.y)-
Wtedy [6]
Fr@) 5@ - sU) - fy(x.y) S(x)
oraz ™ "
Fe(yj 61() 62(x) - -Fy(x.y)S1 (x)S2 i)
Fi X=Y,
9dzie:

X - przestrzen fu'nkcji klasy ¢ na przedziale<0, a?,
Y - przestrzen funkcji ciagtych C [o,a] (patrz [6])-

Kolejne przyblizenia bedziemy wyznaczali z uktadu

Fn + Fn Si “ O.

Fn + Fn S2 + \ FA S1 S1 * °*

Stosujemy metode (1.4). Oako przyblizenie poczgtkowe przyjmujemy

Yl * + x3*

Wobec (2.8) i (2.10) mamy

139

2.7

2.8)

2.9

(2.10)
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y2(x) =1 x3 +i2() ,

1 4
3 6 X _
x T8 9 X “ 3969 x ” 130977 x 5

. 1 J /1 6 1 14 4 18.. 6 w
*2 “ 3
(0]

Przyktad ten pokazuje, w jaki spos6b mozna stosowaé¢ rozpatrywane metody do
rozwigzywania zagadnien ciagtych, np. roéwnania roézniczkowego. Oszacowanie
btedu mozna przeprowadzié¢ przy konkretnej wartosci liczbowej statej a

(patrz [6], [7D).
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HPHMEHEHHE HTEPAUHOHHUX METOHOB BHCIKHX DOPHHKOB CXOAHMOCTH
EBH PEFfIEHHH OHEPATOPHHX yPABHEHHFI

P e3bue

B naHHoit citaite onacnBaeTca npHMeHeHHe HTepaijHOHHHX ueionoB bhciihx nopa”-
kob cxoflHMocTH flJia pemeHHi HeliHHe&HNX onepaiopHHX ypaBHeHHO b daHaxoiibix npo—
QTpaHCTBax*

npeACiaBJteHU pemeHM aeTHpex npoRjieM: CHCieHH HexHHedHux  ypaBHeHHii,
TpaHopeHfleHTHoro KOMimeKCHoro ypaBHemia, otmckbhha cofcTBeHHHX 3HaaeHH8 ua-
TpHBH h HejiHHe6Horo AH$({)epeHiiHajibHoro ypasHeraa.

PemeHHK nojtyaeHhi ueiOflaiiH TpeTbero hxh aeTBepToro nopanxa cxodhmooth.ko-
Topne HBXHHTCH aaCTHHMH CliytiaaMH Kjlacca HTepaiJHOHHHX MeTOAOB, HOOXeHOBaHHHX
b padoie [?].

noxyaeHHae operncn anociepHopnod npoipsinHOCTH aBaasica 0ojiee tohhhmh aem
H3B8CIHHe £0 CHX nop.
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THE APPLICATION OF HIGHER ORDER ITERATIVE METHODS FOR THE SOLUTION
OF OPERATOR EQUATIONS

Summary

This paper deals with the applications of higher order iterative me-
thods for the solution of nonlinear operator equations in Banach spaces.

Using these methods the solution of the following problems are presen-
ted: system of nonlinear equations, transcedental equation in a complex
domain, eigenvalues of a matrix and nonlinear differential equation.

The results were obtained with use of methods of third or fourth or-
der, which are particular cases of the class of iterative methods which
ware discussed in the paper [3]. The a posteriori error estimation ob-
tained here, are much sharper then the known ones.



