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0 BŁąDACH ZAOKRĄGLEŃ W PROCESACH ITERACYONYCH

Streszczenle. W praktycznej realizacji procesu iteracyjnego do
konuje się systematycznych błędów zaokręgleń. Istotnę rzeczą jest 
zbadanie wpływu tych błędów na zbieżność i rzęd zbieżności tego pro
cesu. W pracy wykazano, że działajęcy w przestrzeni Banacha proces 
iteracyjny, w którym uwzględniane sę błędy zaokręgleń, przy pewnych 
założeniach zachowuje zbieżność i rzęd zbieżności.

Praca niniejsza dotyczy wpływu błędów zaokręgleń na zbieżność i rzęd 
zbieżności procesów iteracyjnych w przestrzeniach Banacha. Praca ta jest 
próbę uogólnienia wyników A.M. Ostrowskiego, dotyczęcych tej problematyki 
dla metody Newtona na prostej. W praktycznej realizacji procesów iteracyj
nych dokonuje się zazwyczaj systematycznych błędów zaokręgleń. Rzeczę 
istotnę jest zadanie wpływu tych błędów na zbieżność procesu do rozwięza- 
nia i na rzęd tej zbieżności. Może się okazać, że na skutek tych błędów 
rzęd zbieżności znacznie zmaleje, a nawet sam proces przestanie być zbież

ny do rozwięzanle.
Zbadanie warunków pozwalajęcych uniknęć tego typu sytuacji jest ko

nieczne - w przeciwnym razie w praktycznej realizacji procesu iteracyjne

go problem zbieżności i rzędu zbieżności pozostanie otwarty. Otwarty po
zostanie również problem ilości kroków iteracji potrzebnych do uzyskania 
danej dokładności obliczeń i celowości zwiększania ilości tych kroków w 

celu poprawienia dokładności obliczeń.
Niech X będzie przestrzenię Banacha, zaś $ operatorem nieliniowym, 

określonym w obszarze D c; X o wartościach z przestrzeni X. Rozważmy rów

nanie :

x -$*(*>.

posiadajęce pierwiastek J 4 D. Załóżmy, że operator Jest p-krotnie rót- 

niczkowalny w sensie Frecheta w kuli

K  - -Tx *X j |x - 1  | <  (2)

gdzie .p >  .0 jest pewnę 'liczbę rzeczywiatę oraz * ¿ 0 ,  p e Ń ,  p $  2. Roz

patrzmy następujęcy prooee iteracyjnys
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*o = xó e K
(3)

xn+l “ $ (xn )' xn = xn + V  n " 0,1. . . ,

w którym aa uwzględniane błędy zaokręgleń S powstałe przy obliczaniu
wartości operatora $ .

Przy danych oznaczeniach wykażemy obecnie twierdzenie o zbieżności 
cięgów:

f t  ̂  t ■ ■ • I Xn • « « |

(4)
XQ # t  J I • • • , Xn » t ■ (

określonych procesem (3) do pierwiastka | równania (l).

Twierdzenie

Niech operator <j> spełnia założenia:

1° „ o dla k » 1,2,..., p-1,

2° istnieje stała q s R  spełnlajęca nierówności:

3° i-j-|$^p ^(x) | <  q dla x e K ,

4° / - 1 q < L <  1, L e R .

Jeżeli
n

5
-1

o
5 n 1^ ¿iL p 1 (l - ¿) dla n « 1,2..., gdzie r - y

to cięgi (4) sę określone (tzn. xk ,x^s K, dla k e N) 1 zbieżne do Je
dynego w kuli K pierwiastka | równania (l). Nadto zachodzę nierówności:

n .. 
E_-ł

6° Ixn - ? I <  !“ lP_1 . n - 1,2,

£^ i
7 lxn - £ .1 < <UlP‘1 - 1. 2.....

z których wynika, że rzęd zbieżności cięgów (4) Jeet równy co najmniej p.

UWAGA

. Przyjmujęc r - 1 mamy na podstawie 5° ■ O, dla n*0,l,2,.... W
tym przypadku twierdzenie sprowadza się do znanego twierdzenia o zbieżno
ści cięgu iteracji.
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Dowód twierdzenia

Deżeli x , y 6 K ,  to na podstawie wzoru Taylora i założenia 2° otrzynu- 
jemy nierówność:

P-J
8° |.$(x) -<My> - V  iT $ (k)Cy)(x-y)k |i q |x-y|p .

k*=l

(k) k ( k ) \gdzie <{> (y)(x-y) = $ (y)(x-y,..., x-y) je9t dla ustalonej wartości
y operatorem k-liniowym. Podstawiajęc w 8° y * J i uwzględniajęc zało- 

ożenie 1 , otrzymujemy:

9° |<J> (x ) - J | €  q |x - J |P , dla x.e K.

Wykażemy, że równanie (l) posiada w kuli K jeden dokładnie pierwiastek 
l. Niech 1^6 K i J^ Podstawiajęc w 9° x = mamy:

io° | Sl - l \ z  p ^ P - 1 1 - 5 1 .

Z 10° wobec założenia 4° wnioskujemy, że | Sj - l | = 0=5#^i = § • Oeżeli
sę spełnione nierówności 6° i 7°, to wobec 4° cięgi (4) sę określone, tzn.
X|{,xj< s K, dla kfeO.l,.., nadto wynika również zbieżność cięgów (4).

Z cięgłości operatora (j> i Jednoznaczności pierwiastka $ równania (l) w
kuli K wnioskujemy, że cięgi (4) sę zbieżne do pierwiastka £ .

Nierówności 6° i 7° wykażemy indukcyjnie. Na podstawie 9° i r » !r—
11" aotrzymujemy: r ^

lxi - s | ■ < q|xo - M p < q /iP mrL^~-

lxi  " H  ■ | xi  -  l * * i l  <s | xi  -  5 | + K I  < ♦ L “ L /*■»

a więc nierówności 6°, 7° sę spełnione dla n » 1. Na podstawie 6° 1 7° z 
9° i 5° mamy:

I xn+l “ 5 I - <  9 K  - 5 | P<

£ ^ i p  ¿ ^ 1

< q U LP-1 ) - p- ' f-

xn*l ‘ Sj “ |xn+2 * S + ^n+lj «  |xn+l " I  | + |6 n+l| <
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D"łl_l on+1-l Pnłl-1

<  fi L P_1 j  + [I L P-1 (l - •p) - fl . L P 1 .

co kończy dowód przejścia indukcyjnego.

0 nonPEIEHOCTH OKPyrJIEHHH B HIEPAHHOHHtJX UPOUECCAI 

P e 3 b  « e

B o  B p e i w  p e a J iH 3 a u H K  m e p a i i H O H H o r o  n p o a e c c a  c H O T e M a T n q e c K n  H a K a m i H B a e i c a  

n o r p e m H o c T Ł  o K p e r i i e n a a .  E c T e o T B e H H H M  K a a e T C H  H a y y e H H e  b j ih h h h h  o t o B n o r p e n -  

H O C lH  H a  CXOflHM OCTfc, H HOpHflOK CXOflHMOCTH H T ep aH H O H H O rO  H p O I ie C C a .  B  9 T 0 S  p a 

d o l e  ^ 0 K a 3 b L 3 a e i c a ,  h t o  .z teftcT B yB m H il b  j - C aH ax o B O M  j; n p o c T p a H C T B e  j, H T ep an H O H H H fi _

npo iiecc , b KOTopow yHHTHBaeics norpetraocTB ojcpyrjieHHH, npa HeicoTopnx y c x o -  
bhhx, c o x p a a a e i OXO^HMOCTB H HOpjmOK CXOUHMOCTH.

ON CALCULATION ERRORS IN ITERATION PROCESSES 

S u m m a r y

During realisation of iteration processes we systematically do calcu
lation errors. It is essential to know how these errors influence on con
vergence and rank of convergence of these processes. In this paper is pro
ved, that iteration process in Banach space, in which calculation errors 
are involved, is - under certain conditions - keeping convergence and rank 

of convergence.


