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Bolestaw P. WANTULA

O BtgDACH ZAOKRAGLEN W PROCESACH ITERACYONYCH

Streszczenle. W praktycznej realizacji procesu iteracyjnego do-
konuje sie systematycznych btedéw zaokreglen. Istotne rzecza jest
zbadanie wptywu tych bdeddéw na zbiezno$¢ i rzed zbieznos$ci tego pro-
cesu. W pracy wykazano, ze dziatajecy w przestrzeni Banacha proces
iteracyjny, w ktérym uwzgledniane se btedy zaokreglen, przy pewnych
zatozeniach zachowuje zbiezno$¢ i rzed zbiezno$ci.

Praca niniejsza dotyczy wpdywu btedéw zaokreglen na zbieznos¢ i1 rzed
zbieznosci proceséw iteracyjnych w przestrzeniach Banacha. Praca ta jest
prébe uogdélnienia wynikéw A_M. Ostrowskiego, dotyczecych tej problematyki
dla metody Newtona na prostej. W praktycznej realizacji proceséw iteracyj-
nych dokonuje sie zazwyczaj systematycznych btedoéw zaokreglen. Rzecze
istotne jest zadanie wptywu tych btedéw na zbiezno$¢ procesu do rozwieza-
nia i na rzed tej zbieznosci. Moze sie okazaé¢, ze na skutek tych btedow
rzed zbieznoSci znacznie zmaleje, a nawet sam proces przestanie by¢ zbiez-
ny do rozwiezanle.

Zbadaniewarunkéw pozwalajecych unikneé¢ tego typu sytuacji jest ko-
nieczne - wprzeciwnym razie w praktycznej realizacji procesu iteracyjne-
go problem zbiezno$ci i rzedu zbieznos$ci pozostanie otwarty. Otwarty po-
zostanie rowniez problem ilosci krokéw iteracji potrzebnych do uzyskania
danej doktadnosci obliczen i celowosSci zwiekszania ilosci tych krokéw w
celu poprawienia doktadnosci obliczen.

Niech X bedzie przestrzenie Banacha, za$ $ operatorem nieliniowym,
okreslonym w obszarze D c; X o wartosciach z przestrzeni X. Rozwazmy roéw-

nanie :

X =$*(*>.

posiadajece pierwiastek J 4 D. Zatdézmy, ze operator Jest p-krotnie rot-
niczkowalny w sensie Frecheta w kuli

K - -Tx*Xj [Ix -1 |< )

gdzie p> .0 jest pewne "liczbe rzeczywiate oraz *;0, peN, ps$ 2. Roz-
patrzmy nastepujecy prooee iteracyjnys
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*0 = x6 e K

(©)

xn+tl “$ (xn)* Xn = xn + V n "™ 0,1. ..,

w ktérym aa uwzgledniane btedy zaokreglen S powstate przy obliczaniu
wartosci operatora $
Przy danych oznaczeniach wykazemy obecnie twierdzenie o] zbieznosci

ciegow:
Ff At mmme | >0 = << |
(©))
>XOH tJ | .o > >t m(
okreslonych procesem (3) do pierwiastka | réwnania (I).

Twierdzenie
Niech operator <$ spetnia zatozenia:
1° .0 dla k » 1,2,..., p-1,

2° istnieje stata qgsR spe#nlajeca nieréwnosci:
3° i J-I¥p X)) I< g dla xekK,

4 /-1 q<L<1, LeR.

Jezeli
n_1

o
5 5n 1~ ¢iLp 1 A - ¢) dla n «1,2..., gdzie r - y

to ciegi (4) se okreslone (tzn. xk ,x"s K, dla k e N) 1 zbiezne do Je-
dynego w kuli K pierwiastka | réwnania (I). Nadto zachodze nieréwnosci:

n
E+
6° Ixn -? 1< FIP_1 . n-1,2,
£N 0
7 Ixn - £ 1< YIP“1 -1l.2.....

z ktérych wynika, ze rzed zbieznosci ciegéw (4) Jeet réwny co najmniej p.

UWAGA

.Przyjmujec r - 1 mamy na podstawie 5° m 0, dla n*0,1,2,.... W
tym przypadku twierdzenie sprowadza sie do znanego twierdzenia o zbiezno-
Sci ciegu iteracji.
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Dowéd twierdzenia

Dezeli x,y6K, to na podstawie wzoru Taylora i zatozenia 2° otrzynu-
jemy nieréwnoscé:

P-J
8° |-$0) -<My> -V iT $ (QCy)(x-Yk i g [x-ylp -
k*=1
gdzie {>(k)(y)(x—y)k = $(k)()>)(x—y,..., x-y) je9t dla ustalonej wartosci

y operatorem k-liniowym. Podstawiajec w 8° y * J i uwzgledniajec zato-
zenie 10, otrzymujemy:

9° Kp(x) - JIE qIx- JP., dla xeKk.

Wykazemy, ze roéwnanie (1) posiada w kuli K jeden doktadnie pierwiastek

1. Niech 176 K i1 J Podstawiajec w 9° x = mamy :

io° |SI - 1\z p~rP-1 1 -51.

Z 10° wobec zatozenia 4° wnioskujemy, ze |SJ - 1] = O=5#" =§ « Oezeli
se spednione nieréwnosci 6° 1 7°, to wobec 4° ciegi (4) se okreslone, tzn.
X{.xi<s K, dla kfe0.l,.., nadto wynika réwniez zbiezno$¢ ciegéw (4).

Z ciegtosci operatora @ i Jednoznaczno$ci pierwiastka $ réwnania (I) w
kuli K wnioskujemy, ze ciegi (4) se zbiezne do pierwiastka £ .

Nieréwnosci 6° i 7° wykazemy indukcyjnie. Na podstawie 9° i r » LS
otrzymujemy: %l a
Ixi -s| = < glxo - Mp<q AP mrLN~-

IXi "H m|xi - I**il s |xi -5[+KI < &L “ Liw

a wiec nierownosci 6°, 7° se spednione dla n » 1. Na podstawie 6° 1 7° z
9° i 5° mamy:

Ixn+l =51 - <9 K -5|P<

£Endp o~
<qULP-1) - p " f-

xn*l “ Sj “ [xn+2 * S + An+lj « Ixn+l "1 | + |6n+l]<
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D"HI_1 on+1-1 Pntl-1
< fi L P_1 i+ 0O LP-1 ad--o- A.LP1

co konczy dowoéd przejscia indukcyjnego.

0 nonPEIEHOCTH OKPyrJIEHHH B HIEPAHHOHHtJX UPOUECCAI

Pe3b «e

Bo Bpeiw pealiH3auHK mepaiiHOHHoro npoaecca cHOTeMaTnqgecKn HaKamiHBaeica
norpemHocTE oKoperiienaa. EcTeoTBeHHHM KaaeTCH HayyeHHe bjihhhhh otoB norpen-
HOCIH Ha CXOfIHMOCTfc, H HOpHfIOK CXOfl[HMOCTH HTepaHHOHHOrO HpOlieCCa. B 9TO0S pa-
dole "0OKa3bL3aeica, hto .zteftcTByBmHil b j-CaHaxoBOM j;npocTpaHCTBe j HTepanHOHHHfi _
npoiiecc, b KOTopow yHHTHBaeics norpetraocTB ojcpyrjieHHH, npa HeicoTopnx ycxo-
bhhx, coxpaaaei OXO"HMOCTB H HOpjmOK CXOUHMOCTH.

ON CALCULATION ERRORS IN ITERATION PROCESSES

Summary

During realisation of iteration processes we systematically do calcu-
lation errors. It is essential to know how these errors influence on con-
vergence and rank of convergence of these processes. In this paper is pro-
ved, that iteration process in Banach space, in which calculation errors
are involved, is - under certain conditions - keeping convergence and rank

of convergence.



