ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIKI SLASKIEJ 1979

serie: MATEMATYKA-FIZYKA z. 35 Nr kol. 624

Franciszek PRZYBYLAK

UOGCLNIONA JEDNOWYMIAROWA FUNKC3A PLECAKOWA

Streszczenie. W oparciu o zasade optymalnosci Bellmana [I] poda-
no algorytm wyznaczania optymalnych podziatéw odcinka na odcinki o
dfugosciach z zadanego zbioru, przy czym kazdy odcinek ma przypo-
rzadkowane wartos$ci , ktére sg zalezne od potozenia tego odcinka na
odcinku dzielonym. Optymalizacja jest dokonywana ze wzgledu na war-
tos¢, jaka mozemy uzyskaé¢ z danego odcinka. Pewne rozwazania zwiag-
zane z tematem tego artykudu mozna znalez¢ w pracach [2] i [3] -

1. SFORMULOWANIE ZAGADNIENIA

Rozwazania zwigzane z tytutem tego paragrafu poprzedzimy podaniem prak-
tycznej interpretacji omawianego we wstepie zagadnienia optymalizacji.

Dany jest pret o dtugosci u(u*N). Na podstawie badania defektoskopowe-
go wyznaczamy dla O<x€u funkcje wadliwos$ci W(x) dla danego preta,
przy czym O€W(x)si, gdzie x » 0,1,2,.. .,u-lI. Pret ten nalezy podzie-
1i¢ na prety o dtugosciach handlowych ze zbioru 4T ,T2,.. .,TML, o ktérych
zaktadamy,. ze sg dane ich wartosci P”"k) dla 1 = I(I)M oraz x = 0(Du.
Wartosci te uwzgledniaja wadliwo$¢ odcinka (x,x + T~). Podziat ma by¢ ta-
ki, aby z danego preta uzyska¢ najwieksza wartos$c¢.

Zauwazmy, ze z takim samym zagadnieniem spotykamy sie przy podziale
jednowymiarowym pasma pewnego materiatu (blachy, tkaniny, szk#a itp.).

Przejdziemy teraz do $cistego sformutowania zagadnienia.

Dany Jest przedziat

I =<s,s+x>.

gdzie s+x<u, s, xeNg =20,1,2
Niech bedzie dany wektor

(G

o wspétrzednych catkowitych dodatnich taki, ze

Tt/ T dla iij, i J» 1th)N.
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Nadto dany Je8t wektor wartosci
(2)

okreslony dla x - 0(l)u, przy czym Pi()i- 0 dla x> u-T», i« 1(I)M

Funkcje
Pk (t). k - 1 ()M A)

o wartosciach catkowitych okreslaj? wartoséci odcinkéw o dtugoséciach nale-

zecych do zbioru
K - (©))

w zaleznos$ci od Jego potozenia na odcinku 1 (potozenie odcinka okres$la
wsp64rzedna t Jego lewego konca).

Z odcinka 1 nalezy tak wycie¢ odcinki o wymiarach nalezecych do zbioru
Z. by suma ich wartos$ci byta najwieksza. Sformutujemy to doktadnie. Prze-
dziat 1 dzielimy punktami o wspé4rzednych catkowitych

Si* X> XQ> Xj> > X, nen ®)
na odcinki
i«<0()n-1
Niech
dla di z,

dla d = Tk-

Wartos¢ odcinka 1| przy Jego podziale (5) (uwzgledniamy tylko wymiary han-
dlowe) wynosi

Q)

Definicja 1

Uog6lnione Jednowymiarowe fFfunkcje plecakowe nazywamy funkcje
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Funkcje (7), okreslone przez wektory (1) i (2), bedziemy réwniez ozna-

czac
GKF (s, x[ T, P(Xx)>, )

(GKF - Generalized Knapsack Function).
Dziedzine funkcji (7) jest zbiér punktéw o wspdirzednych catkowitych
obszaru okreslonego nieréwnosciami

6 EJANN s ™ u,
[0S x ™ u-s.

UWAGA 1
W przypadku, gdy

Pk(t) = Pk, k - 1(1)M ©)

(tzn. funkcje (3) se¢ state ze wzgledu na zmienne t) uogélniona jednowymia-
rowa funkcja plecakowa sprowadza sie do Jednowymiarowej funkcji plecako-
wej [4].

2. ALGORYTM WYZNACZANIA WARTOSCI UOGOLNIONE3 OEQNQWYMIAROWE3
FUNKC31 PLECAKOWE3

Podziat (5) odcinka I, dla ktérego wartos¢ (6) Jest roéwna w(s,x), na-
zywamy podziatem optymalnym odcinka |I.

Zauwazmy, ze jezeli

T,"< T. i P,(x) > P_(x dla X - 0(Du,
1 3 l() J() QD)
to istnieje podziaty optymalne odcinka I, ktére nie zawieraje odcinkéw o
dfugosci T . W zwiezku z tym z wektordw (1) i (2) usuwamy odpowiednie
wsp64rzedne TN i PX).

Postepujec w ten spos6b otrzymujemy uogdélnione zagadnienie plecakowe,

spetniajece warunki

T < T)H)=> Vv P,(x) < P.(x), 1.3 = 1(L)M. (10)
1 3 O« Xsu 3

Obliczenie wartos$ci funkcji (7) w obszarze wykonujemy, gdy wektory (I)
i (2) doprowadzimy do postaci spedniajecej warunek (10).

Wyznaczymy najpierw najwieksze wartos$¢, jake mozna uzyska¢ z odcinka
I =<s ,s+x>, wycinajec z niego co najwyzej Jeden wymiar handlowy (rys.l).
Wartos¢ ta aznaozvmv nrzez W (a.x).
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S t t+T+ s+X
Rys. 1
tatwo zauwazyc¢, ze
Wwo (s,x) » max jo.Pjrt): e ift, t 4+t i s ®» x.. (11)
nadto
W{s,x) » 0 dla 0 « X STq - 1, s « 0(Du, (12)

gdzie
TO « minji*: i - I(DMj-.

Zgodnie z zasade optymalnos$ci Bellmana funkcja W(e,x) spe#nia roéwna-

nie funkcyjne
w(8 ,x) « max|w(3,t) + W(s+t,x-t)i 0< tc x} 13)

co objasnia rys. 2.

W(e,t) w(s+t, x-t)
¢ A y : : x
8+t 6+X

Rys. 2

Réwnanie (13) mozna zmodyfikowa¢, wykluczajac z niego trywialne rozbi-

cia odcinka 1, tzn. sumy
w(s,0) + W(s,x), W(s,x) + W(x,0)

oraz wprowadzajac funkcje W (s,x)-
Zmodyfikowane réwnanie (13) przyjmuje postac

W(s,x) = max-jwo (s ,x), W(a,t) + W(s+t,x-t): 0 < t < XYy (14)

Na podstawie (I1), (12) i (14) mozemy stablicowaé¢ funkcje w(s,x) w ob-

sSzarze

< s c u,
0 € x < u-s.
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Jak nizej :

1° na podstawie (12) wypedniamy zerami te cze$¢ obszaru 6 , dla ktoérej
0< x < Tq - 1. .

2° pozoetate czes$¢ tablicy wypedniamy wartosciami WQ(s,x), ktore +atwo
wyznaczy¢ z roéwnania (I11),

3° nastepnie korzystajec z (14) wype#niamy ponownie te cze$¢ tablicy,, dla
ktorej x S T , wyznaczajec kolejno wiersze dla

s mu - TO’ u - TO - 1,... O.

Doktadniej pokazano to na przyktadzie umieszczonym na koncu pracy.

3. WYZNACZANIE ZBIORU OPTYMALNYCH PODZIALOW ODOINKA <O0,u>

Optymalnym podziatem odcinka <0 ,u> nazywamy teki podzia#t

u>xo > ...>Xn_1>xn - 0,

dla ktérego suma (6) Jest réwna w(D,u).
Podamy spos6b wyznaczania ciegow

u> u0> Ul > u2 > u3 > > u2k-2 > u2k~1 > u2k m °* (15)

na podstawie ktérych uzyskamy optymalne ciegi podziatéw przedziatu 1
- <0,u>.

Element u. clegu (15) wyznaczamy z warunku
ug = min]x: w(0,x) - W(O,u)d-,

nastepnie wyznaczamy wszystkie wartosci i (i * 1(1)M), dla ktérych Jest

spednione réwnanie

WCO,u ) = W(O,upy - T )+ W(uy - T T ). (16)

Przyjmujec ustalone wartos¢ 1 spedniajece roéwnanie (16) otrzymujemy

Ul “ uo " TI*

Dalsze postepowanie Jest rekurencyjne.

Majec dane wartos$¢ ~2m-l1 wyznaozaBy uZn z warurku



152 F. Przybylak
a nastepnie
u2m+l = u2m " V
gdzie dla 1 Jest sped#niony warunek
wCo.Ug.) = w(0,u2m - T+) + W(u2da - T1.T1).
Dezeli ktory$ z wyrazéw tak konstruowanego ciegu przyjmie wartos¢ O,

to na nim konczymy wyznaczanie rozwlezania optymalnego. Przedstawione wy-

zej postepowanie zilustrowano na rys. 3.

odpad odpad odpad
f N
u2k® U2k-1 U2k-2 us u4=u3 U2 U1 %

Rys. 3

Wybierajac z ciegu (15) maksymalny podcieg $cisle monotoniczny otrzymuje-
my optymalny podziat odcinka I =<0,u>.
Z rysunku 3 wynika, ze Jezeli u - ug > O, lub u2m_a “ U2m > 0 dla Pew_
nego m, to przy podziale okres$lonym przez cieg (15) wystepuje odcinek™
<uq ,u> lub <u2B’u2m 15”ked?cy odpadem.

Podamy obecnie przyktad wyznaczania optymalnego Jednowymiarowego po-
dziatu pasma blachy za pomoce uogélnionej jednowymiarowej funkcji pleca-
kowej -

PRZYKLAD

Dany Jest pret o ddugosci u =8, w ktérym znajduje sie wady. Pret
ten nalezy podzieli¢ na prety o dtugosciach okreslonych przez wektor
T = [2,3,5]- Odpowiadajecy mu wektor wartosci tych odcinkéw bez wad ma

posta¢ P = [70,90,120], Funkcja wadliwosci w(x) dla x = 0(l)7 podana
Jest w tabeli 1.

Tabela 1
X 0 1 2 3 4 5 6 7
w(O0 1 9/10 0 1 1 1 9/10 9/10

Wspédrzedne wektora wartosci P(x) = [p”(x), P2(X), Pj(xX)] uwzgledniaje-
cego potozenie odcinka i wadliwo$¢ preta mozna dla przyktadu obliczy¢é ze
wzoru
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X+T.
Pkmax j~o, (I - a - w@g))- dla x<u-Tk,
3_*
Pk(X) -«
dla X >
gdzie k =1,2,3.
Wartosci te przedstawiono w tabeli 2.
Tabela 2
X 0 1 2 3 4 5 6 7 8
P1(x) 63 0 0 70 70 63 56 0 0
P2 (X) 0 0 0 90 81 72 0 0 0
P3(X) 0 0 0 120 0 0 0 0 0
Za pomoce wzorow (I1) i (14) tablicujemy wartosci funkcji w(s,x), ktore
przedstawiono w tabeli 3.
Tabela 3
8 0
7 0 0
0 56
u-To 6 0
5 0 0 63 72
4 0 0 70 81 126
3 0 0 70 90 133 146
2 0 0 0 70 90 133 146
1 0 0 0 0 70 90 133 146
0 0 0 63 63 63 133 153 196 209
s/x 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Optymalna wartos$¢ w(0,8) *m 209.
Cieg (15) dla naszego przykiadu ma postac

0<2<3<608.

Sted wynika, ze przedziat <2 ,3> stanowi odpad, gdyz nie ma preta o takiej
dtugosci.
Powyzszy przyktad by+ przeliczony takze na maszynie cyfrowej i otrzy-

mano zgodno$¢ wynikow.
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OEOEH&HHAfl: OAHOMEPHAH PKH3AKOBAH $yHKEHH

Pe3»ue

Ha ocBOB&HHH npKHUKna oniHMajiBHOCTz EexmaHa b padoie jaeica ajiropniH
onpeaelieHHs onimaajibHbix flejieHHil 0Tpe3Ka Ha oxpe3KH hjihhoR H3 3a”aHHoro mho-
zeoTBa, npHHéM Kaamouy oipe3Ky conocTaBjiHioTCH SHaneHHH, 3aBHcamne ot hojio-
seHHH aToro oipe3Ka Ha asthhom oipe3Ke (pa3flejtHeuoM). OniHua4H3HpyeTCH 3Ha-
HeHHe, KOTOpoe B03MOXHO HOliyHHT: H3 flaHHOTO 0Tpe3Ka.

THE GENERALIZED ONE -DIMENSIONAL KNAPSACK FUNCTION

Summary

On Bellman"s rule of optimality there is given the algorithm of cons-
truction of optimal divisions of interval into intervals with lengths from
a given set. These intervals depend on their situation in the given inter-
val (devlded). Optimality is taken into account on value which can be ob-

tained from given interval.



