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UOGĆLNIONA JEDNOWYMIAROWA FUNKC3A PLECAKOWA

Streszczenie. W  oparciu o zasadę optymalności Bellmana [l] poda
no algorytm wyznaczania optymalnych podziałów odcinka na odcinki o 
długościach z zadanego zbioru, przy czym każdy odcinek ma przypo
rządkowane wartości , które są zależne od położenia tego odcinka na 
odcinku dzielonym. Optymalizacja jest dokonywana ze względu na war
tość, jaką możemy uzyskać z danego odcinka. Pewne rozważania zwią
zane z tematem tego artykułu można znaleźć w pracach [2] i [3] .

1. SFORMUŁOWANIE ZAGADNIENIA

Rozważania związane z tytułem tego paragrafu poprzedzimy podaniem prak

tycznej interpretacji omawianego we wstępie zagadnienia optymalizacji.

Dany jest pręt o długości u ( u * N ) .  Na podstawie badania defektoskopowe

go wyznaczamy dla 0 < x € u  funkcję wadliwości W(x) dla danego pręta, 

przy czym 0 € W ( x ) s i ,  gdzie x » 0,1,2,.. . ,u-l. Pręt ten należy podzie

lić na pręty o długościach handlowych ze zbioru -j T ,T2 ,.. . ,TM L, o których

zakładamy,. że są dane ich wartości P ^ k )  dla i = l(l)M oraz x = 0(l)u. 

Wartości te uwzględniają wadliwość odcinka (x,x + T^). Podział ma być ta

ki, aby z danego pręta uzyskać największą wartość.

Zauważmy, że z takim samym zagadnieniem spotykamy się przy podziale 

jednowymiarowym pasma pewnego materiału (blachy, tkaniny, szkła itp.). 

Przejdziemy teraz do ścisłego sformułowania zagadnienia.

Dany Jest przedział

I = < s , s + x > .

gdzie s + x < u ,  s ,x e N q = ^ 0 , 1 , 2  

Niech będzie dany wektor

(!'■

o współrzędnych całkowitych dodatnich taki, że

T t /  T  dla i i j , i ,J » ltl)M.



1Ś5Ł
Fi Przybylak

Nadto dany J e8t wektor wartości

(2 )

określony dla x - 0(l)u, przy czym P i (x)i- O dla x >  u-T^, i « l(l)M

Funkcje

P k (t). k - 1 (1 )M (3)

o wartościach całkowitych określaj? wartości odcinków o długościach nale-

w zależności od Jego położenia na odcinku I (położenie odcinka określa

współrzędna t Jego lewego końca).
Z odcinka I należy tak wycięć odcinki o wymiarach należęcych do zbioru 

Z. by suma ich wartości była największa. Sformułujemy to dokładnie. Prze

dział 1 dzielimy punktami o współrzędnych całkowitych

Wartość odcinka I przy Jego podziale (5) (uwzględniamy tylko wymiary han

dlowe) wynosi

żęcych do zbioru

k - (4)

Si* X > XQ > Xj> > x n e N (5)
n

na odcinki

i«0(l)n-l

Niech

dla di Z, 

dla d = T k -

n-1
(6)

i-0

Definicja 1

Uogólnionę Jednowymiarowę funkcję plecakowę nazywamy funkcję
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Funkcję (7), określonę przez wektory (l) i (2), będziemy również ozna

czać

GKF (s ,x [ T, P(x)>, (8)

(GKF - Generalized Knapsack Function).

Dziedzinę funkcji (7) jest zbiór punktów o współrzędnych całkowitych 

obszaru określonego nierównościami

6 E J ̂  ^  s ^  u ,
[ O S  x ^  u-s.

UWAGA 1

W przypadku, gdy

P k (t) = P k , k - 1 ( 1 )M (9)

(tzn. funkcje (3) sę stałe ze względu na zmiennę t) uogólniona jednowymia

rowa funkcja plecakowa sprowadza się do Jednowymiarowej funkcji plecako

wej [4].

2. ALGORYTM WYZNACZANIA WARTOŚCI UOGÓLNI ONE 3 0EQNQWYMIAR0WE3 

FUNKC3I PLECAKOWE3

Podział (5) odcinka I, dla którego wartość (6) Jest równa w(s,x), na

zywamy podziałem optymalnym odcinka I.

Zauważmy, że jeżeli

T,' <  T. i P,(x) >  P.(x) dla x - 0(l)u,
1 J 1 J

to istnieję podziały optymalne odcinka I, które nie zawieraję odcinków o 

długości T . W  zwięzku z tym z wektorów (l) i (2) usuwamy odpowiednie 

współrzędne T^ i P^(x).

Postępujęc w ten sposób otrzymujemy uogólnione zagadnienie plecakowe, 

spełniajęce warunki

(T, <  T ) = >  V  P,(x) <  P.(x), 1.J = 1(1)M. (10)
1 3 O « X s u 3

Obliczenie wartości funkcji (7) w obszarze wykonujemy, gdy wektory (l) 

i (2) doprowadzimy do postaci spełniajęcej warunek (lO).

Wyznaczymy najpierw największę wartość, jakę można uzyskać z odcinka 

I = < s  ,s+x>, wycinajęc z niego co najwyżej Jeden wymiar handlowy (rys.l). 

Wartość ta aznaozvmv nr zez W  (a .x).
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s t t+T± s+X

R y s . 1

Łatwo zauważyć, że

( 1 1 )V»o (s,x) » max jo.Pj^t): e i£ t , t ł Ł  i  s ■» xj..

nadto

W{s,x) »  0 dla 0 «  x sS T q - 1, s « 0(l)u, (12)

gdzie

T 0 « minji^: i - l(l)Mj-.

Zgodnie z zasadę optymalności Bellmana funkcja W(e,x) spełnia równa

nie funkcyjne

w( 8 ,x) « max|w(3,t) + W(s+t,x-t)i 0 <; t c  x }  13)

co objaśnia rys. 2.

W(e,t) w(s+t, x-t)

t A u * .
- i ------------------------------------------- i ------------------------------------------¡___________ X

8+t 6+X

Rys. 2

Równanie (13) można zmodyfikować, wykluczając z niego trywialne rozbi

cia odcinka I , tzn. sumy

w ( s , 0 ) + W(s,x), W(s,x) + W(x,0)

oraz wprowadzając funkcję W  (s,x).

Zmodyfikowane równanie (13) przyjmuje postać

W(s,x) = max-jwo (s ,x), W(a,t) + W(s+t,x-t): 0 <  t <  x̂ j-. (14)

Na podstawie (ll), (12) i (14) możemy stablicować funkcję w(s,x) w ob

szarze

{0 <  s c  u,

0 <E x <  u-s.
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Jak niżej :

1° na podstawie (12) wypełniamy zerami tę część obszaru 6 , dla której

O <  x <  T q  - 1. '

2° pozoetałę część tablicy wypełniamy wartościami W Q (s,x), które łatwo 

wyznaczyć z równania (ll),

3° następnie korzystajęc z (14) wypełniamy ponownie tę część tablicy,, dla 

której x S  T , wyznaczajęc kolejno wiersze dla

s ■ u - T , u - T - 1,... 0.O o

Dokładniej pokazano to na przykładzie umieszczonym na końcu pracy.

3. WYZNACZANIE ZB I O R U  OPTYMALNYCH PODZIAŁÓW ODÓINKA < 0 , u >

Optymalnym podziałem odcinka < 0 ,u>  nazywamy teki podział

u > x o >  . . . > x n_ 1 > x n - 0,

dla którego suma (6) Jest równa w(D,u).

Podamy sposób wyznaczania cięgów

u >  u 0 >  Ul >  u2 >  u 3 >  >  u2k-2 >  u2k~l >  u2k ■ °' (15)

na podstawie których uzyskamy optymalne cięgi podziałów przedziału I = 

- <0,u>.

Element u. clęgu (15) wyznaczamy z warunku

u q = min|x: w(0,x) - W(0,u)J-,

następnie wyznaczamy wszystkie wartości i (i * l ( l ) M ) , dla których Jest 

spełnione równanie

W(0,u ) = W(0,u„ - T . ) + W(u - T T  ). (16)
O O X O X  X

Przyjmujęc ustalonę wartość 1 spełniajęcę równanie (16) otrzymujemy

U1 “ u o " T l*

Dalsze postępowanie Jest rekurencyjne.

Majęc danę wartość ^2m-l w y znaozaBy u2m z waruń ku
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a następnie

u2m+l = u2m " V  

gdzie dla i Jest spełniony warunek

wĆo.Ug.) ■= w(0,u2m - T ł ) + W(u2di - T 1 .T1 ).

Deżeli któryś z wyrazów tak konstruowanego cięgu przyjmie wartość O, 

to na nim kończymy wyznaczanie rozwlęzania optymalnego. Przedstawione wy

żej postępowanie zilustrowano na rys. 3.

odpad
f ^

U2k' U2k-1 U2k-2 U5 U4 =U3 U2 U1 %
Rys. 3

Wybierając z cięgu (15) maksymalny podcięg ściśle monotoniczny otrzymuje

my optymalny podział odcinka I = < 0 , u > .

Z rysunku 3 wynika, że Jeżeli u - u q >  0, lub u2m_a “ U2m >  0 d 'La P ew_ 
nego m, to przy podziale określonym przez cięg (15) występuje odcinek' 

< u q ,u > lub < u 2B ’u2m l 5” kęd?cy odpadem.
Podamy obecnie przykład wyznaczania optymalnego Jednowymiarowego po

działu pasma blachy za pomocę uogólnionej jednowymiarowej funkcji pleca

kowej .

PRZYKŁAD

Dany Jest pręt o długości u = 8, w którym znajduję się wady. Pręt 

ten należy podzielić na pręty o długościach określonych przez wektor 

T = [2,3,5]. Odpowiadajęcy mu wektor wartości tych odcinków bez wad ma 

postać P = [70,90,120], Funkcja wadliwości w(x) dla x = 0(l)7 podana 

Jest w tabeli i.

Tabela 1

X 0 1 2 3 4 5 6 7

w ( 0 1 9/10 0 1 1 1 9/10 9/10

Współrzędne wektora wartości P(x) = [ p ^(x ), P2 (x), Pj(x)] uwzględniaję- 

cego położenie odcinka i wadliwość pręta można dla przykładu obliczyć ze 

wzoru

odpad odpad
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x+T.

P k (x) - «

P kmax j^O, (l - (1 - w(j))J- dla x < u - T k ,

3-*

dla x >

gdzie k = 1,2,3.

Wartości te przedstawiono w tabeli 2.

Tabela 2

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8

P 1 (x) 63 0 0 70 70 63 56 0 0

P2 (x) 0 0 0 90 81 72 0 0 0

P 3 (x) 0 0 0 120 0 0 0 0 0

Za pomocę wzorów (ll) i (14) tablicujemy wartości funkcji w(s,x), które 

przedstawiono w tabeli 3.

Tabela 3

8 0

7 0 0

u-T o 6 0 0 56

5 0 0 63 72

4 0 0 70 81 126

3 0 0 70 90 133 146

2 0 0 0 70 90 133 146

1 0 0 0 0 70 90 133 146

0 0 0 63 63 63 133 153 196 209

s/x 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Optymalna wartość w(0,8) *■ 209.

Cięg (15) dla naszego przykładu ma postać

0 < 2 < 3 < 6 O 8 .

Stęd wynika, że przedział < 2 ,3> stanowi odpad, gdyż nie ma pręta o takiej 

długości.
Powyższy przykład był przeliczony także na maszynie cyfrowej i otrzy

mano zgodność wyników.
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OEOEH&HHAfl: OAHOMEPHAH PKH3AK0BAH $yHKĘHH

P e 3 »  u e

Ha ocBOBäHHH npKHüKna oniHMajiBHOCTz Eexm aH a b p a ö o ie  j a e i c a  ajiropniH  
onpeaeJieHHs onimaajibHbix flejieHHil 0Tpe3Ka Ha oxpe3KH .hjihhoß H3 3a^aHHoro mho-  
zeoT B a, npHHéM Kaamouy oipe3Ky conocTaBjiHioTCH SHaneHHH, 3aBHcamne ot hojio-  
seHHH aToro o ipe3K a Ha as-hhom o ip e3K e (pa3flejtHeuoM).  OniHua4H3HpyeTCH 3Ha- 
HeHHe, KOTOpoe B03M0XH0 HOJiyHHTŁ H3 flaHHOTO 0Tpe3K a.

THE GENERALIZED ONE - D I M E N S I O N A L  KNAPSACK FUNCTION

S u m m a r y

On Bellman's rule of optimality there is given the algorithm of cons

truction of optimal divisions of interval into intervals with lengths from 

a given set. These intervals depend on their situation in the given inter

val (devlded). Optimality is taken into account on value which can be ob

tained from given interval.


