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Franciszek PRZYBYLAK

OBLICZANIE 3EDNOWYMIAROWE3 FUNKC31 PLECAKOWEO

Streszczenie. W pracy przedstawiono sposéb obliczania jednowymia-
rowej funkcji plecakowej stosujac metode kolejnych przyblizen do
réwnania wynikajacego z zasady optymalnosoi Bellmana [I], W kon-
sekwencji otrzymano Jeszcze jeden algorytm tablicowania lednowymia-

rowej funkcji plecakowej roézny od algorytméw podanych w [2] i

1. DEFINIC3A DEDNOWYMIAROWE3 FUNKC31 PLECAKOWEO

jJednowymiarowg funkcje plecakowe zdefiniujemy nieco ogélniej niz poda-
je sie w literaturze.

Oznaczmy przez K zbiér wszystkich wektoréw przestrzeni RNI M - usta-
lona liczba naturalna) o wspodrzednych catkowitych nleujemnych.

Oeflnicla 1

Ola ustalonych wektoroéw

T ° [T1,T2*" ] " a
P = [Pj-,Pgm «**» P «

nalezacych do zbioru K i spedniajgcych warunek

Ti>o Ti*Tj dla 1*i°‘ i3 “ 1M

okreslamy nastepujaco jednowymiarowa funkcje plecakowag
KF(x; T,P) = max]pY: TY < X, Y e k| @

dla X s Ng =+"0.1,2,;.. 3 (KF - Knapsack Function). a

Podamy interpretacje geometryczng jednowymiarowej funkcji plecakowej .
Dany jest odcinekodtugosci x, ktory nalezy podzielié na odcinki o
dtugosciach T~, isl(DM, przy czym moze wystapi¢ odpad, tzn. taki
odcinek, ktérego dtugos¢ jest™ rézna od liczb powyzszego ciagu (rys. D).
- T. ocked
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Zaktadamy, ze odcinek o ddugosci T+ ma wartos¢ P~ Wtedy KF(x; T,P)
oznacza maksymalng warto$¢. Jaka mozna uzyska¢ z odcinka o ddugosci x -
przy Jego podziale na odcinki o dfugosciach , 1* 1I(DM,

Przeprowadzimy obecnie pewng modyfikacje wektoréw T i P wystepujacych
w funkcji KF. Modyfikacja ta nie wptywa na wartosci funkcji KF, ale na
og6t powoduje zmniejszenie wymiaru M wektoréw T i P.

Dezeli P+ » 0 dla i = I(I)M, to *atwo zauwazy¢, ze KF(xs T,P) * O,
xc Nq. Zatézmy wiec, ze P / O.

Niech
*1»*2' e *W N N
bedzie taka permutacja ciggu 1,2, .... M, ze
0<T, < T < ... <T ,
H X2 M
za$ przez
vV S Vv

oznaczmy maksymalny podciag ciggu (3), spedniajacy warunki

PlL - P2 « ... “pi “0 1 pi > °*
81 ®1
Pi < PL dla k « 1(D)(m-1).
1#k 8k+l
Dla wektoroéw
T *[Ti ,Ti ... Ti ]~
81 82

P »[pi ,LPL » eee#p" j»
81 82 8m
Jest

KF(; T,P) - KF(x; T*,P*), x e N

Wynika to stad, ze odcinki o ddugosciach T~ , dla ktérych a/ 1 , k=1(I)m
sk

nie wejda do podziatu odcinka realizujacego maksymalng wartoscé podziatu
(tzn. wartos¢ funkcji KF(xj T,P), gdyz moga istnie¢ odcinki o mniejszej
dtugosci, ktorych wartos¢ jest wieksza od
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Zmodyfikowane wektory

T* ° [tl B AR *nj*
p* - [Pl .p2. .... Pn],

spedniaje warunki
t. >0, t / t dla i/ J, 1,3 « 1(Dm,
3 (©)

pt> 0, tk > t;J=*>Pi> Pj « 1,3 «1(1)m.

Algorytm tablicowania 3ednowymiarowe3 funkc3i plecakowe3 KF mozna wiec
rozpatrywaé¢ przy zatozeniu, ze

T =T* i P - P*.
Poniewaz w dalszych rozwazaniach tego paragrafu wektory T 1 P se usta-
lone, wiec funkc3e KF(x; T,P) oznacza¢ bedziemy przez F(X).
2. PODSTAWOWE WEASNOSCI 3EDNOWYMIAROWE3 FUNKCOI PLECAKOWEO

Twierdzenie 1

Funkc3a F(xX) 3est niemale3eca i

lim F(X) » +<.. ®)

X—— +«0

Dowéd

Pierwsza czes¢ tezy 3est oczywista. Druga cze$¢ tezy wynika z tego, ze

FOO > [~-1 Pt. i - 1(DM.

Twierdzenie 2

Funkc3e plecakowe F(x) okresla dyskretne roéwnanie funkcy3ne

F(x) = max 3,F(x-Ti) + P, x]. XeN 6)
Réwnanie to dla ustalonych wektoréw (i) ma dokdadnie 3edno rozwiezanie
F() -
Dowéd
Niech -

T# - »in*"T~A tim )



F. Przybylak
wtedy roéwnanie (6) mozna zapisac

"0 dla 0§ x<T ,
Fix) ®)
max | F(x-T1) + P+ Xj dla x > Tq,

Wykazemy, ze funkcja (2) spednia rownanie (8). Biorac pod uwage (7) +a-
two stwierdzié¢, ze funkcja (2) spednia pierwsze cze$é¢ réwnania (8).
Dla x > TO mamy

F(xX) > min-jp™Pg, .... PMj-> O»

a zatem istnieje wektor

y * [yi»y2 yMl e K~

taki, ze
Y / [6,0 0] i FX - Pv.

Dezeli y_ jest niezerowe wsp6trzedne wektora ?, to zgodnie z zasade
optymalnosci Bellmana (por, interpretacje geometryczne jednowymiarowej
funkcji plecakowej), mamy

FOO - F(X-T ) + P, .

sted juz wynika, ze funkcja (2) spednia druge czes¢ rownania (8).co

Réwnanie (6) posiada jednoznaczne rozwlezanle, gdyz wartosci funkcji
F(x) dla 0§ x <x (xeNg) okreslajag jednoznacznie wartosci F(x + 1),
poniewaz 5 1 dla 1 < I(IDM oraz F() = 0.coco

Definicja 2
Ciag funkcji

F (x) -0,

Aot (O « 0axfiFACK), Fk(x-V ¢ P~ xk Kk« O0.1,... ®

okreslony dla xe Nq, nazywamy ciegiem kolejnych przyblizen dla réwnania
6)-co
Zauwazmy, ze funkcje (9) ee ograniczone, gdyz
v

0 < FKQG) < kemaxjpj~ i i1 - ao
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Twierdzenie 5

Dla eNg ciag (9) spelnia warunki

FK() C Fk+1 ()" an

FKQO) « F(x), k - 0.1,... (€%))
lim FKQ) - F(X)- (€))
k= +=

Oprécz tego funkcje ciggu (9) sa funkcjami niematejacymi zmiennej x eNq-

Dowdd

Nieréwnos¢ (I1) wynika bezposrednio z (9). Nieréwnosé¢ (12) wykazemy in-
dukcyjnie. Dla k = 0 wynika ona z (9) (FQ() » 0< F(X))- Zak¥adajac
prawdziwos¢ nieréwnosci (12), na podstawie (9) i twierdzenia 2 mamy

Fk+i(x)e max "F(x). Fix-Tj™) + Pi :Ti * xJ'* F(X).

Aby wykaza¢ (13) zauwazmy, ze z (1) i (12) wynika

lim F. () = F(X), F*(X)« F(X), xb N . as
K

K— **°

Oprécz tego z (9) otrzymujemy

Fk+1 () > Fk(Xx-Ti) + V Tiex " xcNo”
\
skad po przejsciu do granicy (k- 0°) mamy
F*(X) > FAx-Ti) ¥ P+, Ti C x, X e Ng- (15)

Korzystajac z nieréwnosci (15) wykazemy metoda indukcji wzgledem x, ze
dla xeN o

F*(X) - FX)-
Dla 0< x <Tq (por. (7)) na podstawie (9) Jest
F(x) - F*(XD) » 0.
Zat6zmy, ze dla 0<Sx<5, x >To jJest F(x)- F*(x) .Na podstawie tego

zatozenia (gdyz F*(x - T)m« F(x - T~) nieréwnos¢ (15) dla x=x przyj-
mie postac
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) > F(x - Tt) + P+. T+ g x.

Poniewaz nierdéwnos¢ ta zachodzi dla kazdej wartosci i, przy ktérej Tlag X,
wiec takze dla tej, dla ktorej

F() = max-"F(x - )+ Pi : ~Noxg- o,
(twierdzenie 2), zatem
F*(xX)> F(X)-
Bioragc pod uwage (14) mamy
F*(x) ®» F(x).-

Aby zakonczy¢ dowdd twierdzenia 3 nalezy jeszcze wykaza¢, ze funkcje
ciggu (9) sa niematejece. Funkcja FQ(X) E O jest niemalejeca. Zaktdzmy,
ze jest funkcje niemalejece zmiennej x. Z zatozenia tego i ©
wynika, ze

FlnOeD) = max ke ), FYHI-TAY) + PJIT § x+3j >
> -k Q), FA-Tj) + o T+ N XJ-* Fk+1 (XN

Lemat 1

Oezeli dla pewnej liczby naturalnej 8 istnieje taka liczba x, ze

F8-I(X) « FS(X), 0 € X < X;

(16)
Fo Ax) < F (0
todla Oe x <5 jest
FOO - Fy - an
F(5) = Fg(5). as)

Dow6d

Z (9 na podstawie (16) wynika, ze dla 0O e x< X

F8_I(X> = FB/XA © o
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Sted na nocy twierdzenia 3 wnioskujemy, ze dla Oix<Xx
FOO) = kl_in(1)° Fk(x) " Fs_i~x"™
Zauwazmy dalej , ze
Fa(x) « max|Fa_1(x), Fs_j/X * + Pi PTi*XF*"
- max|Fs_1(x - Tj) + P+ ! Xj--
meet x - TA) + Pj :T1$ X] i FO),

czyli
F(x) » Fs(). O

Definicja 3

Okreslamy cieg (xf©) postaci

xQ = 0,
(€))
mirvjx 1 Fk+17™”™ > Fk™x”™ 7
k -0,1,... .cn
Zachodzi
Twierdzenie 4
Cieg (19) jest rosnecy, tzn.
(0)
FOX) - FkX) @n

dis 0€ x < xfi*

Dowo6d

tatwo stwierdzi¢ prawdziwos¢ twierdzenia dla k - 0. Z (19) wynika, ze
dla x < xk+l1 jest Fk+1() - Fk(x)- Zatézmy, ze zachodzi (20) i (D).
Z lematu 1, twierdzenia 3 1 powyzszego zatozenia mamy dla 0 € x < xk+l
FOO) “ Fk+t1 () " Fk+2(X)

3dyby Fk+1(x) “ Fk+2*K* dIs w9zY9tkich x 6 No" > takZB ~tW*

F(*> - Fk+1(>
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dIB wszystkich xeN , co jest sprzeczne z () i (10). Musi wiec istnieé

taka liczba *k+2 > xk+1* ze

Fk+1 () - Fk+2(X) dla 0 < x < x k+2

Fk+17xk+2 N < Fk+2"xk+2)*

Sted na jnocy lematu 1 wnioskujemy o prawdziwosci przejscia indukcyjnego.O

UWAGA

Cieg (@) nie zmieni swoich wkasnosci, jezeli za FO(X) przyjmiemy do-
wolne funkcje niemalejece G(x)$ F(x) dla xeNg. Funkcja G(x) moze by¢
okreslona nastepujeco {4]:

G(X) =P Y,

gdzie
M-1
iTi *iTil
Y (0 _.[tg]. ix—X| il
przy czym
k-1
M
k-1
X - Z xiTi
Bt k =2, M
P_ P P
Yire 2 L
1 z tm
Przyktad 1

Wyznaczmy jednowymiarowa funkcje plecakowe dla 0< x < 8, jesli

T - [2,3,5] ,
P = [7,9,15].

Korzystajec z ciegu funkcyjnego (9) wyznaczmy tabele 1.
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Tabela 1
X 0 1 2 '3 4 5 6 7 8
FRGO 0o o o0 o0 o0 0 0o o
F~Arx) O 0 7 9 9 15 15 15 15
F2(x) 0 0 7 9 14 16 18 22 24
F3() 0 0 7 9 14 16 21 23 28
FA(x) O 0 7 9 14 16 21 23 28

F(x) S Fjix) oraz ze cieg (19) tworze liczby xQ

x2 = 4% x3 =

Majec obliczone wartosci funkcji F(Xx) dla x =0,1, ..., u, mozemy
uzyska¢ wszystkie optymalne podziaty odcinka o dfugosci u. Metoda wyzna-
czania wspotrzednych u™ (G =0,1, ..., K) punktéow podziatu przedziatu

<0,u> polega na kolejnym rozwigzywaniu za pomoce tablicy wartosci funkcji
F(xX) réwnania postaci

F(ut) - FQUI - A+l oy 1 L 0+1 L+,
min-jx : F(X) = Fu)J>,

i =0,1,2, ..., k, gdzie niewiadomg jest "i+1l-
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BHHHCJIEHKE OJHOMEPHOIit PBK3AKO0BOa $yHKI5Bi

Peabne

B paCoie, Ha oohobélhhh npHHuana ontmiajiBHOCTH BejiJdiMaHa, cTpoHiea nocjre-
f10BaieJItHOCTL OgepeiHHX npHOHHHSHH2, XXX KOTOpoH iOKa3KBaeTCH OXOFIHMOCTb K
0”HOuepHoa pBK3akKOBo8 (JiyHHH. Kponae loro, xaéTcx tteiox noxynexax onixusua-
hbc seaeHHfi peajrasHpysomzx .naHHoe 3Ha-geHHe pBK3aKoao8 $yHKi{Hn.
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THE CALCULATION OF ONE - DIMENSIONAL KNAPSACK FUNCTION

Summary

The paper contains the construction of sequence of succe3ive approxima-
tion by Bellman®s rule of optimality. It is proved that this sequence is
convergent to one - dimensional knapsack function. There is also the me-
thod of construction of optimal divisions which realize the given value
of knapsack function.



