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OBLICZANIE 3EDN0WYMIAR0WE3 FUNKC3I PLECAKOWEO

Streszczenie. W pracy przedstawiono sposób obliczania jednowymia
rowej funkcji plecakowej stosując metodę kolejnych przybliżeń do 
równania wynikającego z zasady optymalnośoi Bellmana [l], W kon
sekwencji otrzymano Jeszcze jeden algorytm tablicowania lednowymia- 
rowej funkcji plecakowej różny od algorytmów podanych w [2] i [3] .

1. DEFINIC3A DEDNOWYMIAROWE3 FUNKC3I PLECAKOWEO

¡Jednowymiarową funkcję plecakowę zdefiniujemy nieco ogólniej niż poda
je się w literaturze.

MOznaczmy przez K zbiór wszystkich wektorów przestrzeni R (M - usta
lona liczba naturalna) o współrzędnych całkowitych nleujemnych.

Oeflnicla 1
Ola ustalonych wektorów

T ° [T1 ,T2 ' tm] ' (l)
P = [ Pj. ,Pg ■ • * *» P(J «

należących do zbioru K i spełniających warunek

Ti > 0 l Ti ' Tj dla 1 *  i  ‘ i'3 “ l(l)M

określamy następująco jednowymiarową funkcję plecakową

KF(x; T,P) = max|pY: TY < x, Y e k| (2)

dla X s Nq = •^0.1,2,;.. J- (KF - Knapsack Function). a
Podamy interpretację geometryczną jednowymiarowej funkcji plecakowej. 
Dany jest odcinek o długości x, który należy podzielić na odcinki o

długościach T^, i ■ l(l)M, przy czym może wystąpić odpad, tzn. taki
odcinek, którego długość jest' różna od liczb powyższego ciągu (ryś. l).

_ T. odpad
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Zakładamy, że odcinek o długości T ± ma wartość P ^  Wtedy KF(x; T,P) 
oznacza maksymalną wartość. Jaką można uzyskać z odcinka o długości x -  
przy Jego podziale na odcinki o długościach , i * l(l)M,

Przeprowadzimy obecnie pewną modyfikację wektorów T i P występujących 
w funkcji KF. Modyfikacja ta nie wpływa na wartości funkcji KF, ale na 
ogół powoduje zmniejszenie wymiaru M wektorów T i P.

Deżeli P± » 0 dla i = l(l)M, to łatwo zauważyć, że KF(xs T ,P) * 0, 
xc Nq. Załóżmy więc, że P / 0.

Niech

*1»*2' "* * ' *W ^  ̂

będzie taką permutacją ciągu 1,2, .... M, że

0 < T, < T < ... < T  , 
łl x2 M

zaś przez

V S  V

oznaczmy maksymalny podciąg ciągu (3), spełniający warunki

P1 - P2 « ... “ pi “ 0 1 pi > °*
81 ®1

P i  < PŁ dla k « l(l)(m-l).
1#k 8k+l

Dla wektorów

T * [Ti ,Ti .....Ti ] •
81 82

P » [ pi ,Pj_ » • • • # p ̂ j »
81 82 8m

KF (x ; T,P) - KF (x; T*,P*), x e N .

J est

Wynika to stąd, że odcinki o długościach T~ , dla których a /  i , k=l(l)m
sk

nie wejdą do podziału odcinka realizującego maksymalną wartość podziału 
(tzn. wartość funkcji KF(xj T,P), gdyż mogą istnieć odcinki o mniejszej 
długości, których wartość jest większa od .
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Zmodyfikowane wektory

T* ° [tl ,t2' •**' *nj*
P* -  [P l .p2 . .... Pn],

spełniaję warunki

t. > 0 ,  t /  t dla i / J , 1,3 « l(l)m,
3 (4)

p ± >  O, tŁ >  t;j=*>Pi >  Pj • 1,3 «= l(l)m.

Algorytm tablicowania 3ednowymiarowe3 funkc3i plecakowe3 KF można więc
rozpatrywać przy założeniu, że

T = T* i P - P*.

Ponieważ w dalszych rozważaniach tego paragrafu wektory T i P sę usta
lone, więc funkc3ę KF(x; T,P) oznaczać będziemy przez F(x).

2. PODSTAWOWE WŁASNOŚCI 3EDN0WYMIAR0WE3 FUNKCOI PLECAKOWEO

Twierdzenie 1
Funkc3a F(x) 3est niemale3ęca i

lim F(x) » + °o.. (5)
x—— + «o

Dowód
Pierwsza część tezy 3est oczywista. Druga część tezy wynika z tego, że 

F(x) > [^-] Pt . i - 1 (l)M.

Twierdzenie 2
Funkc3ę plecakowę F(x) określa dyskretne równanie funkcy3ne 

F(x) = max

Równanie to dla ustalonych wektorów (i) ma dokładnie 3edno rozwięzanie 
F(x).
Dowód

Niech -
T# - »in^T^ t i m (7)

3,F(x-Ti) + P, x]. X e N. (6)
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wtedy równanie (6 ) można zapisać

'O dla O ś  x < T ,
Fix) (8 )

max|F(x-T1) + P± xj dla x > Tq ,

Wykażemy, że funkcja (2) spełnia równanie (8 ). Biorąc pod uwagę (7) ła
two stwierdzić, że funkcja (2 ) spełnia pierwszę część równania (8 ).
Dla x > T0 mamy

F(x) > min-jp^Pg, .... PMj-> 0»

a zatem istnieje wektor

y * [ yi»y2  yMl e K '

taki, że

Y / [6, 0 o] i F(x) - PY.

Deżeli y jest niezerowę współrzędnę wektora ?, to zgodnie z zasadę s
optymalności Bellmana (por, interpretację geometrycznę jednowymiarowej 
funkcji plecakowej), mamy

F(x) - F(x-T ) + P .8 S

stęd już wynika, że funkcja (2 ) spełnia drugę część równania (8 ).co
Równanie (6 ) posiada jednoznaczne rozwlęzanle, gdyż wartości funkcji 

F(x) dla O ś  x < x  (x e Nq) określają jednoznacznie wartości F(x + l), 
ponieważ 5  1 dla i • l(l)M oraz F(0) = 0. co co

Definicja 2
Ciąg funkcji

F (x) - 0,
r i (9)Fjc+j(x) « oax-iF^Cx), Fk( x - V  ♦ P ^  x k  k « 0.1,...

określony dla xe Nq, nazywamy cięgiem kolejnych przybliżeń dla równania 
(6 ). co

Zauważmy, że funkcje (9 ) eę ograniczone, gdyż
V

O <  Fk(x) <  k.maxjpj^ i i - (lO)



Obliczanie 1ednowvmiarowel funkcji plecakowej 159

Twierdzenie 5
Dla e Nq ciąg (9) spełnia warunki

Fk(x) C Fk+l(x)' (ll)

Fk(x) « F(x), k - 0.1,... (12)

lim Fk(x) - F(x). (13)
k—  + <*-=

Oprócz tego funkcje ciągu (9) są funkcjami niemałejącymi zmiennej x e Nq. 

Dowód
Nierówność (ll) wynika bezpośrednio z (9). Nierówność (12) wykażemy in

dukcyjnie. Dla k = 0 wynika ona z (9) (Fq(x) b  0 <  F(x)). Zakładając 
prawdziwość nierówności (12), na podstawie (9) i twierdzenia 2 mamy

Fk+i(x)e  max^F(x). Fix-Tj^) + P i : T i *  xJ" * F (x).

Aby wykazać (13) zauważmy, że z (ll) i (12) wynika

lim F. (x) = F(x), F*(x) « F(x), xb N . (14)
k— **° K

Oprócz tego z (9) otrzymujemy

Fk+l(x) > Fk(x-Ti) + V  Ti e x ' x c N o'
\

skąd po przejściu do granicy (k—  o°) mamy

F*(x) > F^x-Ti) +' P± , Ti C x, X e Nq. (15)

Korzystając z nierówności (15) wykażemy metodą indukcji względem x, że 
dla x e No

F*(x) - F(x).

Dla 0 < x < Tq (por. (7)) na podstawie (9) Jest

F(x) - F*(x") » 0.

Załóżmy, że dla 0 < S x < 5 ,  x > To jest F ( x ) -  F *  (x) .Na podstawie tego 
założenia (gdyż F*(x - T±) ■« F(x - T^) nierówność (15) dla x = x przyj
mie postać
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F*(x) > F(x - Tt) + P± . T± sj x .

Ponieważ nierówność ta zachodzi dla każdej wartości i, przy której TLag x, 
więc także dla tej, dla której

F(x) = max-^F(x - ) + Pi : ^ xj- ,

(twierdzenie 2), zatem

F*(x) > F(x).

Biorąc pod uwagę (14) mamy

F* (x) ■- F(x ).

Aby zakończyć dowód twierdzenia 3 należy jeszcze wykazać, że funkcje 
ciągu (9) są niemałejęce. Funkcja FQ(X ) E 0 jest niemałejęca. Załóżmy, 
że jest funkcję niemalejęcę zmiennej x. Z założenia tego i (9)
wynika, że

Fk+̂ (x+l) = maxjVk(x+l ), F̂ x+l-T̂ ) + PjlTj fj x+1j" >

> max-|̂ Fk(x), F ^ - T j )  + • T± ^ XJ- * Fk+1(x^

Lemat 1
Oeżeli dla pewnej liczby naturalnej 8 istnieje taka liczba x, że 

F •(x) « F (x), O € x < x;8-1 S

F A x )  < F (x)
8 -1 8

(16)

to dla O e X < 5 jest

F(x) - F .(x). (17)3-1

F(5) = Fg(5). (18)

Dowód
Z (9) na podstawie (16) wynika, że dla O e x <  x

F8_l(x> = F6^x  ̂ “ •**
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F(x) = lim Fk(x) " Fs_i^x *̂ k— o°

Zauważmy dalej , że

Fa(x) « max|Fa_1(x), Fs_j/X “ + Pi ! Ti ** XJ* '

- max|Fs_1(x - Tj_) + P± ! x j--

x-Tf (x - T^) + Pj : T1 $ X| imax-< F(x),

czyli
F ( x )  » Fs(x). □

Definicja 3
Określamy cięg (xfc) postaci

xQ = O,

mirvjx ! Fk+1 x̂  ̂> Fk^x^ ’

k - 0,1,... . cn
Zachodzi

Twierdzenie 4
Cięg (19) jest rosnęcy, tzn.

dis 0 € x < x|<+i* 

Dowód

(19)

(20)

F(x) - Fk(x ) (2l)

Łatwo stwierdzić prawdziwość twierdzenia dla k - 0. Z (19) wynika, że 
dla x < xk+1 jest Fk+1(x ) - Fk(x)- Załóżmy, że zachodzi (20) i (2l). 
Z lematu 1, twierdzenia 3 i powyższego założenia mamy dla 0 € x < xk+1

F(x) “ Fk+l(x) " Fk+2(x)

3dyby Fk+1(x ) “ Fk+2*K* dls w9zY9tkich x 6 No' t£> takŻB ^tW*

F(*> - Fk+1(*>
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dlB wszystkich x eN , co jest sprzeczne z (5 ) i (10). Musi więc istnieć
taka liczba *k+2 > xk+l' że

Fk+l(x) - Fk+2(x) dla 0 < x < x k+2

Fk+1 ̂xk+2 ̂ < Fk+2^xk+2)*

Stęd na ¡nocy lematu 1 wnioskujemy o prawdziwości przejścia indukcyjnego.O
UWAGA

Cięg (9 ) nie zmieni swoich własności, jeżeli za F0(x) przyjmiemy do- 
wolnę funkcję niemalejęcę G(x)$ F(x) dla x e N q. Funkcja G(x) może być 
określona następujęco {4]:

G(x) = P Y(x),

gdzie

przy czym

Y(x) - ■ [t J]. i 1

M

x-xiTi]_

k-l

x - Z  xiTi 1-1  ---

M-l

*iTi1

k - l

k = 2, .... M

P P Pli ^ 2 M___X ^ t ^  ^ •-I--11 ' z  t m

Przykład 1
Wyznaczmy jednowymiarowa funkcję plecakowę dla 0 <  x < 8, jeśli

T - [2,3,5] ,
P = [7,9,15].

Korzystajęc z cięgu funkcyjnego (9 ) wyznaczmy tabelę 1.
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Tabela 1
X 0 1 2 "3 4 5 6 7 8

F (x) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
F^x) 0 0 7 9 9 15 15 15 15
F2(x ) 0 0 7 9 14 16 18 22 24

F3(x) 0 0 7 9 14 16 21 23 28
F4(x ) 0 0 7 9 14 16 21 23 28

F(x ) s Fjix) oraz że cięg (19) tworzę liczby xQ
x2 = 4 ' x 3 =

Majęc obliczone wartości funkcji F(x) dla x = 0,1, ..., u, możemy 
uzyskać wszystkie optymalne podziały odcinka o długości u. Metoda wyzna
czania współrzędnych u^ (i = 0,1, ..., k) punktów podziału przedziału 
<0,u> polega na kolejnym rozwiązywaniu za pomocę tablicy wartości funkcji 
F(x) równania postaci

F(u±) - F(Ui - -?i+1 . M , -r ,i+1 . i+1,, Ti*i> + 

min-jx : F(x) = F(u)J>,

i = 0,1,2, ..., k, gdzie niewiadomą jest ^i+1-
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BHHHCJIEHKE OJHOMEPHOit PBK3AK0B0a $yHKI5Bi 

P e a b 11 e
B paCoie, Ha o oh o bćlhhh npHHuana ontmiajiBHOCTH BejiJiMaHa, cTpoHiea nocjre- 

flOBaieJIŁHOCTŁ OqepeíHHX npHOHHHSHH2, XXX KOTOpoH iOKa3KBaeTCH OXOflHMOCTb K

o^HOuepHoa pBK3aKOBo8 (JiyHKHHH. Kponae loro, x a é T c x  t te io x  n o x y n e x a x  o n ix u s u a -  
hbc seaeHHfi peajrasHpysomzx .naHHoe 3Ha-qeHHe pBK3aKoao8 $yHKi{Hn.
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THE CALCULATION OF ONE - DIMENSIONAL KNAPSACK FUNCTION 

S u m m a r y
The paper contains the construction of sequence of succe3ive approxima

tion by Bellman's rule of optimality. It is proved that this sequence is 
convergent to one - dimensional knapsack function. There is also the me
thod of construction of optimal divisions which realize the given value 
of knapsack function.


