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O WLASNOSCIACH PEWNEGO PRZEKSZTALCENIA SFERY

Streszczenie. W artykule przedstawiono geometryczne konstrukcje
przeksztatcenia sfery na koto w oparciu o krzywoliniowe rzutowanie
punktéw sfery w punkty ptaszczyzny do niej stycznej , dowodzec na-
stepnie twierdzenia, ze rzutem okregu nalezgcego do przeksztakcanej
sfery jest krzywa rzedu czwartego.

1. W literaturze kartograficznej , np. [I] , mozna znalez¢ oméwienie pew-
nego wiernopowierzchniowego odwzorowania sfery, zwanego rzutem azymutal-
no-wiernopowierzchniowym Lamberta. Przeksztalcenie to Jest przy tym roz-
patrywane w kategoriach przeksztatcenia analitycznego.

W niniejszym artykule przedstawia sie syntetyczne ujecie tego zagad-
nienia zoméwieniem kilkuistotnych jego whasnosci.

2. Niech dowolna ptaszczyzna %bedzie ptaszczyzne rzutu. Sfera 3p» ma
dowolny, ale ustalony promien r oraz jest styczna do rzutni T . Punkt
Pe 3Cp Jest punktem stycznosci rozwazanej sfery z rzutnielf . Gedne z osi

sfery jest prosta 1 Pel, a zatem
punkt P Jest jednym z biegunoéw
kuli. Prosta 1 okresla pek. pta-
szczyzn [« -L T zwanych dalej pta-
szczyznami osiowymi, Kktére znacze
na sferze przekroje podudnikowe. Je-
zeli dowolny punkt As~CpCA / P), to
istnieje «A = Al oraz okreg O za-
warty w ot : <JP, |OA] ).

Definlcla

Rzutem krzywoliniowym «?(A) punk-

tu A na rzutnielT sg punkty A1l i

A2 W, A2}> = fMIT. W tak okres-

lonym przeksztatceniu <€ ortogonalna

sie¢ wspoétrzednych geograficznych

przeksztatca sie ma plaske sie¢ ortogonalng , utworzong z peku okregéw o

Srodku P i peku odcinkéw o wierzchotku P. Przy tym rzutem bieguna prze-

ciwlegtego biegunowi P jest okreg o promieniu réwnym podwojonemu pro-
mieniowi sfery "Kp.
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3. Niech bedzie dany dowolny okreg s6 Kp. Poddajec okreg sprze-
ksztatceniu i otrzymujemy krzywe £(s) i pytamy o rzed r krzywej prze-
ksztatconej £(s). W tym celu postuzymy sie twierdzeniem 1 [I] .

Twierdzenie 1

Rzed r krzywej £(s) otrzymanej w wyniku przeciecia sie dwu pekow
rfsP 1 nM . znajdujecych sie w [m,n] - znacznej odpowiedniosSci jest
réwny

rmmep el + neq mi;

n isP - oznacza tutaj pek i-tego rzedu krzywych s rzedu p-tego; nlsq -
oznacza pek 1l-tego rzedu krzywych s rzedu qg-tego; [m,n] - oznacza, ze
jednemu elementowi peku riisP odpowiada n elementéw peku 11 i na od-
wrot - jednemu elementowi peku il”s™ odpowiada m elementéw peku rfs*3.

Lemat

Okreg seXp oraz krzywa Z.(s) pozostaje w odpowiedniosci (4,2) - znacz-
nej -

Dowéd

Rozwaziamy dowolne prostela rzutni TT : Pea. Promien a i prosta 1 wy-
znaczaja ptaszczyzne osiowe a- la. Plaszczyzna ta rozcina okreg « w dwu
punktach A i B (rzeczywistych lub urojonych). Punkty A i B wyznaczaje
dwie wspotsrodkowe sfery SA i Sg o Srodku P, a zatem - jednej prostej pe-
ku [P] odpowiadaje dwa okregi nalezece do peku okregéw o Srodku P. Niech
b oznacza dowolny okreg peku okregéw o Srodku P. Okreg b jest roéwnikiem

sfery o Srodku w punkcie P. Przekrédj S”n s jest zbiorem czteropunk-
towym, przy czym co najmniej dwa punkty se nierzeczywiste. Te cztery punk-
ty AMN,... , AN wyznaczaje wspOlnie z osie 1 ptaszczyzny =AM G =
=1,...,4), ktore na rzutni t wskazuje cztery promienie peku [P] . c.n.d.

Twierdzenie 2

Rzutem krzywoliniowym £(s) okregu s € ICp jest krzywa rzedu Osmego.

Dowdd

W oparciu o twierdzenie 1 i lemat krzywa £(s) powstaje jako przekréj
odpowiednich promieni dwu pekéw 1i1®1 (pek prostych) i n1s2 (pek okre-
géw) pozostajecych w [4,2] - znacznej odpowiedniosci, wiec rzed r krzywej

£(s):
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Z uwagi na wystepowanie elementéw urojonych mozna wnosic, ze “krzywa
£(s) sktadac¢ sie bedzie z kilku gatezi nizszych rzedow.

4. Podkreslamy, ze prosta 1 (0o$ sfery 1) jest w dalszym ciegu osie
peku ptaszczyzn osiowych. Nastepnie na rzutni obieramy dowolne proste m:
P t m. Dowolna ptaszczyzna peku o osi 1 przecina proste m w pewnym
punkcie Q , ktéry razem z punktem P wyznacza okreg ff(P,|PQ])-

Definicja

Zbior wszystkich okregéw O(P,|PQ]) takich, ze kazdy punkt Qcm i
0 e Ko = 1Q nazywamy powierzchnie cykliczne Rzutem punktéw lezecych
w powierzchni X T jest nie tylko prosta m, ale para (m = ml, m2), gdzie
m2 jest proste Srodkowo-symetryczne do m wzgledem P. Tak wiec z rzedu
krzywej p wnosimy, zejej rzutsferyczny ¢(p) winien mie¢ osiem punktéow
wsp6lnych z pareprostych m|ml, m2}. Dednak wobec symetrii o $rodku P, na
rzut £(pXkrzywej p sktadaje siedwie gatezie pli p , z ktérych kaz-
da mozemie¢ zproste czterypunkty wspélne. A zatem udowodniono twier-

dzenie :

Twierdzenie 3

Rzutem I(s) okregu s clICpiP 4 s) jest krzywa rzedu Osmego, sktadaje-
ca sie z dwu Srodkowo-symetrycznych krzywych rzedu czwartego.

6. Interesujecy jest zwiezek powierzchni » z powierzchnie rozpatry-
wane w pracy [3]. Powierzchnia $ utworzona Jest przez okregi d speinia-
Jece nastepujece warunki:

a) Ssrodki CL okregow <t leze w
prostej o i wyznaczaje wraz z

dowolnym punktem P 4 m pro-
stych [P] j
b) ptaszczyzny okregoéw se pro-

stopadte do odpowiednich promie-
ni peku [p];

c) promienie okregéw O" se propor-
cjonalne do odlegtosci ich Srod-
kéw od punktu [p] -

Po przedstawieniu tych faktow
rozwazamy przekréj powierzchni
ptaszczyzne j | I,m. Oezeli potrak-
tujemy rzut prostoketny ptaszczyzny
J na rzutnie X jako proste <T, wow-
czas mozna tak dobrac¢ promien okre-

gu o o Srodku w prostej <, aby byt on okregiem tworzecym powierzchnie.
Powierzchnia cykliczna generowana w opisany spos6b przez proste m
ma trzy ptaazczyzny symetrii prostoketnej : rzutnie Jf, plaszczyzne O6~-Lw
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oraz ptaszczyzne 6»|Im (1 eG ). W elementarny sposob mozna wyliczyé, ze

R S . R 2 2 2,2 2
powierzchnia jest reprezentowana réwnaniem y(x “+y~ +ZzZ)Za(x+y),
gdzie o$ z =1, y1 n, zas y= a jest roéwnaniem prostej m. A zatem
powierzchniaJdT jestpowierzchnie czwartego rzedu.

5. Korzystajec z wkasnosci po-
wierzchni przeprowadzimy na-
stepujace rozumowanie. Niech 8 o-
znacza w dalszym t;iegu okreg seKp
za$ £(s) rzut krzywoliniowy tego
okregu na 1T . Wprowadzamy dowolne
proste mclT: JCm ,P)< Srednicy sfe-
ry 3p oraz rzutujece je powierzch-

nie 2T . Linia przenikania p =
N-mn Tp ma rzed 6smy jako iloczyn
rzedéw powierzchni i Za-

tem dowolna ptaszczyzna y ma z

krzywe p osiem punktéw wspélnych.

Rozwazamy ptaszczyzne £ :s e £ .

Punkty przekroju £ > p zrzutowane
krzywoliniowo na TT se punktami przeciecia krzywej proste m. Ale w rozpa-
trywanym przeksztatceniu X obrazem dowolnego punktu A Jest para —-j® .A\j-
Oednak punkty Kkrzywej p se srodkowo-symetryczne wzgledem P, azatem
para-J™Al ,A2T. Jest obrazem nie Jednego, ale dwéch, symetrycznie potozonych
punktow krzywej p, wiec rzutem X(S) krzywej s jest krzywa rzedu &smego.
Zachodzi bowiem ollm i w $Slad za tym °iHj/pQi * const. Punkty T se
wiec punktami powierzchni $ ,a jednoczesnie powierzchni . przy czym
se to wszystkie punkty wspélne tych powierzchni. Mozna wiec stwierdzic,
ze powierzchnie i € przecinaje sie w krzywej okreslonej punktami
Wiadomo jednak [3], ze Jest to hiperbola i niezaleznie od rozwazan anali-
tycznych stwierdzamy, ze przekrdj warstwowy powierzchni ptaszczyzne
i J1,n Jest hiperbole.

7. Inny dowéd na te wkasnos¢é powierzchni mozna prowadzi¢ rozpatru-
Jec powierzchnie stozkowe o wierzchotku P i tworzecych przechodzecych
przez punkty Zauwazamy bowiem, te O~/POi “ const., a zatem kety u-
tworzone przez tworzece pH* =z rzutnie ir se state, to znaczy state se
rowniez kety tych tworzecych z osie 1. powierzchnia stozkowa o wierzchod-
ku P i1 tworzecych PH+ jest wiec obrotowa, a zbidr punktéw i nalezy
do Jej przekroju ptaszczyzne f i jest hiperbole
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0 CBOftCTBAX HEKOTOPOrO HPEOEPA30BAHHH CS$EPH

Pe3bue

B padoie npenciaBJieHO reoiteipH'tecKyu KOHCTpyKiiHio npeo6pa30BaHM o$epH b
OKpyiHOCTB 0 HclioJit30BaHHeM KpHBOJIHHeKHOrO npOeKTBpOBaHHH TOEeK c$epn Ha
tohkh imocKOCTH KacaiejiBHofl k o$epe. HoKaaaHO, hio npoeiciiHefi OKpyzHOOTH
npHHa"jrezainefi k TpaHC$opMHpyeMo8 o$epe HBjiHeTCH KpaBaa HeiBepToro nopanica.

ABOUT THE PROPERTIES OF SOME TRANSFORMATION OF A SPHERE

Summary

The paper presents geometrical construction of the transformation of
a sphere into circle based on curvilinear projection of the points of the
sphere onto the points of a plane tangent to this sphere. It has been
proved that the circle belonging to the sphere is transformed into the cur-
ve of the fourth order.



