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O WŁASNOŚCIACH PEWNEGO PRZEKSZTAŁCENIA SFERY

Streszczenie. W artykule przedstawiono geometryczne konstrukcję 
przekształcenia sfery na koło w oparciu o krzywoliniowe rzutowanie 
punktów sfery w punkty płaszczyzny do niej stycznej , dowodzęc na
stępnie twierdzenia, że rzutem okręgu należącego do przekształcanej 
sfery jest krzywa rzędu czwartego.

1. W literaturze kartograficznej , np. [l] , można znaleźć omówienie pew
nego wiernopowierzchniowego odwzorowania sfery, zwanego rzutem azymutal- 
no-wiernopowierzchniowym Lamberta. Przekształcenie to Jest przy tym roz
patrywane w kategoriach przekształcenia analitycznego.

W niniejszym artykule przedstawia się syntetyczne ujęcie tego zagad
nienia z omówieniem kilku istotnych jego własności.

2. Niech dowolna płaszczyzna % będzie płaszczyznę rzutu. Sfera 3Cp ma
dowolny, ale ustalony promień r oraz jest styczna do rzutni T . Punkt 
P e  3Cp Jest punktem styczności rozważanej sfery z rzutnięlf . Gednę z osi

sfery jest prosta 1 : P e 1, a zatem
punkt P Jest jednym z biegunów
kuli. Prosta 1 określa pęk. pła
szczyzn [«^J -L T zwanych dalej pła
szczyznami osiowymi, które znaczę 
na sferze przekroje południkowe. Je
żeli dowolny punkt As^CpCA / P), to 
istnieje «A = Al oraz okręg O za
warty w ot : <J(P, |OA| ).

Definlcla
Rzutem krzywoliniowym «?(A) punk

tu A na rzutnięlT są punkty A 1 i 
A2 : -ĵ A1 , A2J- = ffnlT. W tak okreś
lonym przekształceniu <£ ortogonalna 
sieć współrzędnych geograficznych 

przekształca się ma płaskę sieć ortogonalną , utworzoną z pęku okręgów o 
środku P i pęku odcinków o wierzchołku P. Przy tym rzutem bieguna prze
ciwległego biegunowi P jest okręg o promieniu równym podwojonemu pro
mieniowi sfery "Kp.
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3. Niech będzie dany dowolny okręg s 6 Kp. Poddajęc okręg s prze
kształceniu i otrzymujemy krzywę £(s) i pytamy o rzęd r krzywej prze
kształconej £(s). W tym celu posłużymy się twierdzeniem 1 [l] .

Twierdzenie 1
Rzęd r krzywej £(s) otrzymanej w wyniku przecięcia się dwu pęków

rfsP i n M .  znajdujęcych się w [m,n] - znacznej odpowiedniości jest
równy

r ■ m • p • 1 + n • q ■ i;

n isP - oznacza tutaj pęk i-tego rzędu krzywych s rzędu p-tego; n 1sq -
oznacza pęk 1-tego rzędu krzywych s rzędu q-tego; [m,n] - oznacza, że 
jednemu elementowi pęku riisP odpowiada n elementów pęku 11 i na od
wrót - jednemu elementowi pęku il^s^ odpowiada m elementów pęku rfs*3.

Lemat
Okręg s e X p oraz krzywa Z.(s) pozostaję w odpowiedniości (4 ,2) - znacz

nej .

Dowód
Rozważiamy dowolnę prostę|a rzutni TT : P e a. Promień a i prosta 1 wy

znaczają płaszczyznę osiowę a- la. Płaszczyzna ta rozcina okręg « w dwu 
punktach A i B (rzeczywistych lub urojonych). Punkty A i B wyznaczaję 
dwie współśrodkowe sfery SA i Sg o środku P, a zatem - jednej prostej pę
ku [P] odpowiadaję dwa okręgi należęce do pęku okręgów o środku P. Niech 
b oznacza dowolny okręg pęku okręgów o środku P. Okręg b jest równikiem 
sfery o środku w punkcie P. Przekrój S^n s jest zbiorem czteropunk-
towym, przy czym co najmniej dwa punkty sę nierzeczywiste. Te cztery punk
ty A^ ,... , A^ wyznaczaję wspólnie z osię 1 płaszczyzny = Aĵ l (i =
= 1,...,4), które na rzutni t wskazuję cztery promienie pęku [ P] . c.n.d.

Twierdzenie 2

Rzutem krzywoliniowym £(s) okręgu s € ICp jest krzywa rzędu ósmego. 

Dowód
W oparciu o twierdzenie 1 i lemat krzywa £(s) powstaje jako przekrój 

odpowiednich promieni dwu pęków li1®1 (pęk prostych) i n 1s2 (pęk okrę
gów) pozostajęcych w [4,2] - znacznej odpowiedniości, więc rzęd r krzywej
£(s):

r = 4- l- l + 2- 2- l = 8
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Z uwagi na występowanie elementów urojonych można wnosić, że 'krzywa 
£(s) składać się będzie z kilku gałęzi niższych rzędów.

4. Podkreślamy, że prosta 1 (oś sfery 1Cp ) jest w dalszym cięgu osię 
pęku płaszczyzn osiowych. Następnie na rzutni obieramy dowolnę prostę m:
P t m. Dowolna płaszczyzna pęku o osi 1 przecina prostę m w pewnym
punkcie Q , który razem z punktem P wyznacza okręg ff(P,|PQ|).

Definicja
Zbiór wszystkich okręgów 0(P,|PQ|) takich, że każdy punkt Q c. m i 

0 e Ko = 1Q nazywamy powierzchnię cyklicznę Rzutem punktów leżęcych
w powierzchni X ’m jest nie tylko prosta m, ale para (m = m1 , m2 ), gdzie 
m2 jest prostę środkowo-symetrycznę do m względem P. Tak więc z rzędu 
krzywej p wnosimy, że jej rzut sferyczny ¿(p) winien mieć osiem punktów
wspólnych z parę prostych ■|m1 , m2}. Dednak wobec symetrii o środku P, na
rzut £(p) krzywej p składaję się dwie gałęzie p1 i p , z których każ
da może mieć z prostę cztery punkty wspólne. A zatem udowodniono twier
dzenie :

Twierdzenie 3
Rzutem l(s) okręgu s cICpiP 4 s) jest krzywa rzędu ósmego, składaję- 

ca się z dwu środkowo-symetrycznych krzywych rzędu czwartego.
6. Interesujęcy jest zwięzek powierzchni ^  z powierzchnię rozpatry- 

wanę w pracy [3]. Powierzchnia $ utworzona Jest przez okręgi cT spełnia- 
Jęce następujęce warunki:

a) środki CL okręgów <y± leżę w 
prostej o i wyznaczaję wraz z 
dowolnym punktem P 4 m pro
stych [P] j

b) płaszczyzny okręgów sę pro
stopadłe do odpowiednich promie
ni pęku [p ] ;

c) promienie okręgów 0^ sę propor
cjonalne do odległości ich środ
ków od punktu [p] .
Po przedstawieniu tych faktów 

rozważamy przekrój powierzchni 
płaszczyznę j | l,m. Oeżeli potrak
tujemy rzut prostokętny płaszczyzny 
J na rzutnię X jako prostę <T, wów
czas można tak dobrać promień okrę

gu o- o środku w prostej <T , aby był on okręgiem tworzęcym powierzchnię. 
Powierzchnia cykliczna generowana w opisany sposób przez prostę m
ma trzy płaazczyzny symetrii prostokętnej : rzutnię Jf , płaszczyznę ó^-Lw
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oraz płaszczyznę 6»||m (1 e G ). W elementarny sposob można wyliczyć, że
2 2 2 2 2 2 2  powierzchnia jest reprezentowana równaniem y ( x  + y  + z ) = a ( x + y ) ,

gdzie oś z =1, y 1  n, zaś y = a jest równaniem prostej m. A zatem
powierzchnia JT jest powierzchnię czwartego rzędu.

5. Korzystajęc z własności po
wierzchni przeprowadzimy na
stępujące rozumowanie. Niech 8 o- 
znacza w dalszym t;ięgu okręg seKp 
zaś £(s) rzut krzywoliniowy tego 
okręgu na 1T . Wprowadzamy dowolnę 
prostę mclT: J* Cm ,P )< średnicy sfe
ry 3Cp oraz rzutujęcę ję powierzch
nię 2T . Linia przenikania p =
[̂-m n TCp ma rzęd ósmy jako iloczyn 
rzędów powierzchni i Za
tem dowolna płaszczyzna y ma z 
krzywę p osiem punktów wspólnych.
Rozważamy płaszczyznę £ : s e £ .
Punkty przekroju £ r> p zrzutowane 

krzywoliniowo na TT sę punktami przecięcia krzywej prostę m. Ale w rozpa
trywanym przekształceniu X obrazem dowolnego punktu A Jest para -ĵ A* .Â j- 
Oednak punkty krzywej p sę środkowo-symetryczne względem P, a zatem
para-J^A1 ,A2T. Jest obrazem nie Jednego, ale dwóch, symetrycznie położonych
punktów krzywej p, więc rzutem X(s) krzywej s jest krzywa rzędu ósmego. 
Zachodzi bowiem oIIm i w ślad za tym °iHj/pQi * const. Punkty fŁ sę 
więc punktami powierzchni $ , a jednocześnie powierzchni . przy czym
sę to wszystkie punkty wspólne tych powierzchni. Można więc stwierdzić, 
że powierzchnie i <f> przecinaję się w krzywej określonej punktami
Wiadomo jednak [3], że Jest to hiperbola i niezależnie od rozważań anali
tycznych stwierdzamy, że przekrój warstwowy powierzchni płaszczyznę
i || 1,n Jest hiperbolę.

7. Inny dowód na tę własność powierzchni można prowadzić rozpatru- 
Jęc powierzchnię stożkowę o wierzchołku P i tworzęcych przechodzęcych 
przez punkty Zauważamy bowiem, te O ^ / P O i  “ const., a zatem kęty u-
tworzone przez tworzęce pH± z rzutnię ir sę stałe, to znaczy stałe sę

Powierzchnia stożkowa o wierzchoł-

i

również kęty tych tworzęcych z osię 1.
ku P i tworzęcych PH± jest więc obrotowa, a zbiór punktów należy
do Jej przekroju płaszczyznę f i jest hiperbolę
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0 CBOftCTBAX HEKOTOPOrO HPE0EPA30BAHHH C$EPH 

P e 3 b  u e
B p a d o ie  npenciaBJieH O  re o ite ip H 'te cK y u  KOHCTpyKiiHio npeo6pa30B aH M  o$epH b 

OKpyiHOCTB o H C I I 0 J I Ł 3 0 B a H H e M  KpHBOJIHHeKHOrO npOeKTBpOBaHHH TOEeK c$ ep n  Ha 
to h k h  imocKOCTH K acaiejiB H ofl k o $ e p e .  HoKaaaHO, h io  npoeiciiHefi OKpyzHOOTH 
npHHa^jrezainefi k TpaHC$opMHpyeMo8 o $ ep e  HBjiHeTCH KpaBaa H eiB epT oro nopan ica.

ABOUT THE PROPERTIES OF SOME TRANSFORMATION OF A SPHERE 

S u m m a r y
The paper presents geometrical construction of the transformation of 

a sphere into circle based on curvilinear projection of the points of the 
sphere onto the points of a plane tangent to this sphere. It has been
proved that the circle belonging to the sphere is transformed into the cur
ve of the fourth order.


