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0 WLASNOSCI PASMA STOZKOWYCH WYNIKAOACEO
Z PEWNEGO PRZEKSZTALCENIA PLASKIEGO

Streszczenie. W pracy przedstawiono =zastosowanie pewnego prze-
ksztatcenia ptaszczyzny na siebie do sformudtowania i dowodu naste-
pujacego twierdzenia o pasmie stozkowych:

Styczne stozkowych pasma przechodzace przez dwa dowolnie wybrane
punkty na doktadnie jednej prostej podstawowej tworza peki rzu-
towe do szeregu tych punktéw, w ktérych prosta podstawowa styka
sie z odpowiednimi stozkowymi pasma.

Baze rozpatrywanego przeksztatcenia stanowig dwie rézne, dowolne
proste oraz dwa S$rodki rzutéw nie lezace na tych prostych. Istota
przeksztatcenia polega na przyporzadkowaniu dowolnemu punktowi ta-
kiej prostej, ktéra przechodzi przez jego rzuty z danych $rodkéw na
dane proste bazy. Wykazano, ze obrazem prostej w przeksztatceniu
jest stozkowa, a obrazem peku prostych - pasmo stozkowych.

Na dziesiatym zebraniu Otwartego Seminarium Geometrii Wykreslnej w
Gliwicach, w listopadzie 1978 referowano jedno z przeksztatcen ptaszczyz-
ny na siebie, ktérego ogolniejsza wersja opiera sie na nastepujacych za-
tozeniach: dana jest (rys. 1) dowolna para nieréwnolegtych prostych bazy
Pl 1 P2 oraz dowolna para punktéw Sj 1 S2 takich, ze S Pi; Sg”P.g.
Rozpatrujemy przeksztatcenie, w ktérym obrazem dowolnego punktu A jest

prosta a, przechodzaca przez dwa punkty: rzut
punktu A ze $rodka St na prostg bazy
oraz rzut punktu A ze Srodka S2 na prosta
bazy P2-

Zauwazmy nastepujace whasnosci tego prze-

ksztatcenia :

1. Kazdemu punktowi réznemu od $rodkéw Sj i S2>

ip - p2 odpowiada doktadnie jeden obraz

W przypadku identycznos$ci punktu z Jednym ze

Srodkow (rys. 2) lub S2 obrazem jego Jeat
RY8* * pek prostych o wierzchodku S,, n P lub
S1S2 n PI*

2". Kazdej prostej a traktowanej jako obraz, roéznej od Rj™Pk oraz siS2
odpowiada doktadnie jeden praobraz - Scisle okreslony punkt A. W przy-

padku identycznos$ci prostej z osia #*aczaca Srodki siS2 “ry9-
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praobraZem jest zbidér punktédw tej prostej, tj. cata prosta SjjSg. Pra
obrazem prostej bazy jest proste teczeca odpowiedni Srodek rzutoéow
punktem P » P,a p2 tzw. wierzchotkiem bazy.

Rys. 2 Rys. 3

3. Obrazem punktu lezecego na prostej +eczecej $rodek lub Sg z wierz-
chotkiem Dazy jest odpowiednia prosta bazy.

4. Obrazem punktu lezecego na prostej bazy Jest prosta +eczeca ten punkt z
odpowiednim $Srodkiem rzutdéw.

5. Obrazem punktu lezecego na osi S1 Sg jest sama o0$ Sg.-

Dowiedziemy istotnych dla dalszych rozwazan whasnosci przeksztatcenia
wyrazonych w lematach:

1. Obrazem dowolnej prostej jest stozkowa.
1l1. Obrazem peku prostych jest pasmo stozkowych.

Md 1 - dowdd

Rozpatrzmy szereg punktéw 1(A,B...) (rys. 4), ktéry zrzutujmy ze $Srod-
ka S1 na proste bazy p" oraz ze Srodka Sg na proste bazy Pg. Otrzy-
mujemy szeregi PjJ(A ,B ...), PgfAgBg,...)oraz

wiezece je relacje:
PI(Ai,Bi....)A (1(A,B,,..) A PgﬁAg,.Bg ee2) (M

czyli

GPD A (PO) @)

Z powyzszego wynika, ze proste A2 Bi1B2 "~
tworze stozkowe. Poniewaz proste te sa obraza-
mi poszczeg6lnych punktéw prostej 1 wniosku-
jemy, ze obrazem prostej Jest istotnie stozko-

wa, co nalezato udowodnic.
Rys. 4
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Warto tu zauwazy¢ przypadki, w ktérych stozkowa stanowieca obraz pro-
stej ulega zdegenerowanlu. Zachodzi to przy szczegélnych podozeniach pro-
stej , a mianowicie:

a) jezeli prosta przechodzi przez wierzchotek bazy, woéwczas Jej obrazem
se dwa peki prostych (rys. 5), w tym jeden o wierzchotku P; wynika to
sted, ze w rzutowych szeregach (p”), (p2) istnieje jedna para punktéow
homologicznych zjednoczonych i ze w rezultacie szeregi te se perspek-
tywiczne ,

Rys. 5 Rys. 6

b) jezeli prosta przechodzi przez jeden ze Srodkéw lub S2 (rys. &),
wowczas obraz jej degeneruje sie do dwdéch pekéw; wierzchotkiem jednego
z nich jest punkt przeciecia proste odpowiedniej prostej bazy - wierz-
chotkiem drugiego, stanowlecego obraz $rodka Sj Iub S2 jest punkt

przeciecia pozostatej prostej bazy przez o$ S22,
c) Jezeliprostaprzechodzi przez obydwa $rodki rzutéw (rys. 7), tj. po-
krywa sie zosie S1 S2 ,zdegenerowany jej obraz stanowie peki o

wierzchotkach w punktach przeciecia tej osi
z prostymi bazy.

Ad 11 - dowod

Zauwazmy, ze elementami obrazu kazdej pro-
stej se proste bazy Pi>P2 J8%0 podstawy rzu-
towych szeregéw punktéw (2) oraz o$ Sj S2 Ja-
ko obraz takiego punktu kazdej prostej, kto-
ry lezy na osi,, tj. punktu przeciecia sie
tej prostej z osie. Oezeli dwie lub wiecej
prostych przechodzi przez wspélny punkt W,
to ich obrazy musze zawiera¢ wsp6lne proste w

odpowiadajece w przeksztatceniu punktowi W. Tak wiec obraz peku prostych
Jest zbiorem stozkowych o wspdélnych stycznych p”~.pg.w f « §jo,,, czyli

pasmem, co byto do udowodnienia.
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W oparciu o lematy I i 11 przeksztatémy dowolny pek prostych (a-b...)
(rys. 8) na pasmo stozkowych (a2 .,b2...). W tym celu przetnijmy pek W(a,b,
...) riowolne proste 1 przechodzece przez jeden ze $rodkéw, np. punkt Sj.
Otrzymujemy:

1(A,B..,) A w(a,b...) [©)
Z przypadku b) wnioskujemy, ze obra-

zy. punktéw szeregu 1(A,B...) bede pro-

stymi peku L(al.b,», ...), przy czym za-

chowane bede przy tym zwiezki:

Maj.bi...) A p2(A2.,B2..,) A

(O
as2(s2a2, s2b2...) A W(a,b...).
czyli
Rys. 8 LCaj.b ...) A wW(a,b...) - )
Zauwazmy, ze relacje powyzsze zachodze dla dowolnych potozen prostej 1
zawlerajecej $rodek (lub S2) z wykluczeniem przypadkéw alternatywnej
przynaleznosci do punktéw: P = p2> F = fn pl, M = Vonp . Oest .bo-

wiem widoczne, ze w przypadkach tych zachodzi:

d) jezeli prosta 1 przechodzi przez punkt P - peK L(a™."b"...) degene-
ruje sie do prostej p2,

e) jezeli prosta 1 przynalezy do punktu F, woéwczas pokrywa sie ona z
osie Sj S2 i pek (S2) oraz(L) degeneruje sie do prostej f=5~2"

) Jezeli prosta 1 zawiera punkt M, woéwczas jJednoczesnie przechodzi

przez wierzchotek peku (w) i1 szereg [I1(A,B...) degeneruje sie do punk-
tu.

Tak wiec dla dowolnych podozen punktu L na prostej p» ((lub p2) =z
wyteczeniem punktéw P,F,M mozna stwierdzié¢, ze przynalezne do niego
styczne do dowolnych czterech stozkowych pasma o prostych podstawowych p~,
Pg.f.w pozostaje w statym dwustosunku, niezaleznym od potozenia punktu L.
Poniewaz w danej czwdérce prostych podstawowych pasma stozkowych dowolne z
nich dwie mozemy traktowa¢ jako proste bazy p~” i p2. a pozostate Jako o$
f 1 proste w, mozemy wypowiedzieé¢ nastepujece twierdzenie:

"Styczne stozkowych pasma przechodzece przez dwa dowolnie wybrane punk-

ty na doktadnie Jednej prostej podstawowej tworze peki rzutowe™

Formutujec twierdzenie dwoiste rozpoznajemy wkasnos¢ peku stozkowych,
ktére na innej drodze, przy uzyciu konstrukcji Pascala i Steinera, udo-
wodniono w pracy JIJ .
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Rys. 9

Rozpatrzmy jeszcze konstrukcje Brianchona w celu wyznaczenia punktoéw

stycznosci prostej do stozkowych pasma, okreslonych przez proste pod-
stawowe plfp2 ,f,w oraz kolejne proste peku (L). 3ak wynika to z rys.9
przy obrocie stycznej a” dokota punktu L, punkty stycznosci prostej
podstawowej p~ do kolejnych stozkowych pasma przebiegaje 6zereg o ele-
mentach ktoéry spednia warunek:

p1(T1.Tz .. A N(NT1,NT2...) X P(PB1, PB2...) A Ha”b....) (6)
czyli

Pil(11*T2—- 5 * b(al,bl...). a

Wynika sted, ze sformutowane wyzej twierdzenie mozna zaostrzyc¢:

“Styczne stozkowych pasma przechodzace przez dwa dowolnie wybrane punk-
ty na doktadnie jednej prostej podstawowej tworze peki rzutowe do sze-
regu tych punktéw, w ktérych prosta podstawowa styka sie z odpowiedni-
mi stozkowymi pasma".

Oest oczywiste, ze podobnemu zaostrzeniu mozna podda¢ twierdzenie dualne

wyprowadzone w pracy [I] .
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0 CBOaCTBE nOJIOCH KPHBHI BTOPOrO nOPHfIKA
BUTEKAICB™M : H3 HEKOTOPOrO IUIOCKOrO UPEOBPA3OBAHHTfI

Pe3bme

B pafioie npenciaBJieHO npHMeHeHHe HeKO"."oporo npeo6pa30BaHHH hjiockocth Ha
ce6& *hh {popVWyjiapoBKH h noKa3aienBCTBa cnenyiomeii TeopeMn: KacaiejifcHhie KpH-
bux Bioporo nopanKa npHHamiexanHX k HeKOiopoS noaoce, nepexojtaiuHe nepe3 fiBe
npOH3BOJIBHO H36paHHHe TOHKH Ha TOHHO OMOFl HpHUOFI 6a3H 06pal3y»T HpOeKTHBHHe
nyHKH o pH"OM TogeK b KOTopm npauaH 6a3u conpHKacaeioa c¢ cooiBeTCTBeHHH-
MH KpHBUMH BTOpOTO HOpflHKa.

ON A PROPERTY OF A BEAM OF CONICS RESULTING FROM
SOME PLANE TRANSFORMATION

Summary

The paper preeents an application of some transformation of a plane
onto itself to formulate and prove the following theorem: The tangent li-
nes of conics belonging to the given beam which go through any two arbi-
trarily chosen points on strictly one of the base lines fora projective
pencils to the points where the base line touches with respective conics

of the beam.



