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KOSZTÓW PRODUKCJI I TRANSPORTU ARTYKUŁÓW NIEJEDNORODNYCH

Streszczenie. W pracy uzasadniono możliwość rozwiąza
nia zagadnienia minimalizacji kosztów transportu artyku
łów niejednorodnych, drogą kolejnej minimalizacji kosz
tów transportu poszczególnych asortymentów.
Podano również sposób sprowadzenia rozwiązywania zagad
nienia równoczesnej minimalizacji kosztów produkcji i 
transportu artykułów niejednorodnych, do s - krotnego 
rozwiązania klasycznego zagadnienia transportowego.

1. Wstęp

W dostępnej literaturze nie napotkałam na próby rozwiązywania 
zagadnienia minimalizacji kosztów transportu artykułów niejed
norodnych przy równoczesnym zaplanowaniu wielkości partii pro
dukcyjnych w poszczególnych zakładach, tak by całkowity koszt 
produkcji przewożonych artykułów był najmniejszy. Zagadnienie 
to zostało sformułowane w niniejszej pracy i jego rozwiązanie 
sprowadzono do s -krotnego rozwiązania klasycznego zagadnienia 
transportowego.
Klasyczne zagadnienie transportowe dotyczy transportu produktu 
jednorodnego i można je sformułować w następujący sposób:

W pktach Âj ... A^ zmagazynowany jest pewien produkt jedno
rodny w ilości a^ jednostek w pkcie A^. Pkty odbioru 
B,j ... Bn składają zamówienie na ten produkt, przy czym pkt
B. zamawia b. jednostek.3 J
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Zakłada się, że

m n

Z h = Z bd = ° (1)
i=1 j=1

Koszt transportu jednostki towaru z i-tego pktu dostawy do
j-tego odbiorcy wynosi c... Należy tak zaplanować przewozy,
by zrealizować wszystkie zamówienia, a całkowity koszt trans
portu był najmniejszy. Niech x.. oznacza ilość produktu prze-J
wożonego na trasie i - j. Należy zatem znaleźć minimum funk
cji

m n

i = Z Z cu *li i2)
i=1 j=1

przy warunkach

Xij = &i 1 = 1 .....“
3=1 
m

X !  *13 = bJ 3 =.1 ......" W

(3)

i=1

x. . >  0 i — *1 $ • • *ni
•J

Warunek (1) jest WKW rozwiązalności tego zadania i znane są 
algorytmy pozwalające na efektywne wyznaczenie rozwiązania. 
Podobnie można sformułować zagadnienie transportu w przypadku 
artykułów niejednorodnych.
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2. Minimalizacja kosztów transportu artykułów niejednorodnych

Neleży przewieźć towary "s" różnych asortymentów z "m" pktów
dostawy .. ,Am do "n” pktów odbioru B/j,...,Bn.
Pkt dostawy A. posiada a jednostek towaru asortymentu "k".
Pkt odbioru B. składa zamówienie na b j e d n o s t e k  towaru asor- J
tymentu "k". Zakłada się, że

m n

= bjk = °k dla k = 1,..., s
i=1 j=1

Koszt transportu jednostki "k"-tego asortymentu na trasie
i - j wynosi c . * Należy tak zaplanować przewozy, by zrea- 1J K
lizować wszystkie zamówienia a całkowity koszt transportu był 
najmniejszy. Niech oznacza liczbę jednostek towaru "k"
-tego asortymentu, którą należy przewieźć od i-tego dostawcy 
do j-tego odbiorcy. Należy więc zminimalizować funkcję

m n s

L = Z  °ijk Xijk
i=1 j=1 k=1

przy warunkach

n

Z *ijk = Sik 1 = 1 .... “ (7)

m
Xijk = bjk 3 = 1 f t n ;  k = 1,..,s (8)

i=1
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x _ k > 0 i=1,...,m{ j=1,..,n; k=1,..,s (9)

Tak sformułowane zagadnienie można sprowadzić do s-krotnego 
rozwiązania zadania (2)̂ 5) w następujący sposób:

m n m n m n

L‘ = I] ,E + Z] Z Cid2Xij2ł— ♦ Z Z cijsxijs=
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

s

= z;
k=1

Zaplanujmy tak przewozy, by koszt transportu poszczególnych 
asortymentów był najmniejszy.
Niech

m n
L1 będzie min. funkcji £2 cij'|xi;j'i

L1 + L2 + - •  + L*s = Z _  Lk

i=1 j=1 
m n

4    £  £ c.._x.
f=ł fb| « 2-132

(1 0)
m n

l " " »* 5Z  c. . x. .
U 1  ń  1JS 133

s s
Wtedy całkowity koszt transportu ^  , L. <: ^  , L* = L*,

k=1 K k=1 K
bo <  L*k dla k = 1,..,s
A zatem rozwiązanie zadania (6)-(9) znajdziemy minimalizując 
koszt transportu ze względu na poszczególne asortymenty.

Na odwrót, jeśli znamy rozwiązanie zadania (6)—(9) pr|.y któ
rym funkcja L* osiągnie min., to L*< )  L. tzn. L* = / L.

s s k=1 k=1 K
czyli ^2  Lk = S -  Lk *

k=1 k=1 (11)
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stąd I?k = L^, bo gdyby dla pewnego "k" > L^, to na pod
stawie (11) musiałby istnieć wskaźnik 1 <  1 <s, taki, że 
L*̂  <  co sprzeczne z (10).

3. Minimalizacja kosztów produkcji i transportu produktu .jed
norodnego

W pktach wytwarzany jest pewien produkt jednorodny
przy czym w pkcie wytwarza się y^ jednostek tego pro
duktu (y^ nie jest dane). Koszt produkcji jednostki tego to
waru w pkcie A^ wynosi d^. Pkty odbioru B^,...,Bn skła
dają zamówienia na ten produkt przy czym pkt B. zamawia b.3 J
jednostek. Koszt transportu jednostki towaru z pktu A^ do
pktu B. wynosi c... Należy tak ustalić wielkości y. pro- 3 x 3  X
dukcji w poszczególnych pktach A^ i tak zaplanować przewozy, 
by zrealizować wszystkie zamówienia a łączny koszt produkcji i 
transportu był najmniejszy.

Niech x.. oznacza liczbę jednostek produktu przewożoną na 
trasie i - j.
Należy zatem zminimalizować funkcję

m m n (12)

przy warunkach

m
dla j = 1 ,.. • ,n (13)

m

3
x. . = y. dla i = 113 1 (14)
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Oznaczmy przez max. liczbę jednostek produktu jaka może
być wytwarzana w pkcie A^.
Naturalnie 0 <  y^ <  p^

Rugując z (12) zmienną y^ w oparciu o (14) mamy 

m n m n
L(xij) s Ż  di ( Ź J  xij) + S  S  c---- x j =IW • • / ™ / . VA • V / a A» * / T / | / I • • Ŵ • •

TPl 1 j=1 13 i^1 £ l  13 13
m n m n m n

-Z2 ŹJ Vij + <£ £  cijxi3 = S  £  (̂i + c ) x
i=1 j=1 1 10 i=1 j=1 13 13 i=1 j=1 1 13 13

Należy więc znaleźć min. funkcji

L(xiJ) = §  l i  (di ł °ij) xid

przy warunkach

Ż0=1
Xi j = b j 3 = 1 .....n

*ij < pi i = 1....»m

Wprowadźmy fikcyjny pkt odbioru który zamawia
m n

bn+i = y  ̂  Pj, - >~! bj jednostek towaru. Przyjmijmy, że

c. . = 0. Wtedy sformułowane wyżej zagadnienie sprowadza się 11 n*ł* i
do klasycznego zagadnienia transportowego:
Zminimalizować
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przy warunkach

m
/ x. . = b. 
Z_/ 13 3
i=1 
n+1

Z ^3=1

Przy planowaniu produkcji należy pamiętać, że
n

si = Z
3=1

Przykład. W pktach A^, k^, może być wytwarzany pewien pro
dukt w ilościach nie przekraczających odpowiednio wielkości 
P-j = 90, Pg = 80, p^ = 120 jednostek. Koszt produkcji jednostki 
tego produktu w danych pktach wynosi odpowiednio cLj = 2, d^ = 4, 
dj = 3., Pkty , B B ^ ,  B^, B^ składają zamówienia na ten 
produkt w ilościach b^ = 40, b^ = 20, b^ = 70, b^ = 60, b,~ =
= 80. Koszt transportu c.. jednostki towaru na trasie i - j1 J
określa tabela 1.

Tablica 1

B1 B2 B3 B4 B5

A1 2 1 3 4 2

A2 5 3 1 1 2

A3 1 2 6 3 4

j = 1,...,n+1

— 1,...,m j s 1,...,n+1
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Zaplanować wielkości partii produkcyjnych w poszczególnych 
pktach i zaplanować przewozy tak, aby całkowity koszt pro
dukcji i transportu tego towaru był najmniejszy.
Wprowadźmy fikcyjny pkt odbioru B,- składający zamówienie na 

3 5
■ Z  * - z

b. = 20. Niech c. £ = 0 2 1.6
i=1 3=1

Należy zminimalizować Z  Z  (di ł W  Xi3
i=1 j=1

przy warunkach
3

Z  = bó 3 = 1.... 6
i=1
6

Z =
3=1

i s 1 9 • • • f 3

i = 19• • • f3 j = 1 § • • • # 6

Warunki zadania zapiszmy w formie tablicy 2

Tablica 2

\ 0 d b .
Dos£>v B1 B2 B3 B4 B5 B6

A1
4 3 5 6 4 2 90

A2
9 7 5 5 6 4 80

A3
4 5 9, 6 7 3 120

40 20 70 60 80 20
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Metodą minimalnego elementu znajdujemy plan wyjściowy (tabli
ca 3)

Tablica 3
Odb.

D o s t > v . B 1 B 2 B 3 B 4 B 5 B 6

A 1
o 4 2 0 5 O 9 O 6

..._____J

2 0 2

]

9 0

A 2
o 9 O 7 7 0 5 1 0 9 o 6  ]

l

! o 4
i

8 0

A 3
4 0 ^ O 9 O 9 5 0 6 3 0 7  L

m
i

--
--

-

o 1 2 0

4 0 2 0 7 0 6 0 8 0 2 0

Dla tego planu wartość funkcji celu L = 1370. 
Szukamy rozwiązania metodą potencjałów (tablica 4).

Tablica 4

X 1 3 3 3 •4 2

0 1 3 3
•
3 4 2

2 3 5 5 5 6 4

3 4 6 6 6 7 5

“ ij = di + Cij

oc-ij = +
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Różnice umieszczono w tablicy 5

Tablica 5

Obsadzamy trasę A^ - Bgj g = £ = 20. Otrzymany plan po
daje tablica 6.

Tablica 6

B1 B2 B3 B4 B5 B6
4 3 5 6 4 2

A1 0 20 , 0 0 70 0 90
F

9 ?! 5 5 £ 4
A2 0 0 i 

i 70 10
0 .

0 80

r".'4 I 9 6 7 3
A, 40 05 l 0 50 10 20 1203 i 1" k-

40 20 70 60 80 20

L = 1330. Analogicznie postępując budujemy tablica 7 i 8.

Tablica 7

V 4j 1 3 3 3 4 0

0 1 3 3 3 4 0

2 3 5 5 5 6 2

3 4 6 6 6 7 3



Rozwiązanie zagadnienia równoczesnej minimalizacji..._______13

Tablica 8

Obsadzamy trasę - Bg? *3 2 = ^ = ^<">* Otrzymujemy nowy 
plan podany w tablicy 9.

Tablica 9

B1 B2 B3 B4 B5 B6
4 3 5 6 4 2

A1 0 10 0 0 80 0 90
9 7 5 5 6 4

A2 0 0 70 10 0 0 80

4 5 9 6 7 3
A3 40 10 0 50 0 20 120

40 20 70 60 80 20

L = 1320. Tablica 10 i 11 pozwalają stwierdzić, że ostatni plan 
jest optymalny.
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Tablica 10

V* 2 3 4 4 4 1

0 2 3 4 4 4 1

1 3 4 5 5 5 2

2 4 5 6 6 6 3

Tablica 11

Tak więc wielkości partii produkcyjnych i przewozów planujemy 
w następujący sposób: w pkfcie należy produkować

y. = Sj * * 4  jednostek towaru tzn. w pkcie y^ = 90
3 ^  A2 y2 = 80

Aj Jj = 100

Plan przewozów jest następujący (tablica 12)

Tablica 12
^ \ 0 d b .
Dost>^. B1 B2 B3 - B4 B5

A1 o4 105 O9 o6 804 90

A2 o9 O7 ?05 105 O6 80

A3 404 105 O9 50ś O7 100

40 20 70 60 80
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Wtedy całkowity koszt produkcji i transportu L = 1260 i jest 
najmniejszy.

A-. Minimalizacja kosztów produkcji i transportu artykułów nie
jednorodnych
W pktach A/j,...,Am wytwarza się towary "s" różnych asor

tymentów, przy czym w pkcie A^ produkuje się y ^  jednostek 
towaru asortymentu "k" ( y ^  ni® Óes't dane).
Koszt produkcji jednostki towaru asortymentu "k" w pkcie 
wynosi d ^ .  Pkty B,jf...,Bn składają zamówienia na produko
wane towary przy czym punkt B. zamawia b., jednostek asor-J 3 K
tymentu "k". Koszt transportu jednostki towaru asortymentu
"k" na trasie i - j wynosi c. .. . Należy tak ustalić wiel-1JK
kości produkcji w poszczególnych pktach A^ i tak zaplanować 
przewozy, by zrealizować wszystkie zamówienia a łączny koszt 
produkcji i transportu był najmniejszy. Niech oznacza
ilość jednostek towaru asortymentu "k" przewożoną na trasie 
i - j. Należy twięc zminimalizować funkcję

Iidt> = g  g  łu * g  Ż  Ż  «iJk x1Jk (15)

przy warunkach

= ŷ jt  ̂= d,...,m k — 1,...,s 0?)
3
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Niech p^ ^ oznacza max liczbę jednostek asortymentu "k"t jaka 
może być produkowana w pkcie Wtedy naturalnie ® ^ ^ i k ^ Pik
Rugując z (15) zmienną yifc w oparciu o (17) otrzymujemy

m s m n

L<Iu * ) = §  § dit 1 U  *i°iik x±3k

m a s

= S  Z  - S  dik xijk + S Z  Z  cijk xijk i=1 j=1 k=1 J i=1 J=1 k=1

m n s

ü à  à (dik ł °iJk) ïl3k

Należy zatem znaleźć minimum

L(*ijk) = g  ^  g  ^dik + Cijk} Xijk

przy warunkach

xijk = bjk j = 1  n k = 1  S

xijk ^  pik k =

X... ^ 0  i = 1,..., m j — 1 t.««tD k = 1 f • • • f s
i J K

Wprowadzając fikcyjny punkt odbioru BQ+  ̂ o zapotrzebowaniu

È"n+1,k " Pik “
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i przyjmując, że c^ n+/j k = 0 sprowadzamy sformułowane zagad
nienie do zwykłego zagadnienia transportowego trój indeksowego. 
Zminimalizować

m n+1 s
L(xijk) = §  |bj §  (dik + °ijk) xijk

przy warunkach 

m
y j  xijk = bjk j = 1,..., n+1 k = 1,...,s

n+1
xijk = pik i = '!••••»» k = 1,...,s

0 i = 1,...,m k = 1,...,s j = 1,...,n+1

Poprzednio zostało wykazane, że zagadnienie to można rozwiązać 
znajdując rozwiązania optymalne ze względu na poszczególne a- 
sortymenty.

Po rozwiązaniu tego zadania przyjmujemy zgodnie z (17)

yik = fdl XiJk

Wpłynęło do Redakcji 17.V.68 r.
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H e o x H o p o x H i i x  n p o x y x T O B  k  s - x p a T H O x y  p e m e H H U  m n a c c j w e c K o B  T p a u c -  

n o p T K o t t  3 a x a ^ H .

THE SOLUTION OF THE PROBLEM OF SIMULTANEOUS 
MINIMIZATION OF BOTH THE COSTS OF PRODUCTION 
AND TRANSPORTATION OF THE VARIOUS GOODS

S u m m a r y

The article substantiates the possibility of the solution of 
the problem of minimization of transportation of the various 
goods by a successive minimization of transportation of indi
vidual assortments.

The means of replacement of the solution of the problem of 
simultaneous minimization of the costs of production and trans
portation of the various goods multiple solution of the clas
sical transport problem has also been given.


