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WŁADYSŁAW MORYTKO, ZYGMUNT PASZEK 
K a te d ra  Matematyki D

O RÓWNANIU ŁAMANEJ

Celem n i n i e j s z e j  n o t a t k i  j e s t  wyprowadzenie wzoru p o s ta c i  y = 
= f ( x )  d la  f u n k c j i  p rz e d z ia ła m i  l in i o w e j ,  k t ó r e j  obrazem j e s t  
łamana o danych w ie rz c h o łk a c h  ( a ^ ,b ^ ) , . . . , pn (a n »bn ) .

Wyniki t e  mogą mieć zas to sow an ie  do konstruow ania  równania 
krzywej em p iry cz n e j ,  a t a k ż e  w z a g ad n ie n ia c h  a p ro k sy m a c j i .  

Udowodnimy n a s tę p u ją c e :

T w ierdzen ie  1
J e ż e l i  dane są  punkty P ^ ( a ^ ,b ^ ) ,  g d z ie  i  = 0 , 1 , . . . , n + 1 ,  

g d z ie  a Q < a^ < . . .  < a n < a n+/j» t o  i s t n i e j e  jed n o zn aczn ie  
wyznaczona fu n k c ja  p o s ta c i

i=1

k t ó r e j  obrazem j e s t  łamana o w ie rzcho łkach  w punktach

1^2* * * * *^n* S^z -̂e w sp ó łczy n n ik i  są  wyznaczone p rzez

P ó łp ro s te  P/]PQ i  ^n^n+1 będziemy nazywać ramionami ł a 
manej .
Dowód:

i  uwzględnimy, że f ( a ^ )  = b^ , i  = 0 , 1 , . . . ,n ,n + 1 , t o  otrzyma
my u k ład  n+2 równań o n+2 niewiadomych:

( D

w spó łrzędne  punktów P^.

J e ż e l i  do wzoru (1) podstawimy za x k o le jn o  a o ’ * * *, a n+1



22 W ładysław  M orytko, Zygmunt Paszek

* 0  a o + + " s l a o“®2 l + + " n l S ^ n l *  ° W l  = b o

*0 a!  + « i K ^ i l  + «2 la i - a 2 | + • "  + ccn l a1~a n l + cCn+'\ = b1

«o a 2 + ̂ | a 2"a -l| + « 2 1a 2“a 2 | + • “  + ^ K ^ n l *  *n+1 = b2

%  a n + * l l V a l l  + **21a n~a 2 I + " *  + " n R ^ n l *  *n+1 = bn

%  a n+1-<Jil la n+1~al l  + flf2 l a n + l" a 2 l + ” * +t*n | a n+l ‘ a nl +*n+1=bn+1

( 2 )

Ponieważ a 0 < • • • < a n < a n+-i wi ? c

a

a k“a i  gdy k > 1
=

a i “a k Sdy k < 1

zatem u k ła d  p rz y jm ie  p o s ta ć ;

a o*o + â1 - ao )oe1 + • • •  + ( V a 0 ) %  + *n+1 = bo

a1*o + ^ - * 1 > * 1  + “ • + (V ao  ̂ rtn + a n+1 = b1

a2ao + (a2 - a1 )oC1 + + (an"a2 ) %  + «n+1 = b2

a n°o + (a n“ a1 ),x1 + * ;•  + (V V  *n + *n+1 = bn

a n+1<xo + ( a n+1 - a1 ),X1 + “ *+ ^ n + l ^ n 5 *n + *n+1 = bn+1

(2»)
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Wyznacznikiem te g o  uk ładu  j e s t :

D =

a . a . - a  , o* 1 o ' ,a  - a  ,1 1 n o*

a/j» 0 , . . . , a Q,a ^ ,1

a 2 , a 2- a 1 * * * * , a n**a 2*^

a n • a n"’a' i »• • •» 0

a i * a . —a . ■ i • • i a * ■ 1n+1 * n+1 1 * * n+1 n *

Mnożąc o s t a t n i ą  kolumnę k o le jn o  p rze z  a,j , a 2 , . . .  .a ^  i  dodając 
odpowiednio do 2 ,  n+1 otrzymamy

D =

a ,2 a „ - a  ,2 a 0- a  , . . . , 2 a  - a  ,1 o* 1 o* 2 o* * n o*

a*i» a+* 2a2- a 1 , . . . , 2 a n- a /, ,1n 1'

a 2 »• • • *^a n"*a 2 ’^

a n* a n* V a n ,1

a n+1 * a n+1 ’ V v * ’ a n+1»1

Po dodaniu  1 kolumny k o le jn o  do d r u g i e j ,  t r z e c i e j , . . . ,  n+1 i  
po w y łączen iu  wspólnych czynników p rzed  w yznacznik  otrzymamy:
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D = 2n .

a 0 , a^jf a g ,  • • •  f a n » 1

a ^ » a ^ , a ^ ,  • • •  »a n * 1

a 2* a 2* a 2* ** . . a n , 1

a n *  a n *  a n *  * * *  , a o *  1

an+1 *an+1' an+1 * * * * ’ an+1

Odejmując 1 w ie r s z  k o l e jn o  od 2 ,  3 ,  . . . »  n+2 otrzymamy:

a o* a1* a 2* **** a n* 1

D = 2 ° .

a ^ - a Q, 0 ,  0 ,  « « . ,  0 ,  0

a g - a ^ a g - a ^ , 0 , . . . ,  0 ,  0

a n~a o»a n~a 1 , a n~a 2»* , * '°»  0

a n+1" a o *a n+1"a1 •a n+1~a 2 '*  * * a n+1~a n •0

Gdy w yznaczn ik  t e n  rozwiniemy w edług o s t a t n i e j  kolumny, t o  

otrzymamy:

D = ( - 1 ) n+3.  2n .

a ^ —a Q, 0 ,  . . .  , 0

W W * *

a 3_ a o , a 3“a 1***

4 —<4 . Cl —<4,. ,n o # n Y . o
3 /i <3 y.■*3yi • • • • • ̂  ąn+1 o* n+1 1 9 n+1 n

=  ( - 1  ) n + 3 . 2 n .  ( a 1 - a 0 )  .  ( a 2 “ a ' j )  .  ( a 3 - a 2 )  .  • * ( a n + 1 - a n )
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Ponieważ w s z y s tk ie  są  od s i e b i e  ró ż n e ,  w iec D 0 ,  zatem
uk ład  (2) w zg lęd n ie  (2*) j e s t  układem oznaczonym, c z y l i  
w sp ó łc zy n n ik i  f u n k c j i  (1) s ą  wyznaczone je d n o z n a c z n ie .

Pożądane j e s t  w y rażen ie  współczynników p rzez  współczyn
n i k i  kierunkowe k^ odcinków i  ramion łam anej,  k tó ry c h  równa
n ia  mają p o s ta ć :

Funkcja  (1) w każdym z p rze d z ia łó w  1^ j e s t  id en ty c zn a  z od
pow iedn ią  fu n k c ją  y = k^x + p ^ .  B io rąc  pod uwagę t o ,  że d la  
x € I i  i  = 0 , 1 , 2 , . . . , n  j e s t :

y = knx + pn d la

x gdy k i i

-  U  -  &k) gdy k > i

możemy fu n k c je  (1) n a p isa ć  w p o s t a c i :

y = ciQx  + «1 (x -a 1 ) + . . .+ c c l ( x -a i )-cfi + 1 ( x - a i+ 1 ) - . . . - t^  ( x - a n) +

(3)

d la  x € 1^ i = 0 ,1 , 2 , . . . , n .
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Porównując w sp ó łc z y n n ik i  kątowe obydwu s t r o n  (3) otrzymamy 
u k ład  n+1 równań o n+1 niewiadomych:

" o
—

* 1

1

ro
* I . . .  -  0Cn o

A
!II

* 0
+ -  « 2  - . . .  - « n II J*

* o
+

" 1

i+

. . .  -  « n CV1
A

lII

«o + «L, + rt2 + + ^n a n

Gdy rów nanie  1 dodamy s tronam i do o s ta t n i e g o  otrzymamy:

2c< = k + k , skąd  «  = \  (k + k ) o o n 0 2  0 n (4)

Gdy rów nanie  1 odejmiemy s tro n a m i od d ru g ie g o  t o  otrzymamy:

2 <Ki = kn -  kQ skąd (k^ -  kQ) (5)

Gdy w r e s z c ie  i - t e  rów nanie  odejmiemy od i+1 t o  otrzymamy:

2 o ć .I  = k i  -  sk£Łd a i  = 2 ^ 1  "  ki -1 ^  d la  i= 2 *3 « " » n ( 6)

Porównując wyrazy wolne obu s t r o n  (3) d la  i= 0  o raz  d la  i=n  
otrzymamy:

*1a1 + *2a 2 + *“ + “ na n + *n+1 = Po ®dy i=0

• ^ a l  “  a 2a 2 “ • • • “  V n  + «n+1 = Pn gdy i = n *
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skąd po dodan iu  s tronam i ty c h  równań i  p o d z ie le n iu  p rzez  2 do
s tan iem y :

*n+1 = 1  (po + P j *  (7>

Zatem w sp ó łc zy n n ik i  oc: i  = 0 , 1 , . . . , n + 1  f u n k c j i  (1) s ą  ok reś 

lo n e  wzorami ( 4 ) - ( 7 ) «
Wyniki powyższych rozważań możemy sformułować w p o s ta c i  n a s t ę 
p u jąceg o  t w ie r d z e n ia :

T w ierdzen ie  2
J e ż e l i  dane s ą  w sp ó łc zy n n ik i  kątowe k ^ , . . . , kR łamanej o 

w ie rz c h o łk a c h  w punktach  ( a ^ , b ^ ) , . . . *pn (a n »bn ) i  współczyn
n i k i  kątowe kQ i  kn ramion łam ane j ,  oraz rzędne  początkowe 
Po i  p^ t y c h  ram ion , t o  łamana t a  j e s t  wykresem f u n k c j i :

y = \  <ko+kn> • x + \  ¿ j  ( ki - ki - l ) ‘ lx- a i l  + l ^ o +Pn)

Otrzymany wynik zm ienia  s i ę  n i e c o ,  gdy ró ż n ic e  ^ s 3
w s z y s tk ie  rów ne . Oznaczmy j e  p rz e z  h ,  wówczas

ki  = h ^ a ^ =

i  w tedy :

cc = (b .-b  + b „ - b )  o 2h '  n+1 n 1 o '

" i  = i h  ^bi + l “ 2bi +bi -1 ^  L =

1 ( a 1 , a 0 a y,»an+1* n
°n+1 “  2 h ' b1»bo

+ b „ . b  n+1 * n

Wpłynęło do R edakcji  we w rz e śn iu  1968 r .
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OB yPABHEHM JUAArPAMIŁl JIOMAHOił JIMHMH 

P e 3 u m e

B paóOTe npMBe^eHO cnocoö BUBesehuh $opuyjiu Ttina y  «= f  (.X) nnz 
Kyco^iho—jihHe fthoÄ ({jyHKuHH o saHHux BepniHHax.

floxa3aHO, mto eciH  HCKOMaa $yHKuHH HUeeT bhx ( 1 ) ,  Toraa 
K0 3iK{)epMueKTu npHHHuanT $opay: U ) -  l ? ) .

UBER DIE DIAGRAMMGLEICHUNG DER GEBROCHENEN KURVE 

Z u s a m m e n f a s s u n g

In  d i e s e r  A rb e i t  w ird  d ie  A b le itungsm ethode  d e r  Formel y = 
r  f ( x )  f ü r  d ie  l i n e a r e  Funk tion  b e i  angegebenen Punkten d a r 
g e s t e l l t  .

Es i s t  f e s t g e s t e l l t  w orde , dass  wenn d ie  g e su ch te  F unk tion  
in  der  Form (1) a u f t r i t t ,  dann werden d ie  K o e f f i z i e n t e n  durch 
d ie  Formeln: ( ^ ) - ( 7 )  a u s g e d r ü c k t .


