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O ROWNANIU £AMANEJ

Celem niniejszej notatki jest wyprowadzenie wzoru postaci y =
= f(x) dla funkcji przedziatami liniowej, ktorej obrazem jest
tamana o danych wierzchotkach (a™,b™),...,pn(an»bn).
Wyniki te moga mie¢ zastosowanie do konstruowania réwnania
krzywej empirycznej, a takze w zagadnieniach aproksymaciji.
Udowodnimy nastepujace:

Twierdzenie 1

Jezeli dane sg punkty P~(a”,b”), gdzie i =0,1,...,n+1,
gdzie aQ< a"* < ... < an < ant/j» to istnieje jednoznacznie
wyznaczona funkcja postaci

(D
i=1

ktoérej obrazem jest tamana o wierzchotkach w punktach

INQ* ****npx  SAzAe wspOtczynniki S§ wyznaczone przez
wspoOtrzedne punktéw PA,

Potproste P/IPQ i “n*n+l bedziemy nazywa¢ ramionami ta-
manej .
Dowdd:

Jezeli do wzoru (1) podstawimy za x kolejno g xxx gntl
i uwzglednimy, ze f(a®) =b” i =0,1,...,n,n+1, to otrzyma-

my uktad n+2 rownan o n+2 niewiadomych:
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*0 a0 + + "slao“®2 | + + "nlSAnl* °W|I bo
*0 al +«iK Mil + «2lai-a2| + " + anlal~anl+ccn+\ = bl

«0 a2 +" |a2"a-l| + «2l1a2%a2| + «“ + ~K *nl* *n+l = b2

% an + *11V all + **2lan~-a2 b+ "* +'nRANnI*

% an+1-Jil lan+1l~all + fi2lan+I1"a2l+” * +t*n|an+l *anl +*n+1=bn+1

(2)
Poniewaz a0 < eee < an < an+d wi?c
a
ak“ai gdy k > 1
ai“ak Sdy k<1
zatem uktad przyjmie postac;
ao*o + ”“al-ao)oel+ eee +(V al) % + *n+tl = Do
al*o + N-*1>*1+ “ ¢« +(V ao™® rnn+ antl = bl
a2ao + (a2-al)Cl+ +(an"a2) % + «n+l = b2
(2»)
an°o + (an“al)xl+ *;¢ +(V V *n+ *n+l = bn

antlso +(an+l-al)Xt +“ * An+I1~n5*n + *n+l = bn+l
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Wyznacznikiem tego uktadu jest:

Agrdqdge P 8 grl
alj» 0 ,...,aQ,an1

az2,a2-al**** am*a2*"

D=
anean"a'i»eee» 0
i * jeelj *
RIS Rt A R L] n!l
Mnozac ostatnig kolumne kolejno przez aj,a2,....a" i dodajac
odpowiednio do 2, n+l otrzymamy
aO*ZaI-aO*ZaQ-aO*...,Zan-ao*l
a*i» a+* 2a2-a1,...,2a|:]-a&,1
a2 »eee*gn™a2’h
D=
an* an* \V an ,1
antl* antl’ V v * 7 an+l»l
Po dodaniu 1 kolumny kolejno do drugiej, trzeciej,..., n+l i

po wytgczeniu wspolnych czynnikéw przed wyznacznik otrzymamy:
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a0, anf ag, e fan» 1

a”» a™, a™, eee man* 1

a2* a2x a2 - -an, 1
D = 2n
an an an a o 1
an+l *an+1'an+l ****’an+1
Odejmujac 1 wiersz kolejno od 2, 3, ...» n+2 otrzymamy:
ao* al* a2* **** gn* 1
a™-aQ,0, O, ««., 0, O
ag-a®~ag-a~,0,..., 0, O
D= 2°

an~ao»an~al,an~az2»*, *°» 0
an+l"ao*an+1"alean+l1~a2'* **an+1~an-0

Gdy wyznacznik ten rozwiniemy wedtug ostatniej kolumny, to
otrzymamy:
ar—aQ, 0o, ... , 0

W W * *

a3_ao,a3“al***

_<_40#0n_4%(’ R 0
S e At 1T Anks [t AL S

D= (-1)n+3. 2n.

= (-1 )n+3.2n.(al-a0).(a2"a'j).(a3-a2).e+*(an+1l-an)
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Poniewaz wszystkie sg od siebie rézne, wiec D 0, zatem
uktad (2) wzglednie (2*) jest uktadem oznaczonym, czyli
wspoétczynniki funkcji (1) sa wyznaczone jednoznacznie.

Pozadane jest wyrazenie wspoOtczynnikéw przez wspoéiczyn-
niki kierunkowe k™ odcinkéw i ramion tamanej, ktorych rdéwna-
nia maja postac:

y = knx + pn dla
Funkcja (1) w kazdym z przedziatow 1~ jest identyczna z od-
powiednig funkcja y = k™x + p”~. Bioragc pod uwage to, ze dla

x€li 1 =0,1,2,...,n jest:

X gdy k ii

- U - &) gdy k >i

mozemy funkcje (1) napisa¢ w postaci:

y = dX + «l(x-al)+...+ccl(x-ai)-cfi+1(x-ai+l)-...-t" (x-an) +

(3)

dla x€1~ i=0,1,2,...,n.
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Poréwnujac wspotczynniki katowe obydwu stron (3) otrzymamy
uktad n+l réwnan o n+l niewiadomych:

- - - >

o *1 a t? Qh T e
+ « 2 « n = *

* 0 —
>

+ + - «n = =

*o0 1 g
«0 + «, +rt2 + +“na n

Gdy réwnanie 1 dodamy stronami do ostatniego otrzymamy:
2(:<O = k0 + kn, skad «q =2\ (kO + kn) (4)
Gdy réwnanie 1 odejmiemy stronami od drugiego to otrzymamy:
2<K = kn - kQ skad (k™ - kQ (5)
Gdy wreszcie i-te rownanie odejmiemy od i+l to otrzymamy:
204 = kj - skEtdd ai = 271 " ki-1” dla i=2*3«"»n (6)

Poréwnujac wyrazy wolne obu stron (3) dla i=0 oraz dla i=n
otrzymamy:

*lal + *2a2 +*“ + “nan + *n+l = Po @®&ly i=0

eMal * a2a2 “eee“ V n + «n+l = Pn gdy i=n*
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skad po dodaniu stronami tych réwnan i podzieleniu przez 2 do-

staniemy:

*n+l =1 (po + Pj* (7>

Zatem wspo6tczynniki o« i =0,1,...,n+1 funkcji (1) sa okres-
lone wzorami (4)-(7)«
Wyniki powyzszych rozwazan mozemy sformutowaé¢ w postaci naste-
pujacego twierdzenia:

Twierdzenie 2

Jezeli dane sg wspdtczynniki katowe k7,...,kR tamanej o
wierzchotkach w punktach (a™,b”),...*pn(an»bn) i wspobtczyn-
niki katowe kQ i kn ramion tamanej, oraz rzedne poczgtkowe
Po i pM tych ramion, to tamana ta jest wykresem funkcji:

y =\ <kot+kn> ¢ x +\ ¢ j (Ki-ki-I)*“Ix-ail + 170 +Pn)

Otrzymany wynik zmienia sie nieco, gdy rdznice nos3
wszystkie réwne. Oznaczmy je przez h, wowczas

i wtedy:

cc =

0 ~ 2h (bn+1'b n* bl’" bo)

ih 7bi+1*“2bi+bi-1~ L =

1 ( al,a0 dn+y2an
n+1 2h bl»bo Dree-Ln

Wptyneto do Redakcji we wrze$niu 1968 r.



28 Wiadystaw Morytko, Zygmunt Paszek

B yPABHEHM JUAArPAMILI JIOMAHOIit JIMHMH

Pe 3ume

B pa6OTe npMBe”eHO cnocod BUBesehuh $opuyjiu Ttina y « f (X) nnz
Kyco”iho—ihHe ftho A ({lyHKuHH o saHHux BepniHHax.

floxa3aHO, mto eciH HCKOMaa $yHKuHH HUeeT bhx (1), Toraa
KO3iK{epMueKTu npHHHuanT $opay: U )- 1?).

UBER DIE DIAGRAMMGLEICHUNG DER GEBROCHENEN KURVE

Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird die Ableitungsmethode der Formel y =
r f(x) fur die lineare Funktion bei angegebenen Punkten dar-
gestellt .

Es ist festgestellt worde, dass wenn die gesuchte Funktion
in der Form (1) auftritt, dann werden die Koeffizienten durch
die Formeln: (”)-(7) ausgedrickt.



