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O PEWNEJ KLASIE PRAWIE LINIOWYCH RCWNAN
ROZNICZKOTO-CALKOWYCH

W pracy rozpatruje sie niejednorodne réwnanie roézniczkowo-cak-
kowe w ktorym czes¢ rézniczkcwa jest o statych wspétczynnikach,
zas czes¢ catkowa - typu Voltery ma jadro typu splotu:

Wy +2A ciyn = q.

ktdre bedziemy dalej nazywali prawie liniowym.
Podaje sie sposOb wyznaczania calki dla tej klasy rownan w
oparciu o pewne calki roéwnan liniowych uzyskanych z tego réwna-
nia.

Niech A oznacza zbidér liniowych operatordow roézniczkowo-

catkowych, (R#) bedzie ciatem liczb rzeczywistych, (i) zbio-

rem indeksow. Litery atbh,... beda przebiegaty zbidr indek-
sow 1, zas greckie «,™0,... bedg nalezaty do (R#).
, Ij €A i,3*k,... €1 rt, ..., €R @)
chH = f
(f +=_.. + Tn) = i + 12 + *** 4 ~n
x= (X : & NV

n =
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niekoniecznie komutatywnych (6i @ii ™t j i ™)
ktorych posta¢ ogdlna jest nastepujacg»
6i “ni d*ni + d~r-171

+ K(x-s) * ()
gdzie symbol * oznacza

K(x-s8) * g(x) = j K(x-s) g(s) ds 0)

oc

lub tez:

tN °ni + «(n-Di DnA"N + (.. + K(x-8)* @&
gdzie: Dnl = — -r (©)

dx
dalej korzysta¢ bedziemy z zapisu operatora ”~ w postaci (4.

Jadro K(x-s) jest funkcjg zmiennej rzeczywistej, zmiennych

X,S, okreslonej na kwadracie @ <x, s~ fi , oc 1 {3 Sg ogra-
niczone. Jezeli jadro K(x,s) jest nieciaggte, to nalezy wy-

i o]
K(x,s) | dx ds <M ®)

cc oc

magac aby»

gdzie M jest dowolng stata ograniczong wielkoscig.
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Bedziemy rozpatrywali nastepujace réwnanie roézniczkowo-cak-

kowe :
B +Ziy i HOniy =g (?)

w ktorym:

y =y(x). g=9g(x) geCK x=jx 10 =x *byj ®

sa funkcjami zmiennej rzeczywistej Xx.

Z nastepujacymi warunkami brzegowymi :

1/nD)y(x) o L0yy = ©

X=0 X=y

nl + n2 =n n=1,2,3,... k
n.
tutaj k jest rzedem réwnania (7), natomiast H(D”™ xy) jest
superpozycja szukanej funkcji y(xX) z dystrybucjg Heavisi-
de "a:

n of 1 dla Dt > 0

H ©- Xy) =
0 dla dt y<o0 (10)

n.
H(Di 1ly) e XL

N bedzie zbiorem dystrybucji okreslonych zaleznoscig (10)
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Wobec relacji (10) musi zachodzic

D. 1yl< M iVi an
1 nt = 0,1,2,..., k-1

Wydzielmy z réwnania (7) czes¢ liniowg oraz nieliniowa,
zwigzana z wyrazeniem (10).
Biorgc pod uwage (10) zapiszemy réownanie (7), dla przypadku
i =1, w postaci dualnego ukfadu rownan:
n.
UOy - y-9@ h@l1ly) =o

n,

(tly - @ HEDL y) =o

(12)

Ogolnie, sposob tu przytoczony rozbija rownanie (7) na ciag

dualnych ukd#adéw réwnan:

(E0y + Ny + 2y + Fe* + Fiy “ ipy * ip+ly

Jj=p n. J=i n.
TT h.(d. y) TI y) = 0
j=i 3 3 j=P 3 3
(€O))
(V + Ny +*%% Ay "y “N+l y meeenm jt-iy + Tty +
HEtHl y +...+ AJy -0 -
Jj=p n. j=t n J=i n.
_J7 H. @. 3y) fT oi y) Il y) = 0
j=1 3 3 j=P 3 3 j=t 3 3

przy czym zachodzi:

Je>l< - g&p u Jei_p. jei_p = Xt-p u Jtl_t (14)
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Uktad (13) posiada dwa skrajne przypadki«szczegdlne:
J=i n

(croy +foy + 1y +eeer  y - 5) N Hj@™ j y) =0

W - o) ?ﬂ' by @3y o (1)

wynikajace z uk¥adu rownan (3) dla j =1,2, ... p
Rozwigzaniem ukdadu réwnan (12) w klasie funkcji nieciggtych
K(R*) y€K bedzie wyrazenie:
n. n.
y=y .- HQO y) +y HCGD, "y 16)

gdzie:

y - jest catka roéwnania:
£EQy + 6l y -g=o0 an
a y rownania:
w - s = 0 (18)
Oznaczmy przez y~ catke réwnania:

£0y + ¢,y + 1:2y + oo+ QY - Py - Cptly -eee (iy-g = O
a9

aprzez y» catke réwnania:
tQy + 6,y + 2y + ...+ £ty - £py - £p+ly

+ y+ ¢+l y + ..+ y -g=o0 (¢ed0))
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Rozwigzaniem ukdadu rownan (13) w klasie funkcji nieciag-

+ych y e K bedzie kazda z kombinacji:

Jj=p n. Jj=i n. J=p n.
y=3J [T @i Jy) JJ Hi DI y)+vyi fj Hi @i3?
0-1 0-P J-1
(21)
Jj=t n j=i n.
fj H, (D, 3y) JJ H (D 3y
j:p 3 3 J=t 3 3

Wobec ich niezaleznosci suma wszystkich rozwigzan, czy tez

czesci rownan (13) bedzie roéwniez rozwigzaniem y e K

,21=P n. J=i n.
» = u ((]] ) jr *3 (i i) ¢
0=1 0=P 22)
i=p - n,
+y. ff H O 3y) T3 H. (<D~ y) 7J H. (© \))
P=1 ;=p 3 3 j=t 3 3

Rozwigzania (21) i (22) sg podane w postaci uwiktanej.
Poszukiwanie rozwigzanh w klasie funkcji ciagtych poprzedzi:

Lemmat 1

Jezeli ylf y2,...,y,y~,¥2,...y sa funkcjami klasy C
wowczas jedynymi miejscami nieciggtosci rozwigzan (1), (?2)
sg punkty zbioru Xx bedace nietrywialnymi rozwigzaniami row-

nania funkcyjnego:

j=t n. J=i n. Jj=p n j=t n.
A (O, 3y) TJ <cC-d, 3y) = [7 <Mdh 3y) FT ~ C-d-3y)
0=1 3 3 Jj=p 3 3 0= 3 3 Jj=p 3 3
23

Ti * d>"3y)
j=t 3 3
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czyli:

Ir ] -0 = /T 4i(+Din1 24
Lo (-0 v j:1:3(3y) @9

tzn. takie punkty Xg €X, i
ft §W ‘=
_ (25

X3€A A eX X3€A A C X

n.
tutaj 1( ) oznacza superpozycje i - Diraca z Dg 3vy.

Zalezno$¢ ta moze byé zapisana nastepujaco [2], [3]i

10" ) = ECF - XD + @x - x2) +.. + <S(X-X&) =

= X1 @&X-X) @)
@ 8
n.
gdzie x_jest rozwigzaniem réwnania D(.) 3y(x) = 0.
a

Wowczas zaleznos¢ (25) przyjmie postac:

f U i(x- Dddx= f X< i(Z-0 dx==1=1 (@7)
ORV m @

LS
Rzeczywiscie, jezeli y» ,--- C wtedy dla



36 Jan Kubik

j: n. = n.
y T Hi (O ) Jﬂj h (-d 3y)=y
j=i i 3 3 3

, i i
3 j=i 3 3 J=p+i
a dla
nl n2 n, n
D1 y~O, D2 y>0..... Dj 3 y>0, DpP+" y<0,
n n

H .3 y)_;T H, (-D. y) =0 @8)

woéwczas punkty Xgq S8 jJedynymi punktami nieciggtosci.
Twierdzenie

f. k K
Y jest calkag réwnania (7) nalezacg do C (y e C ) jezeli
zostang spednione warunki:

0% | =Dny j_ n=20,1, 2, 3,..., k 29)

X X,a X:X,a

w punktach x, spedniajacych zaleznosci (27) oraz
K

yi,...,yif__.

Dowdd wynika natychmiast z lematu 1.

Warunek brzegowy (10) wraz z warunkami ciagtosci (29) pro-
wadzg do nieliniowego ukdadu rownan algebraicznych, w ktdrych
jako niewiadome wystgpia state catkowania, wartosci pochodnych
w miejscach x =0, x =y, oraz punkty x = X, (graniczne
przedziatow ciggtosci). Posta¢ tego ukdtadu réwnan jest naste-

pujaca:
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= Xo, LAy (X)) 1 =
X=y

ol y(x) 1 = D~rU) i =0,1,2teeetk-1 (30)

n.
DJy & =0

Jak datwo stwierdzi¢ w kazdym uktadzie ilos¢ réwnan odpowiada
liczbie niewiadomych.

Podane réwnanie stanowi uogdlnienie roéwnan, do jakich prowadza
niektére nowsze zagadnienia mechaniki osrodka odksztatcalnego.
Oczywiscie, podane w pracy wyniki zostaty zawezone do zagadnien

""Jednowymiarowych” .

Wptynedto do Redakcji w maju 1968 r.
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HE KOTOFbIlii KHACC 1104TM JIMHEHHIJX fIKifcEPEHUMAJIHO-BHTErPAJIHbIX
yPABHEHK(TI

3 padé0OTe npejcTaonaeTca HeojHopotHoe SMtlxiiepeHUHaabHO-HHTerpaji-
Hoe ypaBHeHne o nocToaHHbuc KoadxJwueHTax. Bae”eHO npocTpaHCTBO
jmaeftHBix onepaTopoB A, ¢ noMoms KOTopmx noayueao Cojiee odmae
pe3yabTaTM. B ypaBHeHHHX 3Toit CTaTbH cymecTByeT caafiaa HeoiHHeil-
HCCTbh CBa3aaa € o0606meHHOIit cljyHicmieii XEBKCAIIflA Hiy). B pa6OTe
jaH ueTOA pameHtta 3Tnx ypaBHemtit Ueuua | h Teopeua |). Teope-

ua CBa3aaa € ocofieHHOCTauH pemenaa.

ON A CLASS OF QUASI-LINEAR INTEGRO-DIFFERENTIAL EQUATIONS

Summary

Tnis work deals with the integro-differential equations with
constant coefficients. Linear space operators have been intro-
duced to enable a more general aoplication. Some non-linear
phenomena in the equations are attributable to Heaviside theory
of distribution. A method of integral calculus is shown, based
on the first lemma of this paper.

In treatment of this lemma, a formulation of a principle
takes place which has a basic meaning in the shown method of
integral calculus. The principle is applicable to this parti-
cular solution of the problem.



