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TEORIA ROZCHODZENIA Się FAL W PLAZMIE CIAŁA STAŁEGO 
O WŁASNOŚCIACH FERROELEKTRYKA I FERROMAGNETYKA

S t r e s z c z e n ie . Autor opierając  s i ę  na pracy [3 ,  4 ]  u- 
o g ó ln i ł  sformułowanie zagadnienia rozchodzenia s i ę  f a l  
w nieorganicznym, opisanym przez współrzędne K artezju-  
sza ( x , y , z )  przewodzącym e lek tryczn ość  c i e l e  stałym o 
w łasnośc iach  ferrpelek tryczn ych  i  ferromagnetycznych,  
przy uwzględnieniu n ie l in io w o ś c i  przen ik a ln ośc i  e le k 
tryczn e j  £ i  magnetycznej ¡u.  Ponadto autor uwzględ
n i ł  dyspersję  przestrzenną , ograniczając rozważania do 
pierwszych i  drugich pochodnych ze względu na zmienne 
p rz e str z en n e .  W przypadku c ia ł  girotropowych można ogra
n iczy ć  s i ę  do pierwszych pochodnych, w przypadku ośrod
ków o sy m etr ii  środkowej do drugich pochodnych. Ponadto 
ob iera jąc  dowolny układ współrzędnych, n iek on ieczn ie  
związany z osiami głównymi ten sora  p rzen ik a ln ośc i  e le k 
tryczn ej  czy magnetycznej oraz n ie  precyzując po łożen ia  
wektora falowego k, jak t e ż  składowych s ta ły c h  w ie lk o ś 
c i  występujących w równaniu, otrzymał bardzo ogólne s fo r 
mułowanie zagadnienia , które przy p rzy jęc iu  zespolonego  
przedstaw ienia  f a l ,  może być opisane macierzowym równa
niem różniczkowym ( 9 ) ,  przy czym C oznacza wektor -  
kolumnę o elementach kolejno  odpowiadających wszystkim  
występującym w równaniu niewiadomym: Ex , E^, E^, Hx , H ,

V  Px* V  V  Mx ’ V  V  V1 , x ’ V1,y*  V1 ,Z ’ V2 , x ’
V0 , N,., N_. Każda z tych  w ie lk o ś c i  posiada sk ła -d. | y d. | Z I cL

dowe:
1 ,  n ie  noszące charakteru falowego ( s t a ł e  lub będące na 

ogół funkcjami współrzędnych przestrzennych i  czasu) 
oraz

2 .  odnoszące  s i ę  do p o s zcz eg ó ln y c h  c z ę s t o ś c i  Ccjj, i  =
= 1 , 2 , . . . . . n .  Ponieważ każdej  c z ę s t o ś c i  co. odpo-  
y/iada 2 x 20 w i e l k o ś c i  (m ianow ic ie  w i e l k o ś c i  i  i c h  
w a r t o ś c i  sprzężonych)  rząd v;ektora-kolumny C j e s t  20 
(1+2 n ) .  Mac ie rze ,  w y s t ę p u j ą c e  7/ tym równaniu,
( A ) , . . . .  (V) są  również t e g o  samego rzędu.
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1 .  Wstęp

W o s ta tn ic h  la ta c h  uwagę uczonych zwracają problemy plazmy c i a 
ła  s t a ł e g o ,  k tóre  są badane przy różnych dodatkowych z a ło ż e 
n ia c h ,  w s z c z e g ó ln o ś c i  dotyczących w ła sn o śc i  rozpatrywanych 
ośrodków. W iele prac poświęconych j e s t  badaniu plazmy c ia ł a  
s ta łe g o  o w ła sn o śc ia ch  ferromagnetycznych. Autor d la  nadania  
równaniom problemu b ardziej  symetrycznej p o s ta c i  sformułował 
zagadnien ie  d la  c i a ł a  o w ła sn o śc ia ch  ferromagnetycznych i  f e r 
r o e lek try czn y ch .  N ie  precyzowano również p o łożen ia  o s i  głów
nych, w ystępujących w równaniu tensorów w stosunku do p rzy ję 
t e g o  dowolnie prostokątnego układu współrzędnych.

Rozpatrzono rozchodzenie  s i ę  f a l  w nieograniczonym ośrodku 
o wymienionych wyżej w ła sn o śc ia c h .

2 .  Matematyczne sformułowanie zagadnienia

Matematyczne sformułowanie zagadnienia obejmuje równania 

( 1 ) - ( ? ) .
Obierając gaussowski układ jed n ostek  otrzymujemy równania Max- 
w e l la  w n astęp ującej  p o s ta c i :

rot E = -  ('\ /C) ( e /&  t )B

(1)
rot H = ( 1 / c ) ( 0 / 0  t ) D + (¿hft/cjj

gdzie:
E, H -  wektor natężen ia  pola e lek tryczn ego  i  magnetycznego,
c -  prędkość św ia t ła  w próżn i,
B, D -  wektor indukcji  magnetycznej lub e le k tr y c z n e j ,
j -  g ę s to ś ć  prądu.
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Równania materiałowe mają następującą  postać [ 1 ,  2 ]

D = (« i f k ) ( E + ^ P ) +  Z  + ( f 1 , i , k 4Ei  +i,m

+ G . i . k  E)) + E1 Em

(2)

B = ( Ą f k > (H * * * M ) + Z  ( ^ i , l tm) ( 0V 0Xm) + ^ 1 , i , k 4Hi  +
i  |H1

+ 4 2 , i , k  ( 0 /  0xi ) ( d iv  H) )  + f ^ i . l . m  H1 Hm 

gdzie
P, M -  wektor p o la r y za c j i  e lek try czn e j  lub magnetycznej.

Macierze kwadratowe (<x\ ^)* są t r z e c ie g o  rzędu. Przez
odpowiedni dobór o s i  współrzędnych mogą być one sprowadzone do 

p o s ta c i  d ia g o n a ln e j .  Macierze Ł k) , U 2 Ł k) » (/^ Ł k) •
( / ;  < j .  (S.  . ) ,  (^. n ) pochodzą od d ysp ersj i  p rz e str z eń -U|1|K  i  f lyUl J. y ± f Ili
n e j .  Macierze (fi. . ) ,  (r>. , ) przedstaw iają  n ie l in io w o ść* i  f i. y ni
p rzen ik a ln ośc i  e lek try czn e j  i  magnetycznej.

Gęstość prądu przy p rzy jęc iu  dwu rodzajów nośników e le k tr y c z 
n ośc i  można napisać  następująco:

j  = N1 9l V1 -  N2 e2 V2 (3)

®1* ^2 “ nośników e le k tr y cz n o śc i  w jed n ostce  o b j ę to ś c i ,
e^, e2 -  ładunki nośników e le k tr y c z n o ś c i ,

, V2 -  prędkości nośników e le k tr y c z n o ś c i .

Równania c ią g ł o ś c i  posiadają  następującą postać:

0N /  0 t  + div  (N V ) = 0 ,  s = 1 ,2  s s  s w
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Równania ruchu nośników można napisać następująco:

avg/ 0 t  + (Vs V)Vs + c 2 ?Vs/U s -  ( e s /ms ) { e +
(5)

+ ( 1 /c )  [ v s x b ] }  + Vg/ r s = 0 s = 1 ,2

W równaniach (5) t r z e c i  wyraz uwzględnia wpływ tem peratury, bo
oznaczając temperatury nośników przez T , mamys

c s = V ms ’ 5 = 1 »2 (6)

O statn i wyraz przedstaw ia procesy r e l a k s a c j i .  T oznaczają  
s t a ł e  r e la k s a c j i  równe odwrotności c z ę s t o ś c i  zderzeń .

Równania momentów p os iad ają  następującą  postać:

ft = -  ¿[M x ( ( 2  A/M2 ) 7 ^  + H)] + ¿ć[M x M] /Mq 
(7)

P = ó [ p  x ( ( 2  b /p 2 ) v2p + E)] + Ą y  X p ]  /P o 

A, B -  s t a ł e  wymiennego d z ia ła n ia ,

¿e, f l  -  s t a ł e  charakterystyczne  r e la k s a c j i  prędkości zmiany 
p o la r y z a c j i  e le k tr y c z n e j  i  magnetycznej,

<?, £ -  w sp ó łc z y n n ik i .

3 .  Sprowadzenie układu równań ( l ) - ( 7 )  do p o s ta c i  macierzowej

Przyjmując, że w sz y s tk ie  w ie lk o ś c i  niewiadome układu równań
( l ) “ (?) dadzą przedstaw ić s i ę  następująco: >
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W ( x ,y ,z , t )  = WQ + Wo ( x , y , z , t )  ♦ ¿ ' w 1 p ( x , y t z , t )  .
r *

j ( t o t - ( k  x+k +k z ) )  r—,0 v r v rx ry rz ' '  v „  x , . x
. e J + Z_,w-i -  ( x , y , z , t )  .

r l »r
- j  ( ^ t - i k ^ k ^ y + k , ^ ) )

e r ' rx ry“ rz ^

co f i z y k a ln ie  oznacza rozchodzenie  s i ę  f a l  p ła sk ic h  w n ieogra
niczonym ośrodku, przy czym

W -  w artość s t a ł a ,  o
WQ( x , y , z , t )  -  funkcja o charakterze niefalowym,

( x , y , z , t ) ,  W. x ( x , y , z , t )  -  amplitudy f a l  o c z ę s t o ś c i  w i , r  i , r  r
x -  oznacza w ie lk o ść  zespoloną sprzężoną, można napisać układ

równań ( l ) - ( ? )  w p o s ta c i  macierzowej

(A)0C/ 9 t  + (B) £>C/ 9 x  + (D) 0C/ 0y + (E) SC/ 0 z + (F)C +

+ (G) 9ZC/  9 t  0x  + ( I )  02C/ 9t 9y + ( j )  02C/ 9 t  9z +

+ (K) d3C/ ©t 0x2 + (L) 03C/ 0 t  9 x ©y + (M) 03C/ ©t 0y2 +

+ (N) 9^C/ ©t ©y ©z + (0) ©^C/ 0 t  ©z2 + (P) © V  d t  ©x ©z +

+ (Q) 02C/ 0x2 + (R) ©2C/ ©x 0y + (S) ©2C/ 0y2 *■ (T)©2C/0y©z +

+ (U) 02C/ ©z2 + (V) S2C/ 0x 0z = Ńq + N1 (9)

C -  wektor-kolumna o e l ementach:  E, , E , E , H , H , H , P .x y z y x z x
py .  Pz . Mx , My, Mz , V1 fX , V1 | y , V1 t 2 , y2 f X , V2 f y , V2 f Z , N1 f  N2
Ponieważ w a r t o ś c i  s t a ł e  uvizględniono w m ac ie rzach  .lewej s t r o 
ny równania,  każda z wymienionych wyżej  w i e l k o ś c i  po s ia d a  tu  

składowe oznaczone indeksem 0 , 1 , 2 ,  zgodnie  z podstawieniem (8)
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przy czym po składowycn o in d e k s ie  r ,  na leży  napisać  w i e l -

składowych, rząd wektora-kolumny będzie  20 ( l+ 2 n ) .
Występujące po prawej s t r o n ie  równania wyrazy n ie l in io w e  

drugiego s to p n ia  p odzie lono  na dwa rodzaje:  przez Nq oznaczono 
wektor-kolumnę w k tórej  jeden lub oba czynnik i p os iad ają  cha
rak ter  n ie fa lo w y ,  przez wektor-kolumnę, w k tórej  oba
czynn ik i p o s ia d a ją  charakter fa low y. W ie lkośc i  oznaczone indek
sem 0 w ystępujące  w Nq mogą również spowodować zmianę cz ę 
s t o ś c i ,  m ianowicie j e ż e l i  czasową zmienność ty ch  w ie lk o ś c i  
przyjmie s i ę  w p o s t a c i :

przy czym C ' , C, , C, -  wektor-kolumny teg o  samego rzędu co O łC K
C , o e lem entach , k tóre  zwyczajn ie  są przyjmowane s t a ł e ,  a le  
w o g ó ln o śc i  mogą być funkcjami współrzędnych przestrzen nych ,
CQ -  wektor-kolumna z łożona z elementów, których co najmniej 
jeden czynnik oznaczony j e s t  indeksem zero .

4 .  Postać  m acierzy występujących w równaniu (9)

Ze względu na n iezm iern ie  bogatą t r e ś ć  równania ( 9 ) ,  musimy u -  
porządkować te n  m ater ia ł  rozpatru jąc  szereg  przypadków s z c z e 
gó lnych . Uwydatniono t o  w a r ty k u le  rozpatrując  m acierze w t e j  
k o le j n o ś c i ,  w j a k ie j  będą rozpatrywane w dalszych  artyk u łach .

Macierz (F) j e s t  ąu as id iagon a ln a , zbudowana z macierzy  
F (0 ) ,  F ( r ) ,  FX( r ) ,  gdz ie  r = 1 , 2 , . . . n ,  krzyżykiem oznaczono 
macierz o elementach zespolonych sprzężonych. Macierz F(r)  

j e s t  zbudowana następująco:

k o śc i  zesp o lone  sp rzężon e . J e ż e l i  w szeregu (8) uwzględnimy n

) ( 10 )
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( F (r ) )  =

AFi ) ł ( f2 ) , ( 0) , ( f3 )

/ ( p4>* ( f1 ) , ( f5) , ( 0 ) ,  (F6) , (F?)
( f8 ) , ( 0) ,

(F10 ) ,

(F13 ) , (F1 4 ) , (0) , ( F1 5 ) *  ̂F1 6  ̂’ (0) ,

( F2q  ̂* ( f21) , ( 0) , (F22) ,  ( 0) , ( p18 ) .

( 0 ) , OJ ( 0) , ( f 24)

\ ( f25) , (0) , <F26>

17

f11-

19'

(1 2)

Występujące tu macierze mają następujące znaczenie

1 0  )  Kr>z , - i  k \

(F 1> = - i  k r | 2  . 0  ,  j  k r j%

V  kr , s  • - i  kr ,x* 0 /

(O) -  macierz kwadratowa zerowa tr z e c ie g o  rzędu,

(*2>=( H / o > ^ , k > + H / o ><('5i , l , l t>>(i i ,2 ,k > I ( i i . 3 , k >} 

-  ( i V ° > kr ( ' l , i , k W i V o ) t  d2 , i , k )(lt)
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( f3 ) = ( 4 «  3 "r/ c ) ( Ą , k )

(F^) = - ( J % /c)(cCi ł k ) " ( V c ) ( ( 1'3,1fk) »( i ’i , 2 fk ) ( i ' i , 3 tk ) )  

+ ( jw , /c ) k y  (r i ł i t k )+ (jw r/ c ) ( / 2 , i , k )(K)

(F5 ) = wr / c ) ( " i tk )

(Fg) -  macierz diagonalna t r z e c ie g o  rzędu o elementach  

-  4 ^ N /,e 1/ c

(F,-,) -  macierz diagonalna t r z e c ie g o  rzędu o elementach  

4 ^ N 2e2/ c

( f 8 ) = (-3  H1 f0  kPiX, -  3 H1 f0  kr>y, -  3 H1f0  kPfZ)

(F9) = 3Wr " ^ V1 ,0 ,X  kr , x  + V1 , 0 ,y  kr ,y  + V1 , 0 f z kr,z^

= N2 ,0  kr ,x '  " N2 ,0  kr , y ’ “  ̂ N2 ,0  kr,z^

(F11) = jOJ, -  j ( V 2 , 0 , x  kr ,x  + V2 ,0 ,y  kr ,y  + V2 , 0 , z  kr,z^

(F^j ) = macierz diagonalna t r z e c ie g o  rzędu o elementach  

-  e^/m^

(F14) = (FlZf' )  + (F1 4 " )

(F1 4 ' )  = -Ce^/m^ c)(ya ,t i j k )

/ k \  rx

‘ry 

\ kr z /
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(F1 4 " )  = d ( /m̂  c ) ( ( Di t 1 | k ) » ( Di t 2 łk ^ ^ Di f3 tk ^
kr * '
kry

\ krz

+ (e1ky / m1c ) (d 1 ł 1 t i ł k )+ ( 42 , 1 t i l k ^ e1/,m1c ^ K^

gdzie

/ rV1ł 0 , j 6 , l “V1t0#j A f1 ,V1 , 0 , ł Ą ł 2"V1,0 tB ^ ł 2»T1ł0ły Ą ł 3"V1,0 ,z4>3 

\l,0,x^,l"V1,0,y^,1,V1,0fx4,2_V1,0,y'3lt2*V1,0,x^2,3_V1,0,y'8l,3//

Macierze >, Ł k) .  ( J2 t1 , i f k  ̂ P0»8* ^ 1* z ^ 1 , i , k ^  przez
z a s tą p ie n ie  Ą  fc przez 4 ^ ^  4 2 f i f k t ( Di f S f k )»
s = 1 ,2 ,3  przez z a s tą p ie n ie  w  ̂ fc) wyrażeń przez

i . s . k *

( f15 ) = 4 * ( fi 4 ' )

( i 16 ) = (Fn 6 ')» (F 1 6 " )

(F^g*) -  macierz diagonalna tr z e c ie g o  rzędu o elementach  

1 / i j  + d "
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(F1 6 " )  = ( —e^/m^c)

(F^j?) = -

(F1S) = (i'l 8 > (Fl 8 " >

(F^g*) -  macierz diagonalna t r z e c ie g o  rzędu o elementach  

l / C ,  + j wr

(F1 d " )  różn i s i ę  od (F^g**) tym, że w m ie jsce  e^, 
wchodzi 6g,

(F^g) -  różn i s i ę  od ( F ^ )  tym, że w m iejsce  c^, Q
wchodzi Cg* Hg 0

(Fgp) -  macierz diagonalna t r z e c ie g o  rzędu o elementach
-  eg/m2 

(F21) = (Fg1 , )+(Fg1 " )

Macierze (F g ^ ') ,  (F2 1 " )  są a n a lo g ic z n ie  zbudowane do (F1/f')  
i  ( F ^ * * ) ,  jed yn ie  w m iejsce  w ie lk o ś c i  oznaczonych indeksem
1 wchodzą w ie lk o ś c i  oznaczone indeksem 2

*

( e g ,  mg, v2 f0 łX * V2 , 0 , y ' V2 ,0 ,z ^

/  o

-  B. 

\  B
o .z

o .y

Bo ,z -B

0

-B

° . y

o ,x

O ,  X . 0 /

kr ,x

* r ,y
\ kr , z /

(Fgg) = ^ ( F g / )
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(f 23) o .z

- M

0

M

M
O . z  * o , y

-M
o , x

0 /o , y  * o f x

( F 2 4 )  =  ( f 2 4 ' ) + ( f 2 4 " ) + ( f 2 ^ ' " )

~ ^ 2 6 ^  ** m a c ^-e r z  d i a g o n a l n a  t r z e c i e g o  r z ę d u  o  e l e 

m e n t a c h  j  w

/  0  ,  H- - H
* o , z ° » y

( » * " >  = - H  f  0 
o , z  * .  H 

* o , X

i  H ,  - H  
\  o , y  * o , x .  o /

( F 2 4 " ' ) = ( l / a ( F 2 3 )(-£(2  A / M ^ ) k ^ - ( o c / M Q ) j  a

j o  ,  - P  , P
* o , z  ’ ° . y

( f 2 5 )  =  - P  ,  0  ,  
o ,  z  * *

- p
o , x i

l  - p  .  p  . 0
\  o , y  » o , x  * /

< F 2 6 > ■  < V ) + ( F 2 6 " ) + ( F2 6 ' " )

10  ,  E  , - E
O . z o , y  \

< F 2 6 " )
- E  . 0  ,  

o ,  z  * *
E

o , x i

l E |  “ E  *
\  o , y  * o , x  • 0 /

( F 2 6 ' " )  =  ( V i ) ( F 2 5 ) ( -  6(2  B / P * ) k *  -  ( y S / P Q ) j  w r )
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Macierz ( F ( r ) ) X otrzymujemy przez p r z e j ś c ie  w macierzy  
(F ( r ) )  do w a r to ś c i  zespolonych sprzężonych.

Macierz F(0) można otrzymać z macierzy F(r)  przez z a ło 
ż e n ie ,  że zeru ją  s i ę  w yrażen ia , w których w ystępuje jako czyn
nik  -  j oraz -  j k , -  j  kr>y, -  j k ^ .  Macierz (A) 
j e s t  ą u a s id ia g o n a ln a ,  zbudowana z macierzy kwadratowych: 
( A ( 0 ) ) ,  ( A ( r ) ) ,  ( A ( r ) ) X, r = 1 , 2 , . . .
Macierz (A (r ))  posiada następ ującą  p ostać:

Ko)  (An) , (0) , (A2) , (0) , (0) ,

( a -*) ,  ( o )  ,  (a ^)  ,
( a 5) ,

(A (r ))  =
(A|^) ,

(An)

( A 9 )

(A1 q )

(A,

(14)

przy czym

(A?) = (Ag) = (A9 ' )  = (A1 0 ' ;  macierz jednostkowa t r z e c ie g o
rzędu,

(A5) = (Ag) posiada jedyny element równy 1 ,

(A.,) = ( A / )  * ( A / ' )  ♦ ( A / " )
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( A / )  = ( V c ) ( Ą fk )

(A1 ~ )  = “ ( 3 / ° )  [ ( (̂ if'| » ^ i f 2 tk  ̂* ^ i , 3 , k ^ ]  ( kr ,

- ( 1/ c ) ( 4 , , i tk )kr + ( V c ) ( ^ f ł f k )(K) 

( A / " )  = C2/®) [ ( T i . k . l ^ ^ i . k . Z ^ ^ i . k ^ ]

r . x

y
r .z /

Hx ,o
V »

\ ^ z , 0 I

(a2) = (4 ^ /c )C e i ł k ) 

(a3) = (a3 ')+ (a3 " ) + ( a3 ' " )  

(a3 ') = - (1 /c  ) U i#k)

Macierze ( A j " )  i  są analog iczne  zbudowane jak (A1 " )
i  (A,j" ' )  t jed yn ie  należy  zmienić znak na przeciwny i  w m ie j-

sce vtfi  s  k ’ 4 s  i  k* ? i  k s or az  składowy ch H n a l e ż y w sta
w ić  odpowiednio ^  g fc, £i |S ,k oraz składowe E

(A^) = -  ( 4 ^ / c ) ( a . łk )

(a9 ) = (a9 ' )  + (Ag " )

U s " )  = ( - r t / £ M 0)(F 23)

(A.jo) = (A-io  ̂ + Â10 )

Macierz (A^0 '" ) j e s t  a n a lo g ic z n ie  zbudowana jak ( A g " ) ,  t y l 
ko w m iejsce  ¿c, £ , Mq, wchodzą odpowiednio /? , i  , PQ oraz 

należy  zmienić znak przeciwny.
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Macierz ( A ( r ) ) X pow staje  z (A (r ))  przez z a s tą p ie n ie  e l e 
mentów przez ic h  w a r to śc i  zesp olone  sp rzężone .

Macierz (A (0 ))  powstaje z (A (r))  przez zerowanie wyra
żeń, w których w ystępują  j  a j .  - j  k , - j  k , -  j  k .r  r , i  r ,y  r , z
Macierz (B) j e s t  również ą u as id iagon a ln a , zbudowana z macie
rzy ( B ( 0 ) ) ,  ( B ( r ) ) ,  ( B ( r ) ) X, r = 1 , 2 , . . .  .  Macierz (B (r ) )  
j e s t  zbudowana następująco:

/CB1 ) , (B2 ) , ( o ) ,  ( o)  ,

(B3 ) , (B1 ) , ( 0 ) ,  (0) .

(Bg) , (O) , (Byjg)

(b^) ,  (o)  ,  ( ^ 3)

(B4 ) , (B1 0 )

(b5) ,

(16)

( B g )

(B? )

Macierz t r z e c ie g o  rzędu (B^) posiada jed y n ie  różne od zera e l e 
menty b ^ g  = -  b2 j = 1 ,

(Bg) = ( V c ) ( ^ k |1 W « t / c ) ( 4 1 , i ,k > kr , x  +

+ ( %/ c ) ( d i a g ( 4g ł1 t1  krfX . 42f 2 ł i  kr , y ^ 2 , 3 , 1  kr ,z>  +

+ (tój./cJCdiagC^lg^^ krłX+4gł 1 t g kr , z ,4 2 , 2 ,1 kr , x  +

+ 4 2 ,2 ,2  kr ,y  + ^ 2 ,2 ,3  kr , z ‘ <*2,3,1 kr , x  + ^ 2 ,3 ,2  kr ,y  +

+ ^2,3,3 ‘‘r.z5
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Macierz (B-j) j e s t  a n a lo g ic z n ie  zbudowana jak (B g) , ty lko  

. m i e j s c .  # l> k t1 .  na leży  . s t a w i ć
i  zmienić znak na przeciwny.

Macierz ( B ( r ) ) X powstaje z (B (r ) )  przez p r z e j ś c ie  do 
w a r to śc i  zespolonych sprzężonych.

(Ba) macierz diagonalna t r z e c ie g o  rzędu o elementach V. nT I | U | X

(Bę ) macierz diagonalna t r z e c ie g o  rzędu o elementach V„ nJ  * a , Ut X

(B6) = -  J ( 2 ( f 23)

(B?) = 1 (2  I / # * , , *  (F25)

(Bq) macierz w ie r sz  (B1 0 .  0 .  ° )

(B^) macierz w iersz  (Ng q, 0 ,  0)

(B10 ) wektor-kolumna o różnym od zera pierwszym elemencie  

' > 1 , 0

( B . . )  wektor-kolumna o różnym od zera pierwszym elemencie  

' > 2 , 0

<B1 2 ’ ■ <V1 , 0 , , >

(V  = (V2 , 0 >!t>

Macierz ( B ( r ) ) X otrzymuje s i ę  przez p r z e j ś c ie  do w artości  
zespolonych sprzężonych.
Macierz ( b ( 0 ) )  powstaje z (B (r ) )  przez zerowanie wyrazów
z co • k • k * k # r* r ,x*  r , y '  r , z
Macierz ( d) j e s t  a n a lo g ic z n ie  zbudowana jak macierz (B)
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Macierz (D^) posiada  różne od zera elementy d  ̂  ̂ = -d^  ̂ = 1

.  d ia sC d2 ,1 ,2kr ,x*  * 2 , 2 , 2  kr ,y*  * 2 , 3 , 2  kr ,  z ^ S / 0 ) *

.  d ia g (d2 , 1 , 1 kr , x  +* 2 ,1 ,2  kr ,y  + * 2 ,1 ,3  kr ,z *  * 2 ,2 ,1  kr f x +

+ * 2 , 2 , 2  kr ,y  + * 2 , 2 , 3  kr ,z *  * 2 ,3 ,1  kr , x  + * 2 ,3 ,2  kr ,y  +

+ * 2 ,3 ,3  kr , z )

P r z e j ś c ie  od macierzy (D2 ) do (D^) odbywa s i ę  a n a lo g ic z n ie  
jak  p r z e j ś c ie  od (B2 ) do (B^),
Diagonalne m acierze t r z e c ie g o  rzędu (D^) i  (D^) mają jako e l e 
menty odpowiednio V. n i  V- n .i f u #y £ f u f y
Macierze (Dg) i  (D^) są  a n a lo g ic z n ie  zbudowane jak  macierze
(Bz-) i  (B ,,) , t y lk o  w m iejsce  k wchodzi k . o ( r #x r #y
Wiersz o trzech  elementach (Dg) posiada różny od zera e l e 
ment środkowy i  równy q .
Podobnie j e s t  zbudowany w ie r sz  (D^), ty lk o  w m iejsce  Q 
wchodzi N2 q .
Wektor kolumny (D^q) i  ( D̂ ) *  różn ią  s i ę  od analogicznych  
(B1 0 ) i  (B^^), że różny od zera element drugi wynosi odpowied- 
nio c^/N1 ł0  lub c \  / » 2 ł 0 .
Elementy ( D ^ )  i  (D,^) r ó żn ią  s i ę  tym od (B1 2 ) i  , że w
m iejsce  V1#0fX, V2f0fX wchodzą odpowiednio V2#0>y.
Macierz (E) posiada również an a log iczn ą  budowę jak macierz
(B ) .  W macierzy (B^) t r z e c ie g o  rzędu s ą  jed y n ie  różne od zera  

elementy: ®2 1 = “ e1 2 = 1
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(E2 )=(acor /c)(<yi ł k t 3 ) + (ui . / c ) U 1 ł i ł k )k rfZ + ( c r / c )  .

. d ia g  (¿ 2 , 1 , 3  kr , x ’ ^ 2 , 2 , 3  kr , y *  4 2 , 3 , 3  kr t z ) + ^ r / c )  *

. d i a g  ( ¿ 2 , 1 , 1  k r , x  + ^ 2 , 1 , 2  kr , y  + A 2 , 1 , 3  kr , z ’ ^ 2 , 2 , 1  kr , x  +

+ 4 2 , 2 , 2  kr , y +42 , 2 , 3 kr , z ’ 'l2 , 3 , 1 kr f x+42 f 3 , 2 kr , y +42 , 3 , 3 kr , z )

P r z e j ś c i e  od (Ê ) do (Ê ) odbywa s i ę  a n a l o g i c z n i e  jak  w przy

padku a n a lo g i c z n y c h  macierzy (Bg) i  (B^) .
Macierz  (E^) i  (E^) są  d ia g o n a ln e  t r z e c i e g o  rzędu o e lementach
odpowiednio
Macierz (Eg) i  (E ,̂) są  a n a l o g i c z n i e  zbudowane jak (Bg) i  (B^,),
t y l k o  w m i e j s c e  k wchodzi  k .r , x  r , z
W w i e r s z a c h  (Eg) i  (E^) a n a lo g ic z n y c h  do (Bg) i  (B^) j e s t  r ó ż 
ny od zera  t r z e c i  element i  odpowiednio równy Q i  g .  

Podobnie  w wektorach  kolumnach (E,jg) i  (E^^) różny od zera  

element  c Q czy c | / N 2 Q przesuwa s i ę  na t r z e c i e  m i e j s c e  

W elementach  (E^? ) i  (E-j^) w y s tę p u ją  odpowiednio ^  0 a lub

V2 , 0 , z *
Macierze  (G) ,  ( I ) ,  (J)  do ty czą  j e d y n i e  d y s p e r s j i  p rz e s t r z e n n e j
i  i c h  e lementy r ó ż n i ą  s i ę  od elementów odpowiednich macierzy

( B ) ,  (D) ,  (E) tym,  że mnożone są  przez  j w .
Macierze  (K),  (M), (0)  pow sta ją  odpowiednio z macierzy (B),
(D ) ,  (E) przez  s k r e ś l e n i e  czynników jtu, oraz odpowiednio
- j  k , - j  k _ , - j  k i  przyrównanie do zera p o z o s t a ły c hr , x  r , y , z
składowych wektora k .  Mftpierz (L ), (N) ,  (P) z macierzy  (b ) ,

(D), (E) przez skreślenie współczynnika jw, oraz odpowiednio
- j  k , -j k , -j k i przyrównanie do zera pozostałychr,y »z r,x
składanych wektora k. Macierze te zawierają w swoich ełemen-
t a c h  wyrażenia  ora2 i Te aa-

me wyrażenia występują również w macierzach (Q), (R), (S), (t)
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(U ), (V), k tóre  różn ią  s i ę  od odpowiednich macierzy (K), (L ),  
(M), (N), ( 0 ) ,  (P) tym, że są  mnożone przez jw  .

Wyrazy n ie l in io w e  są  u j ę te  w formie dwu wektorów kolumn Nq

ją cą  indeksowi zero (w przypadku Nq są  t o  wyrazy kwadratowe 
o in d e k s ie  z e r o ) ,  wyrazy odpowiadające indeksowi r i  wyrazy 
zespolone sprzężone do ty ch  o s ta t n ic h .  Ze względu na a n a lo g ic z 
ną budowę tych  o s ta tn ic h  wypisywać n ie  będziemy. Odpowiednie 
c z ę ś c i  wektorów-kolumn oznaczać będziemy indeksem 0 lub r .

i  Każdą z n ich  można p o d z ie l i ć  na t r z y  c z ę ś c i ,  odpowiada-

IJ0 , 0 , 1 2 -1 4
an a log iczn e  do NQ Q , t y lk o  w m iejsce  indeksu

1 należy napisać  2 .

Nq q ,g _ 20 analog iczne  do NQ Q ty lk o  w m iejsce  £ , * ,  A,
M wchodzi S, f i ,  B, PQ.

(17)
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+ .rN „ ,  = - ( 1 / c )  V. . [(SH, / 9 t )  H
o , r , 1 - 3  i ł l »n L l ł ° n»]

♦ (M n>o/ 8t )H l i r  ♦ 2 (H„(0 Hl f p  ♦ Hl i 0  HB ir ) ♦

♦ (OH1>0/» t)H niP .  (8HDi0/ 8 t )  Hl f p ]

N , c = ( 1 / c ) £. . |(9E- / 0 t ) E  +(9E / 0 t )  E,o , r , 4 - 6  v ■ ' ' i , l , n l 2  1 , 0' ’ n ,r  ' n ,o  ' l , r jx ,n

♦ 2 H  \ T ♦ S1>0 E„ t r ) * ( » « i l0 / « )  E„ , r +

♦ ♦ K1>0 T1fp  -  H2 j0  o2 V2>p ♦

ł  B1 . r  *1 V  -  K2 ,r  *2 V2 ,o

No o = -  d iv  (N V + N V ) s  3 1 ,2  , r , 7 - 8  ' s , o  s , r  s , r  s . o '  1

!,o , r , 9 - 1 1 - - (V1 , r 7 >V1 . 0 ł  i (V 1 , r  kr>T1 .o  ł

ł  3 < V  W  -  c? ^ » 1 . ^ * 1 . .  ł  3 (kr ‘

- W )  O i , r  x B» * V  * B» 3

o r 12-14  an a lo g ic z n ie  zbudowane j e s t  Nq t y lk o  wN
m iejsce  indeksu "t należy napisać indeks 2 .

Ko,r.15-17 = -  i [ Mo * « 25' Mo> V \  * “r K  »<■>] ł

+ (*/H0)(M0 x Mr + Mr x M0 + Mo x j wr Mr )



88 Józef S zp ileck i

N analogicznie zbudowane do N tylko w miejsce_ o ,r ,18-20 °  _ o fr ,15 -17
£,<£, A i  M należy wstawić <?,/3, B, P.

(18)

* 1 ,0 .1 - 3  “ Ę  { 2 * * “„ Z  Hl . r ) *j.,n

+ 0 * 1 , ¿ “ K J  ł  K , r X/at)ttl , r }

» 1 ,0 ,4 -6  '  ( 1 / c ' ( 2 i  " A . A . /  * \ r  Ei , r >  *J.,11

+ (0B, /9 t)fi  X + (0E X/ 0 t )  E.. 1 + N- e- V-' l , r  n ,r  n ,r  l , r  J 1 ,r  1 1,
x +.r

+ N1 ,zX e 1 V1 ,r  “ N2 ,r X e2 V2 ,r  " N2 ,r  «2 V *

N, .  „ „ = -  d iv  (n V X + N X V ) s  = 1,2 1 f0 f7-8  x s f r  s fr s #r  s fr '

+r» , ,0 ,9 - 1 1  -  ! > , , /  +CV  ' ' )V1 .r I  + j ( V *  kr ) T1.

+ ’A , r  kr>V1 . / ]  + i*1 / < 1) l , 1 ,r l‘ 1  V  ł  V  1  V * >  *

- A  iT1 , i ^ 1 , 0 ) ( l / ( 1  + l l 1 ,rI /I ,1 ,0 >- l ) - c 1 (T1 .r I / *1 ,0 ) ( l / (1

+ » 1 , r ^ 1 , 0 >  - 1>

N1 0 12 14 ^a^-ogi-021̂ 6 zbudowane do Q , tylko indeks 1
należy zastąp ić  indeksem 2 ,
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Ni n i c  w  = ~ x ( ( 2A/M? ) ( 7 2 -  k? )M x + H X)1 +1 , 0 ,1 5 -1 7  L r  o r  r  r  J

+ (rt/M )M x  M X + ¿["m X x((?A/M2 ) ( 7 ? - k2h  + H )1  ' o r  r  L r  o r  r  r  J

+ (oc/M )M X x U o r  r

N1 0 18-20 ana^°Sicznl e zbudowane j e s t  do N1 Q 
miejsce A , « , £  i-M należy wstawić B, /3, i ,  i  P.

1 •> -  “ ( l / c )  ' V. ,  r Ĉ /Ł?t )(HL )H +1 , r ,  1-3  1 ‘ i , l , n  L T.,m n,r-m
j. |Qif n

+ (a/®t)(H ) a, x + j(w  + u  )e, h +n , r  x ,m-r 0 m r-m n,r-m

+ j (w E , H X +6,  H EL x )+(tf/tft)(lŁ ) o l , i  n,m-r m-r n,m l ,m - r  d.,r+m

.  H X + ( d / 0 t  )(H )JL x + j(w H. H x + n,m n,r-HE i,m r+m i,r+m m

+ ui H H-. X) 1 m n,r+m T.,m J

N„ . = N. , /  + N. . ‘1,r,4-6 1,r,4-o 1,r,4-6

N. , /  j e s t  an alogiczn ie  zbudowane jak N. . .. z tym i , r , 4 - b  1, r , 1—_>
miejsce  y  i  H należy wstawić 5 i  E

ty lk o  w

(19)

, że w
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N1 ,r ,4 - 6  * N1,m ®1 V1,r-m “ N2 , r  6 2 V2 ,r-m

+ N1.r-m e 1 V1,m ” N2 ,r -œ  ®2 ?2,m + N1,m e 1 V1,m-r  

-  W2,m e2 V2 , ffl- r X + N1 , r «  e 1 V1 , ffiX “  N2 ,r * n  e2 \ m  +

+ N1 ,r /2  ®1 V1 ,r /2  " N2 ,r /2  ®2 V2 ,r /2

N, „ „ » -  div(N V + N V + N V  3^tT,7-Q B,m s,r-m s,r-m s,m s,m s,m-r

+ N V X + N /o V / o) s » 1, 2s,ai+r s ,m s , r / 2  s , r / 2

N1,r ,9 -11  ~ "^V1fr /2  7 ^ 1 ,r /2  + ^ V1 ,r /2  kr /2   ̂ V1 , p/2  “

- b ^ K r / 2*  W  -  r (T1 ,m ^  V - »  ł  < \ r - .  ? > \ »  -

* ^ T1 . «  W  -  3(V1,r-m * (V1,m ^ 1 , - /  +

+ k- r ) - ^ 1,rw ̂ 1.»] +

+ t e , / » , )  j ï 1iJn * Br _m + V1>rHJ * Bn  + V ,jDi X +

ł  V «  1 B»*! '  ci -

-  (-  ° i  k.  V ' . » K , / ( ' + \ r V Bi , o >‘ 1>'  ei  ł

*  l« i , D- > i , o ) - 1 )+ A  ¡  V  *  * , . « * / » , , 0 ) - o  -

-  <7 ' W l , 0 K l / ‘1 + ł  A  (i kr™ •



Teoria rozchodzenia s ię  f a l  v p laśn ie  c ia ła  sta łeg o * •• 91

• ł  ł  «1 ( i  ’W 5 1 . 0 )  •

.  (1 / (1  1 \ * / » l ( 0 >-1 > *  Ą  ♦ » 1>t/ » n, „ ) - l )  -

•  »1 C ' ' ri . r V l , o ) ( l / ( l  + " 1 , .X)-  1) * °1<3 '

• (1 / (1  + i i , . I / » i . o ) - l )

io iji analogicznie zbudowane, ty lko w miejsce indeksu 1I j i |  lc* >4
należy napisać 2*

N1 i R “  Ś ( m x ( (2 A /1 ^ )V 2 M + H )-M x ( ( 2 A / l£ )  .1 , r ,  15-17 ( ni o r-m , r-m m o

. k_2 M   + M x ((2A/1^)V2 M + H ) -  U x((2A/M2 ) .r-m r-m r—m o m m  r-m o

. k2 M + M x ( ( 2A/M2 ) V2 M X + H X) + M x((2A/M2 ) .  m m m o m—r m—r r+m o

.  7 2 M X + H X)1 + (^/M ) (M x M + M x Mm m . J o m  r—m r—m m + M x M x + r+m a

ł  “m 1 V ,1 ł  \  • 3 " r , + M- n 1 "« • 3 ^  -  V »  31 C  •

• * “*  * *„  1 V /  • 3 V r > -  £ [“r/2  * « 2 ł ^ o ) 7 2 V 2  + Hr / 2 ) ‘

-  *r/2 1 > K / ł  K / l ]  + ^ “o)(l,r /2  *  *r/2 ł

+ Mr/2  xMr/2  * 3 K / ł  (20)

N1 r  18-20 3ą anal ° g i czni e zbudowane jak r  ty lko  w
miejsce & , ¿f, I  i  M należy wstawić 8 ,  fi , E i  P.

Wyrażenia z indeksem r/2  są słuszne jedynie d la  r  parzystych*
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5« Zakończenie

Wyprowadzone w pracy równanie macierzowe (9 ) zawiera bardzo wiele  
inform acji, dotyczącej rozchodzenia s i ę  f a l  w ośrodku zdefiniowa
łam we w stęp ie . Jak z postaci równania i  jego współczynników wyni
ka postaó jego j e s t  bardzo złożona. Dlatego przed rozpatrywaniem 
rozwiązań równania rozpatrzy ny w szeregu prac następnych k ilk a  
przypadków szczególnych, pozwalających wydobyć sens fizykalny wy
rażeń występujących w równaniu.

Wpłynęło do Redakcji 2 , XI, 67 r .
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T£OFHH PACIIPOCT PAHBHMH BCJIH B. ÜJIA3ME THEPflOrO TEJIA 
C 4EPP03JIEKTPM4ECKMMM H 4>EPPOMArHMTHbíMM CBOÍlCTBAMM

P e  3 x> a  e

OcHOBUBaact Ha pafiOTe [ 3 ,  4 ]  aB Top, npHHxaax b o  BHHaaHHe n e -  
HHHeÜHOCTb íHaaeKTpHUeCKOfl e  H Ma THHTHOtt U HpOHHUae HOCTH, 
oflofiAHA $opayflHpoBKy npoflJie»« pacnpocTpaHeHHH bojüh  b  ó e c x o H e q -  
h o h  3JiexTponpoBOAHmeu t  Be p a o  a  T e s e ,  onHCaHHoa xoopAHHaTaaH 
KapTe3Ha ( x ,  y ,  b ) ,  h naen m ea  $eppoaaeXTpHwecxHe h $eppoaarH H T - 
HHe CBOftCTBa.

Kpoae T oro , aBTopoa y i r e H a  npocTpaHCTBeHHas x u c n e p c u s  a h s -  
xexT pH aecxofl h  aarHHTHoft npoHHQaeaocTH c  orpaHHneHHea c b o h x  

paccaaTpHBaHHtt x n e p su a  h  BTopua npoH3BoxHna no npocTpaHCT- 
BeHHBia xoopAHHaTaa» B cayu ae  rnpoaa rHHTHbix Tea cymecTByeT B o a -  
aoxHOCTB orpaHHWHTbca x nepBua npoHaBOXHHa, b  cayw ae u eH T p aat-  
h o K cxaaeTpHH -  x BTOpua. Kpoae T oro , npnHHaaa npoH3BoabHyx> 
KoopAXHaTHyn CHCTeay, He ofiaaaTeabHO b  HanpaaaeHHH npHHQHnHaxb- 
h h x  ocefl TeH30pa aaexTpHtiecRoM m aarHHTHoit npoHHnaeaocTH h  n p o -  
H3BoabHoe pacnoaoxeHHe b o x h o b o t o  BeKTopa x h  nocToxHHbie x o a n o -  
HeHTbi BeüHUHH, BbiCTynanmHX B ypaBHeHHH, aBTop noaytiHa o6myi) 
<t>opayAHpoBKy n p o ó a e i« , xoT opys a ^ h  xoanaexcH oro n p exoT aB ae h m h  

b o h h ,  B03U0XH0 onncaTb aaTpHHHua Ax$$epeHnüaxbHbia ypaBHeHHda 
( 9 ) ,  rxe C -  BexTop -  c r o a (5 c aaeaeHTaxH, cooTBeTCTBymuHHH 
nooqepeAH B cea  Heh 3Bec t h h m  BexHHHHaa b  ypaBHeHHH: E ^ , Ey , E^,

Hx* Hy* Hb* Px» Py* Pz» ‘Se* My ' Mz* V1 ,x *  v i , y »  v l , z »  v2 , x *  
v2 *y* v2 , z *  *  N2*

J lD Ó a a  H 3  3THX B e aH H H H  x a e e T  c a e A y » n ¡ H e  x o u n o H e h t m :

1 .  He B o a  H O B o r o  x a p a x i e p a  ( n o c T O H H H a a  k h h  $ yH X U H H  B p e a e H H  h n p o -  

CTpaH C T B eH H hlX  XOOpAllHaT )  H

2 .  npHHaAJiexamwe x n a c T O T a a  u l ,  . r  = 1 , 2 . . . .

I locR oxbxy  a n f i o f l  n a o T o x e  O T B e a a e T  2 x 2 0  B e a h h h h  La H u e H —

h o  BeaHHHHbi h  k x  x o a n a e x c H H e  c o n p a x e H H b i e  )  n o p a A O x  B e x T o p a  -  

C T o a O a  p a B e H  2 0  L.1 + 2 n ) ,  K B aA paT H bie  u a T pnnu L A ) , . . . L V )  3 T o r o  

y p a B H e H H H  T o r o  ace n o p a A x a .

P a f iO T a  C y A e T  h c x o a h o »  t o h k o K c a e x y n m H X  p a ó O T .
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THEOK OP WAVE PROPAGATION IN SOL3D-STAOB BGDI PLASMA 
WITH EERROEIBCTRIC AND IERROMAGNETIC PROPERTIES

S u m m a r y

Baaing on paper [ 3 ,  4j the author g en era lises  the formulation o f  
the wave propagation problem in  an i n f i n i t e  s o l id  body described  
by Cartesian coordinates (x, y ,  z ) ,  which conducts e l e c t r i c i t y  and 
posesses f e r r o e le c tr ic  and ferromagnetic properties , taking in to  
consideration  the non l in e a r ity  o f  d i e l e c t r i c  ( s )  and magnetic (fj) 
perm eability .

Besides the author has taken in to  account the s p a t ia l  d isper
s io n  o f  d i e l e c t r i c  and magnetic perm eability , l im it in g  i t s  consi
derations to  the f i r s t  and second d er iv a t iv es  with respect to  the 
s p a t ia l  coordinates . In  the case o f  gyrotropic bodies one can l i 
mit o n ese lf  to  the f i r s t  d e r iv a t iv es ,  i n  the case o f  media with a 
centra l symmetry-to the second pnes. B esides, choosing a quodlibed 
coordinate system, not n ecessar ily  ly in g  along the principal axes 
o f  the e le c t r i c  or magnetic permeability tensor , and not determi
ning p rec ise ly  the s i t u a t io n  o f  the wave vector  k, and the con
stant components o f  quantities  appearing i n  the equation, he has 
obtained a general formulation o f  the problem, which thanks to  the 
acceptance o f  a complex representation o f  waves, can be described  
ty means o f  the matrix d i f f e r e n t ia l  equation ( 9 ) ,  where C i s  a 
vector-column with the elements corresponding success ively  to  a l l
the unknown quan tities  i n  the equation: E , E , E , H , H , H ,x* y* z* x ’ y* z ’
P , P , P , M , M , M , V, , V.. , V, , , V0 , V„ , N1f N0 .x* y* z* x* y* z ’ 1,x* 1 ,Y 1,z* 2 ,x ’ 2,y* 2,z* 1* 2

Everyone o f  these quantities  has components:

1 ,  Of non-wave character (constant or functions of time and space 
coordinates) and

2 ,  According to  frequency cu , i  = 1 , 2 , . , . n .
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Because to  every frequency correspond 2 x 20 quantities
( i . e .  quantities  and th e ir  complex conjugates) the range o f  the 
yector-column C i s  20 (1 + 2n). The square matrices (a ) , . . .  (v ) 
o f  th is  equation are o f  the same range too .


