
ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIKI ŚIĄSKIEJ 
Seria* MATEMAWKA -  PIZiKA z .  14

1969 
Nr k o l . 243

JÓZEF SZPIIECKI 
Katedra Fizyki B
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IERROEIEKTIY KA I. IERROMAGNETY KA

S treszczen ie .  Spośród różnych zagadnień, jakie wiążą s ię  
z problemem, sformułowanym w p ostaci równania ( 9) pracy C l] 
rozpatrzono zagadnienie lin iow e stanu ustalonego, w którym 
amplitudy f a l  są  wielkościam i sta łym i. W tym przypadku do 
głosu  dochodzi jedynie macierz ( f ) .  Badanie m iejsc zerowych 
wyznacznika t e j  macierzy daje związki dyspersyjne, wiążące 
^  z wektorami falowymi k^. Przedstawienie tych związków
w formie macierzowej pozwala stosunkowo prosto przedyskuto
wać za leżn ość tych związków od w ie lk o śc i, występujących w 
równaniu. Rozpatrzono szereg przypadków szczególnych. Przez 
pewne upraszczające za łożen ia  można przejść  do sformułowań 
analogicznych zagadnień poprzednich prac.

1 . Wstęp

W pracy [ 1]  wyprowadzono równanie różniczkowe (9 ) , opisujące za
chowanie s ię  f a l  w plazmie c ia ła  s ta łeg o  o własnościach fe r r o e le k -  
tryka i  ferromagnetyka. Przed przejściem  do ogólnego przypadku roz
patrzymy szereg  przypadków szczególnych. Zagadnienie j e s t  w najogól
niejszym przypadku n ie lin io w e . J e ż e li  jako pierwsze przyb liżen ie  
przyjmiemy linearyzowane zagadnienie, wtedy jako pierwszy problem  
nasuwa s ię  badanie stanu ustalonego linearyzowanego zagadnienia, 
przy założeniu  s ta ły c h  amplitud f a l .  Oznacza to  ograniczenie s ię  
do rozpatrywania równania.

(F) C o 0 (1 )
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Jednorodny układ równań ( i )  posiada n ietryw ialne rozw iązanie, je 
ż e l i  wyznacznik układu

det (P) = 0  (2 )

Daje to  związki między i  k , c z y l i  związki dyspersyjne, któ
rym poświęcony j e s t  artykuł n in ie js z y .

Ze względu na skomplikowaną postać wyrażeń, występujących w ma
c ierzy  (p ), odsyłany czy te ln ik a  do te j  pracy D l.

2 . itewne przypadki szczególne

Równanie ( 1 ) posiada n ietryw iaine rozw iązanie, j e ż e l i  wyznacznik 
tego równania j e s t  równy zeru. Ponieważ w problemie f a l  stacjon ar
nych w artości s ta łe  należy uważać za znane, wystarczy rozpatrzeć  
d e t (p (r ) ) .  Rozważanie d la  (p (r ) )x przebiega an a log iczn ie . Zero
wanie tego ^ zn a czn ik a  daje zw iązki, jak ie  muszą zachodzić między 

i  k^ oraz jego składowymi. Z p o sta ci tego równania wynika, 
że bardzo dużą r o lę  odgrywają w nim w artości s ta łe  poszczególnych  
w ie lk o śc i. Przez ic h  specyfikację  można otrzymać różne przypadki i  
różne zachowanie s ię  ośrodka. Ze względu na bardzo złożoną postać  
tego  rów nania, dobrze je s t  zorientować s i ę ,  znikanie jakich w ie l
kości wywołuje degenerację problemu lub też  pozwala sprowadzić go 
do postaci p r o s tsz e j .

J e ż e li  założymy, że Pq i  w szystkie jego składowe są równe zeru, 
wtedy również (p^ ) = 0 i  można w y d zie lić  z równania czynnik
det (P„c ) = 0 . Przy uwzględnieniu warunku P = 0 i  po pomnożeniu 

2b o
przez w ielkość zespoloną sprzężoną, otrzymujemy*

tu2 \ -J  + (<?E f  + ( Ś E  f  + ( SB  f l  -  0r  L r  o ,x  o,y o ,z  J (3 )
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Daje to podwójny pierw iastek to^ -  0 oraz wartość

Wr i  \ l (  $E  f  + ( SE f  + ( SE f  (4 )V o ,x  o,y o,.z

W przypadku znikania wektora pola elektrycznego, otrzymujemy dal
sze w artości co = 0 .r

K olejnie za ło ż e n ie , że Mo = 0 i  podobnie jego składowe, c z y li  
( f ^ )  = 0 daje równanie d e t (F ^ )  = 0 , analogiczne do (3 ) , z tym 
że w m iejsce Eq i  jego składowych wchodzą i  jego składowe* 

Założenie ( f ^ )  = 0 , co je s t  możliwe d la  0 lub Ó*
i  pomnożenie przez wartość zespoloną sprzężoną równania detC F^)«  
= 0 daje

(w -(V„ A k + V„ n k + V„ A k )f = 0 ( 5 )r  2 ,0 ,x  r ,x  2 ,0 ,y  r ,y  2 ,0 ,z r , z "

co daje podwójną za leżność

co = V .  k + V„ _ k + 0 k (6 )r  2 ,0 ,x  r ,x  2 ,0 ,y  r ,y  2 ,0 , z r ,z

I  tu  co = 0 ,  gdy zerują s ię  składowe prędkości V_r t
Podobnie, gdy = 0 , c z y li  gdy c 1—  0 , lub N1 Q—-  00

otrzymujemy analogiczny związek, z tym, że w m iejsce V? Q i  je j  
składowych wchodzą V1 Q i  je j  składowe, wtedy otrzymujemy zwią
zek det(F^) = 0 , który można podobnie potraktować, jak równanie
det(F 11) -  0.

Założenie (f^) = 0 , c z y li  o- *"0 » pozwala w yd zie lić  czynnik 
d et(F 1g) = 0 , co daje potrójry pierw iastek

<*>T  = -  (V  r 2 )  j (7 )

Założenie to  może by ć sprzeczne z podanym wyżej założeniem
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Podobnie p rzy jęc ie  (p^) = O, c z y l i  g - *"0 pozwala z rów
nania det (P-jg) ■ 0 otrzymać

.  i  (1 /  j (8 )

Po tych w szystk ich  uproszczeniach, p ozosta je , wynikające z równań 
Mazwella równanie

det

, Cp2 )N

W  • <*,)/
(9)

J e ż e li ze w szystk ich  wyrazów tego równania wyłączyatf czynnik j 
jako wspólny i  oznaczy^

' . , 1 . 1  + kr , j  ' . , 1 . 2  ł  kr ,z  ' . , 1 , 3  ‘  ?.  <*•’ > (10>

8 « 4 ,2  i  -  1 ,2 ,3

f  . elementy macierzy (P .)  lub (P? ) ,8|1|&  t ^
oraz

Da (*n, pg) -  f s ,p ,q  “ ^s,m ,q f s ,p ,n  8 “ 4,2

i  podobnie d la  Innych kombinacji indeksów, wtedy równanie ( 9 ) moż
na napisać w postaci*



Związki dyspersyjne w p laśnie c ia ła  s t a ł e g o . , . 101

- (kr ,x  V 1 l K , y ?4 (21K . z  P2 (11) *

ł  kr ,v  P2 ( 2 , K , z  p2 ‘3 1 » -  [kr ,z  V " - 2 3 K , y V 11’22)]  •

• [ kr ,y D2 ^ - 33K . x “2 (21>33)]  -  f c . , ,  D4 i - 1.3 3 )  4

+ * * ,7  V 1 1 ,3 2 )]  • [ * r , z D2 (J2 ,32 ) - k . ^  d2 (21f32 ) | * 

ł [kr ,z  V 21>3 3 )łk r ,y V 21-32)l [ kr ,z  D2 f e l -33)+kr ,yB2<21 >32>]*

+ [kr ,z  D4( ’ 1. 3 3 K . J  V 11>32>][kr ,z  V 12-33K , k D2 ( " > 32)l +

♦ Ł , »  “„ ( ^ « K . k  D4( l1 ,2 2 ) ] [k r i j  ^ ( 1 2 , 3 3 ) 4 ^ ( 1 1 , 3 2 ) ] -  

- [ kr ,z  D4(2 2 .3 3 )-kr , x D4(21 ,32 )][k r iS  D2 (11 ,33> 4 ^ ( 1 1 , 3 2 ) ] *  

ł [kr ,yD4 ( '2 .2 3 )4 kr , x D4 ( l1 ,2 3 ) ][k r>y V 12"23K , k  D2 (1 1 ,2 3 )]4

ł [kr ,y V 12*33)+kr , k D4 ( " - 33f £r . z D2 ( ,2 '2 3 K , k D2 i ' 1*2 2 ) ] -  

- [ kr ,y D4(22>33)łk r ,k  ”4 <21' 33 | S - , z B2 (" .2 3 K k riJ D2 ( ,1 ,2 2 )J -  

-  det (P^) .  det (P^) = 0

( 12)

Ponieważ wyłączono przed wyznacznik j^ , należy wyznacznik ( 1 2 ) 
pomnożyć przez ten  czynnik.
Występujące w równaniu ( 1 2 ) wyrażenia posiadają następujące war
to śc i:
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det (P2 ) » f 2f1>1 f̂ 2 ,2 ,2  *2 ,3 ,3  " * 2 ,2 ,3  *2 ,3 ,2^  “

“ *2 ,2 ,1  (*2 ,1 ,2  *2 ,3 ,3  " * 2 ,1 ,3  *2,3 ,2^  + *2 ,3 ,1

* (* 2 ,1 ,2  * 2 ,2 ,3  " *2 ,1 ,3  *2 ,2 ,2^

Występujące tu  iloczyn y  są typu

(13)

( f2 ,B ,n  f 2 ,P ,q  * 1 *  ”  • 1 *  P ( U )
k # n , k 4 q

Iloczyn

*2 ,m,n *2 ,p ,q  “ Re f̂ 2 ,m,n *2,p,q^ + d ^ * 2 , * , »  *2,p,q^

gdzie

Re *̂2 ,m,n *2,p ,q^ “ H ^ c ^ { ^m,n ^p,q  “ kr  4 1 ,» ,n ^ p ,q  "

Ą » ,q 2  J 2 ,m ,s ks ,n  ’  ^  ^m .n.s kr ,x g §  -tfp ,q ,t  kr,3•x t

" kr A n ,n  ^1t p ,q  + kr  ‘d1,m,n 4 1 ,p ,q  + kr  4 1 ,p ,q  *
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f2,p,q^ = ^ j / C ^ { “ Ą > ,ą  ^  ¿m.n.s kr ,x s ~A n,n  * 
3 3 t 3

* ^ P .^ .s kr ,x g + A .m .n ^ J  p ,q ,s  kr ,x g + ^  A2 ,m ,sks ,n

* S  i p »q łt kr*xt + kr 4 i »p»q S
’ 3

rfm ,n,s kr ,x g * ^  4 ? ,P ,t  kt , q )

k + 
® » n *s  r | X .

(17)

Iloczyn

f 2 , i ,k  ^ .m .n  f 2 ,p ,q  “ W / ^ ^ L .k  " kr A , i , k  
• >

“ ¿ 1  ¿ 0 -i «, K  • Re f̂O n. n %  n o )+(<d/c) •2 , i , s  s ,k  2,m,n 2 ,p ,q  r

• . S  v 0 k„ v * m t, f o n I Inl(fo „ r> f O rJ *s ^ i  9 3  2 $m f n  2 , p ,  q l  2 , 111,11 2 , p , q

3
. U r/ c ) ( Ą fk -  k2r  41 | i ( k - g j ? ( i i 3  kg fk ) - ( ^ / c )  .

• Ż  SĄ V a K  Y .  Re(f9 m f ,  n J  (38)g = -j i f k , s  r »x g  2 f m ,n  <_# p , q  J

Er*,y ob liczen iu  wyrażeń (16 )— C18) pominięto czynnik j? lub jA  
Przy odpowiedniej zmianie znaku i  oznaczeń otrzymujemy a n a lo g icz 
nie det (F4 ) . Mianowicie -  ^  4 , ^ .  należy

zastąp ić  przez - ^ i | k , 4 ?fifj£ .
k oznaczają elementy macierzy (k ), k__ ko le jne  składowe s,K r , x
k , k , k .r , x ’ r , y ’ r , z

kr , x  f 2 ,1 ,1  + kr ,y  f 2 ,1 ,2  + kr , z  k2 ,1 ,3  = ^ r ^ kr , x  A ,1  +

+ kr ,y  A ,?  + kr , z  A , 3^“  ̂ ^kr , x  A ,  1,3 kr ,x f
s
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+ kr ,y  S 1 , 2 , s  kr ,x  + kr ,z  51 ,3 ,s  kr ,x  J  "  kr (kr ,x  *1 ,1 ,1  +

4-

’ z “ ¿ 1  (kr ,x ^ 2 ,1 , s  ks,1

kr ,y  ^ 2 ,1 ,s  ks ,2  + kr ,z  d2 ,1 ,s  ks ,3 ^ |

+ k * 1 ,1 ,2  + k:r ,y

S y ra ten i. typu kr>y *

+ kr ,x  " *2 ,1 ,3  *2 ,2 ,1^  ’  kr ,y  S 2 ^ W ' 2 3 ^ *

+ x D? (1 1 ,2 3 ) można prosto wyrazić przez (1 8 ),

Analogicznie o b licza ją  s ię  wyrażenia zawierające elementy macie
rzy (P^).

3 . Obniżenie rzęcUi równania d e t(F (r ))  = 0

Iteąd równania d e t (? (r ) )  = 0 można obniżyć przez częściową e lim i
nację niektórych zmiennych. N ajprościej robi s ię  to  d la  P, M, N^, 
N? przy pomocy równań

( * „ )  B + (f - )v 2b' P = 0

(F? 3 ) H + .(F24^ M = 0

(p6> V1 + (f9 ) N1 = 0

(F10> V2 + ( f  ) 11 1 N2 = 0

(?0 )

W m iejsce macierzy 20 rzędu otrzymujemy macierz rzędu 12 o nastę
pującej p ostaci!
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/ ( ? , )

< V - < ?5><P2 6 r 1 (P 25>-

( i ? w p 3 ) ( i 2 4 r 1 ( i2 3 ) .

(pn )

( j , 3 )

W

(0 )

(? 1<;) - (p 17)(p0 r 1(p0 ) ,  

(o)

16' 1 7 ' 9 7 '"8;

(p14) - ( P i5 ) (p2 4 r l (f2 3 ) ,

(p2 , ) - ( ? 2 2 )(p2 4 r l (p2 3 ),

(o)

(F? )

(0 )

(2 1 )

(Pie ) - (P i9 K p „ ) - 1. ( p , o ) /

Z postaci t e j  wynika, że równanie to  daje s ię  rozłożyć na p rostsze , 
j e ż e l i  spełn ione są warunki (P^) = (P&) ■ 0 , co je s t  możliwe d la  

0 °  0 '  t e j  w artości. Wtedy otrzymujenęr
następujące związki*

(F ,)
det

(p2 ) - ( p3 )(p2 4 )"1 (p2 3 ^

. ( p > ( p j ( p 0 , r l (p0 j ,2 6 ' 25 (F.,)

d e t {(P 1fi)-(F 17)(F9 r 1(P8 )} = 0

(2 2 )

(23)

det { CP1 e> -(P ,9 ) ( p , , r 1 (P10) J .  0 (2 4 )
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W przypadku, gdy upraszczające za łożen ia  n ie są spełn ione wyznacz
nik  macierzy (32) posiada następującą postać:

'(p 1 ) , (f2 ) - (* 3 K p2 4 )"1 (p23 )
det

v(P2Q)» (P2 1 “̂ P̂2 2 ^ P24^ ^ 2 3 ^

. d et{(P l 6 )-(P 17)(F9 )“ 1(Pa ) j  det ( p7 )

' ( V , (p2 )-(p 3 )(p2 4 r 1(p2 3 )
+ det

k(* 13 ) .  Cp34 ) - (P35 X ^ 4 >-1 (^23 >y

. d e t  { ( ł 1Q)-(F 1g)CF1 i r 1(F1Q) } d e t ( F 6 ) -

(p2 )-(p 3 )(p2 4 r 1<p2 3 r

(f4 ) - ( f 5 ) ( p? 6 )“1 (f2 5 ), (p / )

• de_t {(P16 )“ CPi7 )(Pg )”1 (Fs  >}det {^P18 9 )CP11 Cp10 ̂  = 0 (25)

Fizykalnie równania (2 3 ) i  (2 4 ) opisują w łasności plazmowe, ze 
względu na występujące w nich parametry charakteryzujące plazmę.
W równaniu (22 ) znajdują swój wyraz równania Maxwella oraz równa
n ia  opisujące dynamikę zmian p o laryzacji e lektrycznej i  magnetycz
ne j .
Równanie d e t = 0 po prostych p rzek szta ł
ceniach i  pomnożeniu przez w artość zespoloną sprzężoną, może być 
napisane w p o s ta c i :
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r ,y

2 +y

{ ( i / t , ) 3 -  3 h / ^ ) < Ą  -  ( v * ,  ) [ • ? < * , . ,  * *r , y *

* kr ,z  + kr ,x  kr ,z  + kr ,z  kr ,y  " V1 ,o ,x  kr ,x

-  V k -  V_ k f  -  (e./u i.,c)2 (B 2 + B1 .0 ,y  r ,y  1 ,o ,z  r ,z  1 1 o ,x  o,

+ B 2 ) l  + c2 o j(k  + k + k )2/(cu -  V. k -  o ,z  1 r  r ,x  r ,y  r ,z  r  1»o,x r ,x

-  V, k -  V, k )]2 + |3 (1  / O 2 oj -  cu 3 -1»o,y r ,y  1 ,o ,z  r ,z  J l 1 r r

" % [°1  k̂r ,x  + kr ,y  + kr f z^ k̂r ,y  kr ,z  + kr ,z  kr ,x  +

+ kr ,x  kr , y ^ wr  " V1 ,o ,x  kr ,x  " V1 ,o ,y  kr ,y  “ V1 ,o ,z  kr ,z^

-  < V l ' )i(B o ,x2 + Bo . /  + Bo, z2 ) ]  -  [ c 1( l/C 1Kl‘r .:t * * r ,y *

+ k )2/(cu -  V„ k -  V„ k -  V, k ) -  r ,z  r  1 ,o ,x  r ,x  1 ,o ,y  r ,y  1 ,o ,z  r ,z

-  c^(k + k + k )4/(o> -  V, k -  V1 k1 r ,x  r ,y  r , z / / N r 1 ,o ,x  r ,x  1 ,o ,y  r ,y

-  V„ k )31 + Tc? (k + k + k )/(cu -  V, k1 . 0 , z  r , z '  J L 1 r *x r *y r »2 r  1t°»x r tx

-  V, k -  V. k )(e.,/m.1c )2 (k B 2 + k B 2 +1»°.y r ,y  1 ,o ,z  r fz Y  1 r ,x  o ,x  r ,y  o ,y

+ k B 2 )1  } 2 -  0 (26)r , z  o , z  JJ

Podobną postać posiada równanie*

det { (I 18)-(» 19)(» 1, r 1( l 10) }  -  o
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z tym, że w m iejsce indeksu 1 w wyrażeniach •c c ^ ,  e^, m ,̂
V„ , V„ , V. należy podstawić analogiczne w ie lk ości z1 ,o ,x ’ 1 ,o ,y*  1 ,o ,z
indeksem 2 .

O bliczenie wyznacznika (2? )  wymaga wstępnego ob liczen ia  wielko
ś c i ,  które odróżniają to  równanie od równania ( 1 3 ) . Można napisać

(P2 4 ) ' 1 « ad ( f 2 4 ) /  det (F2 4 ) (2 7 )

Oznaczając

£H + Mn f  g(2A/M 2 ) k 2 + j cj )1 = Xo ,x . o ,x . L o r  r  o j  i’ 1 * i

i  -  1, 2 , 3

x1 = x *2 = y* = z , X1 = X, X2 = Y, X3 -  Z

otrzymujemy d la  wyznacznika det (f^  ) i  elementów ma.cierzy
«1 (F? 4 ) -  ( r i i k )

det (F? 4 ) .  -  i  Cd.3 -  a J  (J2 + Y? + Z2 )

f 1.1
= ~ cu? . X 2 r

*2.2
= - o ,2 + Y2 r

*3,3
= - 2 „2 cJ  + Z r

V
= - j  Z +

*1.3 O wr Y -  Z

T2 .' = j w Z + X r

(2 8 )

(29)
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*2 ,3  " “ i  “ r  X + Z Y

r ,  .  « -  j w  y -  z x  (2 9 )' r

Elementy zaś macierzy ad (Fg^) ^ 2 3  ̂ Są nastęPu^ ceł

*1 ,1 - " -  H  (Z Mo ,z  + 1  " o . , 5 * + 1  " o , ,  -  2 “o , , )S

F1.2* " " /  " . . .  £" ł  1  (- * V  ł  2 “o ,x ) S  ł  H Y V 8‘

P1 ,3 ' '  -  “o ,* 5 ł  1  ( I  “o.y  ’  1 * ..x >  * ł  2 " o ,x £

(30)

F„ = -  w 2 M £ + Y (Y M -  Z M ) fi + jw X li l2,1* r  o ,z  o ,z  o,y - r  o,y

P„ „ , = -  jej (z M + X M ) 6 + Y (Z M -X M  ) ł  2 ,2 ’ J :r ' o ,z  o , x '  o ,x  o ,z ’

F„ = o>2 M £ + Y (x M -  Y M )£ + k  ZH £2,3* r  o ,x  o,y o ,x /& ■'> o,y

F, „ , = w 2 M fi f  Z (Y M -  Z M ) 6 + ju> X M £3,1* r  o ,y  o ,z  o , y ' °  J r  o ,z

F-, o* » M £ + Z (X M -Z M  ) £ + j w Y M £3,2* r  o ,x  o ,z  o , x ' Ł  ̂ r  o ,z

F, _ , = - j ( J  (ym  + X M )£ + z (y m -  x  m )e  3,3* 0 r  o ,y  o ,x ' o ,x  o,y

•“1
J e ż e li  d la  skrócenia oznaczynęr (F  ̂ ) « (p^JCp^^) oraz
(F^ ) = (F5 )(P2 6 r 1 (F25 ), wtedy

(p,' ) = U * j  w / c  det (F 4 ) ) ( j" ;  /S Fs' ) (31)
4 = 1 *
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Ze względu na analogiczną budowę podobnie do ob liczeń  macierzy 
(Fp ) przebiegają o b liczen ia  macierzy (f ' ) .

Równanie det
“ 9 (32)

(P-l ) (*2 )-(Fp )

) , (P l )

może być doprowadzone do podobnej p ostaci jak równanie (2 3 ) 

- (kr . A ( l l )  -  ' i  (11 ,)+  kl ' , A f e l , ‘  P4 ♦ kr , 2 (V 3 l )  -

-  r t  ( 3 l ) ) ) . ( k r ij ,(p? ( n ) - p ;  (1 1 ))  ł  kr i y ( f 2 ( 2 l ) - ^  (2 1 ) )  +

•  kr i a ( p , ( 3 l )  -  F' ( 3 1 ) ) ) -  [k r _z D ,( 11 , 2 3 ) * kr<y 5 ,( 1 1 ,2 2 ) ]  .

• Ckr ,y  V ? ? -33> * \ , x  52 fe 1.3 3 ) ] - [ k r>4 5 ,(1 1 ,3 3 )  * ^  . 

. 54 ( ” ,3 2 ) ] . [ l 'r jZ  5 ,(2 2 ,3 2 )  -  kr>x 5 ,(2 1 ,3 2 )]+  [ k r>4 5 ,( 2 1 ,3 3 )  +

•  kr>j 5 ,( 2 1 ,3 2 )][k IiZ  D? (21 ,33 ) * kr>j 5 ,(2 1 .3 2 )  4

+ [ kr , z » , ( ” .3 3 ) -  kr ,y  54 ( ' 1.3 2 )J [kr , ,  B2 (1 2 .3 3 ) -  kr>4 .

• V 11-32)M kr ,k  B4 i l3 >23)- *r>x D4 i l 1 -?2 ) ] [ Łr , z B2 (1 2 ,3 3 ) 4 

ł  kr .x  V 11’32)] - [ kr ,s  » ,(2 2 .3 3 )  -  k ^  6 ,(2 1 ,3 2 ) ]  [ k ^  .

. 5 ,(1 1 ,3 3 )  + kr _y 5 ,(1 1 ,3 2 )]  4 [k r>y 5 ,(1 2 ,2 3 )  4 kr<it 5 ,( 1 1 ,2 3 ) ]  .

• [ kr ,y  (12,2 3 ) 4 k. 5 ,(1 1 ,2 3 )]  4 [k  B (12 ,33 ) 4 t  .
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.  5 ,(1 1 ,3 3 ) ]  [k r>s D2 (12>J3) -  kr _x 5 , ( 11 . 2 2 ) ]  - [k r iy 54 (22,3 3 )  ♦ 

ł  Łr ,k  B4 f e l >33)]  [kr  s  52 (11 .23) ♦ kr(y  5 ,(1 1 ,2 2 ) ] -

-  det [(P 2 ) - ( i?’ ) ]  .  det [(P4 )-(P 4’ ) ]  -  0 (3 3 )

Przy tym wypracowano następujące oznaczenia, analogicznie do ( lo )

i  ( 1 1 )

(34)

k f ' 1 + k f ' . .  + k f '  . .  = F' ( i , l )r ,x  s , i ,1 r ,y  s , i ,2 r ,z  s , i ,3  s ' » '

s  ss i  =

i  podobne d la  innych kombinacji indeksów,

D (mn,pq) = ( f  -  f '  ) ( f  -  f* ) -s ’ s,m ,n  s,m ,n s ,p ,q  s ,p ,q

-  ( f  -  f  ) ( f  -  f '  ) (35)s ,p ,n  s ,p ,n  s,m ,q  s,m ,q

s = 4,2

Inacze 3

D (mn,pq) = D (mn,pq) + D' (mn,pq) -  D' (mn)D (pq) -  3 s s s s

-  Ds  (pq) Ds (m n ) (3 6 )
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przy czym

D' (irm)n (pq) a i '  f  — f  f '
S v '  s '*  '  s,m ,n  S,p,q s ,m ,q  s ,p ,n

(37)
D' (mn.pq) = f '  f '  -  f '  f '  s v ** s ,m ,n  s ,p ,q  s,m ,q  s ,p ,n

det [(Ps )-(Pg )]= det(Fs )-d et ( f '  )-< le t(? g ^  )+ d e t{ V g^ ) (38)

gdzie

det = ^ 8 , i , n  f s ,p ,q  “ f s,m ,q f s ,p ,n^  f s , i , j

i  * m, i  i  p, j M ,  j 4  4* i , j  *» 1 ,2 ,3  (39)

det P̂s ,2^  = f̂ s,m ,n  f S ,p ,q  ” f s,m ,q f s ,p ,n ^ f s , i , j

i  * m, i  4  P, i  *  n , j * q, i , j  -  1 ,2 ,3  (40)

Wyrażenia powyższe mogą być napisane w innej p o sta c i.
Piszemy je  d la  (f  ̂ )* *ze względu na analogiczny rachunek.
W formułach tych występują w ie lk ości F' , z (30)

Fj ( i , 0  -  (4 ^  jw ^ c  det (P2 4 ))  [ / 3 1 f1 (krfX i , t1 +
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^2 («“ .P i)  -  U * J ' V c de* (r24 ) ,? I ^ , 1  ■% ,! Ą>, 1 )-

• (pi , n P2 ( ,  -  P2 .=  pń ,  > * (^ ,1  V  - ' 3. , 3 - 8p , 1 ) •

• (?; , n r i , 0  - ?3 .n  p; ,4  ) ł ^ . , 2 ' 3p , 3 - ' a. , 3 ' ap ,2 ) -

• ( l 2 .=  P3 . ,  *  P3 .n  P2 ,q  > ( ł i )

D' Cum) Da (pq) •  U jpJw / c det (p?<))  [,3 (P' _ t
2»p»q

“ P1,q  f 2 ,P,n^ + ^ , 2  P̂2 ,n  f 2 ,p ,q  “ ?2 ,q  f 2 ,p,n^ +

+ ^m,3 P̂3 ,n  f 2 ,p ,q  " P3 ,q  ^ .p .r ^ J  ^

det <% ,!> " ■ J f̂ s,m ,n f s ,p ,q  " f s,m ,q f s ,p ,n ^  *

Ujed&^/c det (F2 4 ) ) ( S  f t± f t  Pt ,k  ^
t

i  )< i ,  i  f  P# j * n, j # q, i , j  o 1 ,2 ,3

3 -r*
det (P8 (2 ) .  (4 d tj< y c  det ( p ^ ) ) 2 ^  Ą , ,2 -

’  ^n,2 Ą > ,1 ^ P1,n P2 , , -  K2 ,n P1,q )+(/3m,1 f t p ,3

" ^m,3 Ą > ,1^ P1,n P3 , ,
-  Pi 3,n P1,q +̂^ m ,2 ^ p ,3

“ ^ , 3  Ą ) ,2 ^ ^ ?2 ,n P3,q
-  Fi3 ,n P2 ,q  f 2 , i , j (45)

i  i* m, i  * P» d * n, j * q, i ,d  = 1 ,2 ,3



det (?' ) = (4.* j w / c  det(F2 4 ) )3 det ( ^  ) det ( f ^ )  (4 6 )

Wyrażenia niekreskowane znane są z poprzednich ob liczeń . Kreskowa
ne odpowiadają iloczynow i dwu m acierzy. J e ż e l i  elementy odnoszące 
s ię  do pierw szej i  drugiej c z ęśc i oznaczymy przez 1 ^ »  

wtedy

K  Fi „ -  F.' F' = 2 ( l 4 I ,  -  I ,  I ,  J  •i #n ifQ  i» n  i#® Jt®

. ( 1 1  „ H „  _ -  I I  „ I I  ) (4 7 )s 9n r  f Q s 9Q

i  + s ,  i  * r ,  j fi 3 , j fi r ,
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sumowanie odbywa s ię  po różnych kombinacjach s ,  r  d la  s 4  r .
Podobnie można p rzek szta łc ić  ilo czy n y , w których jeden czynnik 

j e s t  n ie kreskowany

Pi , n  f2,p,q " Pi , q  f 2,p,n " I i ,1  n̂ i ,n  f2,p,q “ n i ,q  *

* f 2 , p , J  + I 1,2 ÎX2 ,n  f 2 ,p ,q  “ 1Z2 t q  f 2 ,p ,n^ + Xi , 3  *

* n̂ 3,n f2,p,q “ n 3,q f2,p,n^ ^

4 .  Ogólne równanie (2 5 )

Pewne wyrażenia z tego równania zo sta ły  wyliczone poprzednio. Uzu
pełnimy te  o b lic z e n ia . Wyznaczniki
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Pozostają do w y liczen ia  dwa wyznaczniki*

det
, (p2 )-(p 3 )(p2 4 r 1(p2 3 )

det
> , )  , V ( p3 )<f24 )-1 (p23 ) 

> 2 » ) .

Ze względu na analogiczną budowę tych wyznaczników, obliczamy 
wszy z n ich . Najpierw obliczamy

det
' ( F ^  , (f2 ) \

(P i3 ) , (? 14; /

J e ż e l i  oznaczymy analogicznie do (22)

D14(mn,pq) -  f 14fłnł f H ,pq " f 14,mq f 14,pn 

i 2 ( l » i )  -  *r|X  p2 f 1 , i  + kr ,y  P2 ,2 * i  + kr ,z  * 2 ,3 ,i

wtedy po prostych przeliczeniach

^  ( V j  -  (e / " l ) { P2 ( l ' 1 , [ - D14(22-M ,l[r ,x

♦ D14(l2 ,3 3 )lir iy  -  Bu ('2 .2 3 )k r i J  * » , ( 1 .2 )  | > 14<21' 33,kr ,

(50)

(51) 

p ie r -

(52)

(53)

(54)
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-  » ,4(11, 3 3^  + Du (l1,23)kr j J  + P2 ( 1 ,3 ) [ -  Du (21,32) + 

♦ 0, 4(11. 32^ ,  - D 14( l , . 22)ltp>J }  + C* , / » , ) 2 { f 14. 3>1 . 

• [ -  1 kr ,y  D2fe2-33> ł  i  kr #x D2 <12-33>] * *14,3,2 t3 kr .y  •

• D2 f e i -33 ) -  3 kr ,x  ° 2 < " .3 3 > }  * *14 . 3 . 3  t3 kr ,x  V " - 32) -

'  3 kr ,y  D2 ( 2 , '3 2 ) ]  * * ,4J2,1  [ 3 kr ,z  D2 ‘22-33) '  3 kr ,x  • 

• ° 2 <12-23>] * <-,4,2.2 t3 kr ,x  »2 C11>2 2 ) -  3 kr ,z  V 21-3 3 >] * 

ł  *14 ,2 ,3  O  kr ,z  »2 <21-32> -  i  k, , x  » 2 * *14, 1,1 •

• t3 kr ,y  D2<12-2 3 > -  3 kr ,z  D2 (12. 33>] * »14, 1,2  [ 3 kr .z  •

.  D2(11,33) -  i D2(11,23)] 4 f 1 4 > v  [ j  D2 (11 ,22) -

-  3 k D2 (1 1 ,3 2 )]J  -  ( e ,/ ! ! ,)3 det (P2 ) ( 5 5 )

P rzejście  do szukanego wyznacznika można przeprowadzić formal
n ie , zastępując w ie lk o śc i, występujące w ostatnim  równaniu przez 
w ielk ości z kreską u góry, przy czym

* 2 ,i ,k  = f2 , i ,k  “ f2 , i ,k

i  podobnie d la  indeksu 14. Wzory (3 4 )-(4 0 )  należy uogóln ić  d la  in 
deksu s = 14.
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Występującą w tych zależnościach w ielkość

(PH  ) =  (P15)(P2 4 r 1  (P2 3 ) (57)

można formalnie o b licza ć  tak samo jak (f^ ) z tą  jedynie różnicą, 
że w m iejsce f i .  . należy podstawić f i .  .

Jak wynika z podanych za leżn ości postać równania (25) j e s t  bar
dzo złożona. Przedstawienie (25) tego równania pozwala łatwo stw ier
d z ić  pewne szczególne rozwiązania. Mianowicie równanie (25 ) je s t  
spełnione d la  następujących kombinacji»

1 .  det { CP18 9 ) (pi i  )“ 1 > } -  0 (58)

i  albo

1a. det {CP16)-(F 17)CP9 J“1 (i*8 )}  = 0 (59)

albo

1b. / ( * i ) , (P2 )-(* 3 )(P2 J r 1(F2 3 )
det [ J= 0 ( 60)

(f2 0 ) ,  (p21 ) - ( f2j ) ( f2 4 ) - 1(p

albo

1 c . det (f? ) = 0 (61)

2 . det |( F l 6 )-(F 17)(F9r 1(F8 ) |  = 0 (62)
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i  albo

2 a . det -  O (63)

albo

2b.
det

(

(p .,) , (p2 ) - ( p3 )(p2 4 )"1 (p2 3 )

(P13 )» (5,14 ) - ( P15 ) (P2 4 ) (p23^

( 64)

albo

2 c . det (Pg) =» O (65)

Ponieważ w tych przypadkach szczególnych rozwiązania podanych wy
żej równań muszą byó wspólne, j e s t  to  możliwe jedynie, gdy s ta łe  
układu sp e łn ia ją  pewne za le ż n o śc i.

Oczywiście wypisane wyżej równania mają swój sens f iz y k a lr y , 
reprezentując w łasności pola elektromagnetycznego, w łasności p laz
mowe, w łasności spinowe lub w reszcie wpływ p olaryzacji e lek try cz 
n e j .

Ze względu na ograniczoną ob jętośó  pracy, szczegółowa dyskńsja  
otrzymanych równań zo sta je  odłożona do następnej p u b lik a cji.

Wpłynęło do Redakcji 2 lis top ad a  1967 r .
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CTIEPCKOHHblE 3ABKCKMOCTM B IIJIA3ME TBEPflO rO  TEJIA 
C iEPPOBJIEKTFMHECKKMK K *EPPOMArHMTHblMK CBOMCTBAMK

P e 3 d u e

M e x s y  p a  3Ji km h u  mu b o s u o e h h m h  n p o Ó J i e u a M H ,  C B a s a H H H U H  c  y p a B H e -  

H n e i i  ( 9  )  p a d o T b i  £ l ] ,  p a f i O T a  n o c B k m e H a  J iH H e i łH o i l  n p o 6 J i e M e  y C T a -  

H O B M B s e r o c H  c o c t o h h h h ,  K o r s a  a M n j iH T y R b i  b o j i h  n o c T o a H H u e  B e . n n -

HHHbl .

B 3 t o m  c j iy n a e  p a c c u a T p u B a e T C H  t o j i b k o  M aTpHqa I .P ) .  K c c j i e s o -  

BaH He H y n ett a erep M H H aH T a 3TOÎ1 MaTpHUU a a e T  j;ncnepC H O H H H e $ o p -  

u y j iu ,  KOTOpUe CBH3HBaDT C BOJIHOBHU BeKTOpOM k r *

MaTpHWHoe npejcTaBJieHKe s t h x  CBH3ett ja e T  B03M0XH0CTb Heno-
C p e  J C T B e  HHO p a C C M a T p H B a T b  HX C B H 3 b  C B eJIH U K H aM H , B H C TynaK lU H M H  

B y p a B H e h h h • P a c C M a T p u B a J i H C b  H e K O T o p u e  u a c T H t i e  c j i y w a H .  r i p n u e -  

HHH He K O T O pbte  y n p O m e H H H  MOSCHO H O Jiy H H T b  $ O p M y J I H p O B K y  nOflOÔHEIX 

n p o f i j i e M  p a f i o t  a p y r H X  a B T o p o B .

DISHSRSION RELATIONS IN SOLID-STATE BODY PLASMA WITH 
FERROELECTRIC AND EERROMAGNETIC PROIERTIES

S u m m a r y

Among various problems, which can be re la ted  to  equation ( 9 ) , o f  
(XI the paper dea ls with the lin ea r  problem of steady s t a t e ,  When 
the amplitudes o f  waves are constant q u a n titie s . In  th is  case only 
matrix (p) comes in to  consideration . The in v e stig a tio n  o f the zero 
lo c i  o f the determinant o f th is  matrix g ives  the formulae o f  d i s 
persion, jo in in g  to^ with the wave vector k^. The m atrix re
presentation  of these formulae makes i t  p o ss ib le  to  d iscu ss d i •
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r e c t ly  the r e la t io n  o f th is  formula to  the q u an tities  represented  
in  the equation . Some p articu lar  cases were e sp e c ia lly  considered. 
With some s im p lify in g  assumptions one obtain the form ulation o f  
analogous problems d iscussed  in  the papers o f  other authors.


