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CZESLAW KLUCZNY, ANDRZE] FLISOWSKI

O ROZWMAZANIACH OKRESOAYCH ROAMNANIA ROZNICZKOWERD
x + f(x, xX)x +g(x; s o

Streszczenie. Wpracy niniejszej podane sg pew-
ne uogodlnienia twierdzen Lewinsona-Smitha [2] i
Dragiliewa [3] dotyczacych rownan rézniczkowych(3)
i (7)» Dowody zostaty przeprowadzone w oparciu o
warunek stabilnos$ci podany w [1] przez jednego ze
wspotautorow tej noty. Charakter jakosSciowy tego
warunku sprawia, ze wyniki przedstawione w pracy
sg osiggniete bez potrzeby  przeprowadzania wie-
kszych rachunkéw, co jg wyraznie rézni od prac cy-
towanych wyzej. Dodatkowa réznicag jest metoda, kto-
ra jest wspolna w obydwu rozwazanych przypadkach i
moze byOd z powodzeniem  zastosowana do Szerszego
kregu podobnych zagadnien.

1. Zajmiemy sie najpierw rownaniem rozniczkowym
x+f(x, ii m0O (1)

zaczynajac od nastepujacej uwagi:

Uwaga 1. Wtwierdzeniach 1 i 2 z [1] zostaty sformutowane warunki
stabilnoSci i niestabilnos$ci rozwigzania zerowego dla
rownania (1). Sledzac dowody tych twierdzen, przekonuje-
ny sie z tatwosciag, ze sg takze prawdziwe w pewnym sen-
sie ogolniejsze twierdzenia, ktore tym razem  wypowiemy
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odnosnie uktadu
r> g(x, y) y’= h(x, y) (2)
Wprowadzimy nastepujgce zalozenia:

HIPOTEZA A

Funkcje g(x, y) i h(xfy) sa okreSlone i ciagte wcatej ptasz-
czyznie, g(o, o) - h(o, 0) = 0, a rozwigzania uktadu (2) sg jed-
noznaczne.

Niech tuk s o réwnaniu x = x(t), y *y(t) t £J" jest ‘tukiem
trajektorii ukfadu (2), przy czymy(t; >0 i x (t;~ 0 lub
y(ty< 0 i x“(t/~ 0 i zatbzmy, ze tuk s mozna przedstawic
takze réwnaniem y =y>(x), x

Potozmy y) =g(x, y) . h(x, -y) +9(x, -y) h(x, y) i o-
znaozmy przez s krzywg o rownaniu y * -iP(x/, x € A a przez S
zbidr punktéw

S=(x M{xGA, Jy[*"IVIX)|}

TWIERDZENIE 1

Jes$li zatozenia Hipotezy A sg spetnione, to przy powyzszych ozna-
czeniach trajektoria x(t;, y(t/ uktadu (2) zaczynajaca sie przy
t =tnasjestdlat>t i x(t)€A zawarta w$ lub lezy poza Sj
odpowiednio do tego, czy H‘(xy) » 0 lub HL(x, y) <0 aa tuku s.
Jezeli przy tym nierbwnosci te sg spetnione silnie, to trajekto-
ria, o ktérej mowa, jest dlat >t zawarta wS lub odpowiednio
poza S.
Whprowadzmy teraz do sformutowania twierdzenia 1 nastepujgce zmia-
tuk s bedacy tukiem trajektorii uktadu (2) spetnia zwigzki
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x(t) £ 0 i jftt) <0 lub x(t;<0 1ly'(t)> O oraz daje sie
przedstawié¢ réwnaniem Xx =<My), yeA
s: X = - <My), yeli

Sm(xy){ yej i X<I$>{y;[}
HgU. y) —g(x, y) . h(-x, y) - g(-x, y) . h(x, y)

TWERDZENIE 2

Po wprowadzeniu do sformutowania twierdzenia 1 powyzszych zmian i
zastgpieniu funkcji (X, yj przez y), oraz X (t)6A przez
y(t)EA otrzymujemy twierdzenie prawdziwe.

Uwaga 2. Jezeli istnieje tuk 61 trajektorii uklfadu (2) zaczyna-
jacy sie w punkcie A”o, "~ , ktory okraza raz poczatek
uktadu O(o, o) i konczacy sie w punkcie A2(o,i) oraz
tuk 62 zaczynajacy sie w A”o, ) i po jednym okra-
zeniu konczy sie wpunkcie A~o, 7M» przy czym o< <
<12 <"M4< A3 t0 ~s'tn™e3e rozwigzanie okresowe, kté-
rego trajektoria przecina o$ y w punkcie (0,7)

Stusznos$¢ tej uwagi wynika z twierdzenia o punkcie statym. Wza-
leznosci od tego, czy trajektoria okrazajaca punkt O(o, 0) zawie-
ra tuk typu 6" czy 6" bedziemy moéwili, ze sie oddala lub zbli-
za do poczatku uktadu.
2. Zajmiemy sie teraz réwnaniem Lienarda

x + f(xjx + g(x/ « 0 (3)

Réwnanie (3) jest rownowazne uktadowi

X »y y = -f(x)y - g(x) 14)
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X X
Oznaczmy przez G(x> = j g(t,dt i F(xj =j f(t;dt oraz wpro-
0 0

wadZmy nastepujace zalozenia:
HIPOTEZA B

1° funkcje f(x, i g(x, sg ciggte na osi X,
f(o)< 0

2° xg(x, > O dla x 30
3° G(X)-*+«° gdy x-*-*o00

4° istnieja liczby ~ i bl< O< b2 takie, ze P(bl)<
<P(b2),
dla xsgbl i x~b2 fXx)™ O

5° rozwigzanie rownania (3) sa jednoznaczne.

Jezeli spetnione sg zatozenia Hipotezy B, to majg miejsce naste-
pujace fakty:
1) kazda trajektoria zaczynajgca sie przy t. « t* wpunkcie P
roznym od O(o, 0) nawija sie dokota tego punktu
Z) jezeli punkt P jest dostatecznie blisko punktu O0(o, 0) to
wychodzaca z niego trajektoria oddala sie od poczatku ukta-
du
3) istniejg trajektorie zblizajgce sie do poczatku uktadu.
Stwierdzenie pierwsze zostatlo wykazane przez roznych autoréw choé-
by przez AW. Dragiliewa [3] str. 153*
Wystarczajg do tego zatozenia 1°, 2°, 3° i 5° Hipotezy B.
Dla dowodu stwierdzenia drugiego wystarczy poprowadzi¢ dwa tuki
trajektorii przechodzgce odpowiednio przez punkty (-£, o), (£, 0)
zawarte wgornej poOtptaszczyznie, przy czym\fE tak mate,ze f(xj<0
w <-£,£>
Jeden z tych tukéw zawiera sie wpasie -£< X"E .



O rozwigzaniach okresowych réwnania rézniczkowego«« £§

Korzystajac z twierdzeni% 1 zauwazmy, ze funkcja HV.(x, y) ma po-
stad Hj(x, y) « 2 f(x)y i jest ujemna we wspomnianym pasie, a
wiec istnieje trajektoria oddalajgca sie od poczatku uktadu.
Stwierdzenie trzecie udowodnimy wykazujac istnienie tuku trajek-
torii uktadu (4) posiadajacego wiasnosci tuku 6z uwagi 2. Do
wod przeprowadzimy znéw w oparciu o twierdzenie 1, przy zastoso-
waniu pewnej transformacji do uktadu (4). Zauwazmy,, ze bezposred-
nio z twierdzenia 1 nie moglibySmy tego wykaza¢, poniewaz warunek
H1(x, y) > 0 nie zachodzi w zadnym zbiorze, bedagcym dopetnieniem
dowolnego, ograniczonego otoczenia punktu O(o, 0), poniewaz jak
juz to zaznaczyliSmy weczes$niej w pasie S:

-EAX<E, yf O

jest spetniony warunek przeciwny (x, y) < 0.

Oprzemy sie na nastepujacej uwadze, kt6rg zresztg mozna sformuto-
wac znacznie ogoOlniej, co jednak w naszym przypadku nie jest po-
trzebne.

Uwaga 3« Jezeli przeksztatcenie

X =P(X, y) Yy «PX, y)

réznowartosciowe i ciggte przeksztatca plaszczyzne na
siebie, przy czym prawg jej cze$¢ na siebie, a punkty na
osi y pozostawia na miejscu lub podlegajg one statemu
przesunieciu: (o, y)— (0o, y +¢) c¢ - state, to tuk 6"
opisany w uwadze 2 przechodzi wtuk o tych samych wias-
nosciach.

Zastosujmy do uktadu (4) przeksztatcenie

X » X y =y + h(x> (5)
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Funkcje h(x; postaramy sie okresli¢ tak, by byta klasy Cl i by u-
ktad

x Fy +h(xj y»-[f(E; +{x]Jly +h(x] -g(x) (6)

spetniatl poza pewnym prostokatem warunek (X, y) > O«
W dalszym ciggu opuszczam znak nad zmiennymi i i j.
Funkcja (x, y) ma teraz postac

HAX, y) - 2[f(x) + h(x/] . [y2 - h2(x)] - 2glx)h(x)

F(bJ - F(bJ
Potozmy £ * - r— oczywiste jest, ze £ > 0.
2. D1

Okreslmy funkcje h(x,z w spos6b nastepujacy

0 dla x< bl lub x " b2

hu) F(b )b - F(b )b
£x-FIx) J 1 g dla bl”N x " b2

Funkcja h(x; jest ciagta oraz f(x; + h'(x, b £>o0
Przy tak okre$lonej funkcji h(x/ warunek (x, y) > 0 jest spet-

niony w calej ptaszczyznie poza zbiorem D okreSlonym nieréwnoscia-
mi

ey2 - hg-£h2< 0 bl” x "™ Db2

Jest to obszar ograniczony*

Wiemy juz, ze kazda trajektoria uktadu (4) poza punktem O0(o, 0)
przy t rosnacym nawija sie dokota tego punktu, wiec z wiasnosci
przeksztatcenia (5) wynika, ze to samo dotyczy trajektorii uktadu
(6)* Poniewaz kazda trajektoria wychodzaca z ujemnej czesci osi x7
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dochodzi do dodatniej czes$ci osi y, wiec mozemy okre$li¢ funkcje
y * k(x) przyporzadkowujgca kazdemu punktowi (X, o), gdzie x < 0
punkt dodatniej cze$ci osi y, w ktérym trajektoria wychodzaca z
(X, 0) po raz pierwszy przecina o$ y. Funkcja ta posiada przy
x—»0 badZz granice skonczong K, badZ dazy do nieskoinczonos$ci. W
pierwszym wypadku bioragc trajektorie wychodzacg z (o, K) widzimy,
ze po jednym okrazeniu przecina ona dodatnig cze$¢ osi y w punk-
cie Kj» przy czym < K, czyli mamy tuk & 2z uwagi 2. Wdrugim
wypadku jest widoczne, ze istnieje poOttrajektoria uktadu (5), o
koncach na osi x cata zawarta poza obszarem Di z twierdzenia 1
wynika, ze trajektoria ta zbliza sie do poczatku uktadu. Odpowia-
dajgca jej trajektoria uktadu (4) posiada te samg wihasnos$¢. Wyka-
zaliSmy wiec nastepujace

TWEHDZEHIE 3

Jezeli zalozenia Hipotezy B sg spetnione, to roéwnanie (3) ma co
najmniej jedno rozwigzanie okresowe.

3» Zajmiemy sie teraz rownaniem
x+f(x, £)x +g(xj - 0 @)
Wprowadzimy nastepujace zalozenia.

HIPOTEZA C.

1* funkcja f(x, y) jest okreslona i ciggta wcatej plaszczyz-
nie, ?(o, 0) <0

2’ istnieje funkcja f(x) okreslona na catej osi, taka ze
f(x) < f(x, y) dla kazdego x i y
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3* funkcja g(x) 1 okreSlona w powyzszy sposob funkcja f(x)

speiniajg zatozenia 1° - 4° Hipotezy B.
4* rozwigzania réwnania (7) sg Jednoznaczne.

Réwnanie (7) réwnowazne Jest ukladowi

X -y y«-f(x, y)y - 9(x) (8)

W sposob analogiczny, Jak w punkcie 2 dowodzinjy istnienia trajek-
torii tego ukiadu o wiasnosciach podanych w uwadze 2.
Whnaszym przypadku funkcja H~(x y) ma postac

H.(x, y) «y2[f(x, y) + f(x, -y)]
i Jest ujemna w pewnym otoczeniu 0(o, 0), a wiec jest oczywiste
(analogicznie jak w punkcie 2) istnienie w tym obszarze tuku typu
z uwagi 2. Dla wykazania istnienia tuku trajektorii ukitadu (8)

typu 6" stosujemy do tego uktadu przeksztatcenie (5). Otrzymuje-
ny uktad (opuszczam znak - nad zmiennymi X i y).

x =y +h(x)y«-[y + h(){f[xf y + h(x)] + h'(x)} - g(x) (9)
i funkcje

L
H~x, y) - (y2 - h2) [ipc, y +h) +f(x, -y +h) + 2 H]- 2gh

Poza ograniczonym obszarem, w ktérym

y2 <h2(x)
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jest
HAXy) > 2[f(x) + ¢(X)].[y2 - h2(x)] - 29(x) h(x]

Postepujagc analogicznie, jak w punkcie 2, w szczegdlnosci okres-
lajac £ i h(x) wten sam spos6b, dochodzimy do wniosku, ze istnie-
ja trajektorie zblizajgce sie do poczatku ukitadu.

Otrzymujemy w ten sposéb nastepujgce

TWIERDZENIE 4

Jezeli sg speinione zatozenia Hipotezy C, to réwnanie (7) posiada
co najmniej jednag trajektorie okresowa.

Uwaga 4. Na to, by trajektorie sie nawijaty, wystarczy nastepujg-

cy warunek:
0 0
i
lub
0 0
a wiec na to, by lim K(x) < +o00

wystarczy warunek {of) oraz warunki

0 0

Uwaga ta uogoOlnia twierdzenie 314«
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4* Uwagi korcowe

Rozwazania w pracy niniejszej opierajg sie, jak to juz wspom-
nieliSmy, na warunku stabilnosci o charakterze jakoSciowym i w

Dragiliewa uzyskaliSmy juz pewne uogélnienia. Chodzito nam jednak
raczej o zaprezentowanie nowej metody sprawniejszej i prostszej.
Jaj zalety okazaly sie wyrazne przy przejSciu do przypadku ogol-
niejszego - réwnania (7)» ktérego otrzymanie byto juz prawie na-
tychmiastowe.

W pordwnaniu z pracg [2] jest to juz ogronna roznica. Wpracy
tej wystepujg bowiem takie zatozenia, jak np. ze istnieje punkt
br > b2 taki, ze

Y f(x, y) d x> 10 Mb2 (gdzie u taka, ze f(x, y)> -l
*2

Jak wspominajg autorzy £3] H.B. Adamowi udato sie zmniejszy¢ wy-
stepujacg wtym warunku statg 10 do 4. Warunek ten u nas jednak
woale nie figuruje, a pozostate sg mniej krepujgce. Wydaje sie,
ze metoda ta z réwnym powodzeniem moze by¢ zastosowana i w innych
przypadkach.
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0 nEPKOfIMECKVIX PELIEHKHX yPABUEHVH x + f(.x,x)x + gu ) - O
Pe 3e me

B 3TCU pafioTe aaHbi HeKOTopue o0606u*eHna TeopeM Kacannmca
cymeCTBOB8HHH nepnoamiecjciix pemeHHIi ypaBHehmh ~7j. Iti ncuib30Ba-
mHCb MeTomoM ochobaHiibim ho ycjioBHHX CTafiHJibHocTH npnHa;uiexamnx
OiHOMy H3 aBTOpOB 3TOU 33Me TKH. XapaKTep 3TUX yCJIOBHU paaHO KitK
h 3aweTKH Ka<iecTBeHHhiil.

ON PERIODIC SOLUTIONS OP THE EQUATION X + f (X, Xx]x +g(x, = 0

Summary

In this note we present, some generalisations of some theorems
concerning the existence of periodic solution of equation (7).
The applied method is based an stability conditions given earlier
by one of the authors of this note [1]- Similarly as these condi-
tions, has the note qualitative character.



