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CZESŁAW KLUCZNY, ANDRZEJ FLISOWSKI

O ROZWIĄZANIACH OKRESOWYCH RÓWNANIA RÓŻNICZKOWEGO 
x + f (x ,  x)x + g(x ; s  o

S treszczen ie . W pracy n in ie jsz e j podane są pew­
ne uogólnienia tw ierdzeń Lewinsona-Smitha [2] i  
Dragiliewa [3] dotyczących równań różniczkowych(3) 
i  (7)» Dowody zosta ły  przeprowadzone w oparciu o 
warunek s ta b iln o śc i podany w [ 1 ] przez jednego ze 
współautorów te j  noty. Charakter jakościowy tego 
warunku sprawia, że wyniki przedstawione w pracy 
są o siągn ię te  bez potrzeby przeprowadzania wię­
kszych rachunków, co j ą  wyraźnie różni od prac cy­
towanych wyżej. Dodatkową różnicą je s t  metoda, któ­
ra  je s t  wspólna w obydwu rozważanych przypadkach i  
może byó z powodzeniem zastosowana do szerszego 
kręgu podobnych zagadnień.

1. Zajmiemy s ię  najpierw  równaniem różniczkowym

zaczynając od następu jącej uwagi:

Uwaga 1. W tw ierdzeniach 1 i  2 z [1 ] zosta ły  sformułowane warunki
s ta b iln o śc i i  n ie s ta b iln o śc i rozwiązania zerowego d la 
równania (1 ). Śledząc dowody tych tw ierdzeń, przekonuje­
my s ię  z ła tw ością , że są także prawdziwe w pewnym sen­
s ie  ogóln iejsze tw ierdzenia, k tóre tym razem wypowiemy

x + f  (x, i i  ■ O ( 1 )
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odnośnie układu

r >  g(x , y) y ’ = h(x, y) (2)

Wprowadzimy następujące założen ia:

HIPOTEZA A

Funkcje g(x , y) i  h (xf y) są określone i  c iąg łe  w c a łe j p łasz­
czyźnie, g (o , o) -  h(o, o) = 0, a rozwiązania układu (2) są jed­
noznaczne.
Niech łuk s o równaniu x = x ( t ) ,  y * y ( t)  t  £ J ' j e s t  łukiem 
t r a j e k to r i i  układu (2 ), przy czym y ( t ;  > 0  i  x  ( t ;  ^  0 lub
y ( ty <  0 i  x ‘ ( t /  ^  0 i  załóżmy, że łuk s można przedstawić 
także równaniem y = y>(x), x
Połóżmy y) = g(x , y) . h(x, -  y) + g(x , -  y) h(x, y) i  o-
znaozmy przez s krzywą o równaniu y * -iP(x/ , x € A a przez S 
z b ió r  punktów

S = (x, y) { x  G A , | y |^ I V l x ) | }

TWIERDZENIE 1

J e ś l i  założenia Hipotezy A są spełnione, to  przy powyższych ozna­
czeniach t r a je k to r ia  x ( t ; ,  y ( t /  układu (2) zaczynająca s ię  przy 
t  = t  na s j e s t  dla t  >  t  i  x(t,)€A zawarta w Ś lub leży poza Sj 
odpowiednio do tego, czy Ĥ  (xy) ^  0 lub H1 (x, y) < 0  aa łuku s . 
J e ż e l i  przy tym nierówności te  są spełnione s i ln i e ,  to  tra je k to ­
r i a ,  o k tó re j mowa, je s t  dla t  >  t  zawarta w S lub odpowiednio 
poza S.
Wprowadźmy te ra z  do sformułowania tw ierdzenia 1 następujące zmia- 

łuk  s będący łukiem t r a j e k to r i i  układu (2) spe łn ia  związki
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x ( t )  £  0 i  jf tt)  <  0 lub x ( t ; < 0  1  y ' ( t ) >  0 oraz daje się
przedstaw ić równaniem x = <My), y e A
s : x = -  <My), y e / i

S ■ (xy) {  y e j  i  !x |< l$ > {y ; |}

HgU. y) —g(x , y) . h (-x , y) -  g (-x , y) . h(x , y)

TWIERDZENIE 2

Po wprowadzeniu do sformułowania tw ierdzenia 1 powyższych zmian i  
z a s tą p ien iu  fu n k c ji (x, yj przez y ) , oraz x ( t ) 6 A przez
y ( t )£ A  otrzymujemy tw ierdzenie prawdziwe.

Uwaga 2 . J e ż e l i  i s tn i e je  łuk 6 1 t r a j e k to r i i  układu (2) zaczyna­
jący s ię  w punkcie A ^o , ^ ^ ,  który okrąża raz początek
układu 0(o , o) i  kończący się  w punkcie A2 (o, i ^ )  oraz
łuk 62 zaczynający s ię  w A^(o, ) i  po jednym okrą­
żeniu kończy s ię  w punkcie A^(o, 7 ^ /»  przy czym o < 7̂ <  

< 1?2 < ^ 4 < ^3  t0 •̂s 'tn^e3e rozwiązanie okresowe, któ­
rego t r a je k to r ia  przecina oś y w punkcie (0, 7)

Słuszność te j  uwagi wynika z tw ierdzenia o punkcie stałym. W za­
leżn o śc i od tego , czy t r a je k to r ia  okrążająca punkt 0(o, o) zawie­
r a  łuk  typu 6̂  czy 6^  będziemy mówili, że s ię  oddala lub z b li­
ża do początku układu.

2 . Zajmiemy s ię  te ra z  równaniem Lienarda

x + f (x jx  + g(x/ « 0 (3)

Równanie (3) j e s t  równoważne układowi

x » y y = -f (x )y  -  g(x) 14)
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x x
Oznaczmy przez G(x> = j  g ( t ,d t  i  F(xj = j  f ( t ; d t  oraz wpro-

o o
wadźmy następujące założenia:

HIPOTEZA B

1° funkcje f (x ,  i  g(x, są c iąg łe  na osi x, 
f  (o) <  0

2° x g(x, >  O dla x >! 0

3° G (x)-*+ «° gdy x-*- ±oo

4° i s tn ie ją  liczby ^  i  b1 <  O < b2 ta k ie , że P(b1) <
< P (b 2) ,

d la x sg b1 i  x ^  b2 f  (x) ^  O

5° rozwiązanie równania (3) są jednoznaczne.

J e ż e l i  spełnione są założenia Hipotezy B, to  mają m iejsce n astę­
pujące fak ty :

1) każda t r a je k to r ia  zaczynająca s ię  przy t. « t^ w punkcie P 
różnym od O(o, o) nawija s ię  dokoła tego punktu 

Z) j e ż e l i  punkt P j e s t  dostateczn ie  b lisk o  punktu 0(o, o) to  
wychodząca z niego tra je k to r ia  oddala s ię  od początku ukła­
du

3) i s tn i e j ą  tra je k to r ie  zb liża jące  s ię  do początku układu. 
Stw ierdzenie pierwsze zo s ta ło  wykazane przez różnych autorów choć- 
by przez A.W. Dragiliewa [ 3] s t r .  153*
W ystarczają do tego założenia 1°, 2°, 3° i  5° Hipotezy B.
Dla dowodu stw ierdzenia drugiego wystarczy poprowadzić dwa łu k i 
t r a j e k to r i i  przechodzące odpowiednio przez punkty (-£ , o), (£, o) 
zawarte w górnej półpłaszczyźnie, przy czym\£ tak  małe,że f ( x j < 0  
w < - £ , £ >
Jeden z tych łuków zawiera s ię  w pasie - £ <  x ^ £  .
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K orzystając z tw ierdzenia 1 zauważmy, że funkcja H .(x, y) ma po-
2 v

stad  H.j (x, y) « 2 f (x )y  i  j e s t  ujemna we wspomnianym p asie , a
więc i s tn i e je  t r a je k to r ia  oddalająca s ię  od początku układu. 
S tw ierdzenie trz e c ie  udowodnimy wykazując is tn ie n ie  łuku tra jek ­
t o r i i  układu (4) posiadającego w łasności łuku 6' z uwagi 2 . Do­
wód przeprowadzimy znów w oparciu o tw ierdzenie 1, przy zastoso­
waniu pewnej tran sfo rm acji do układu (4) .  Zauważmy,, że bezpośred­
n io  z tw ierdzenia 1 n ie moglibyśmy tego wykazać, ponieważ warunek 
H1(x, y) >  0 n ie  zachodzi w żadnym zb io rze , będącym dopełnieniem 
dowolnego, ograniczonego otoczenia punktu 0(o, o ), ponieważ jak 
ju ż  to  zaznaczyliśmy wcześniej w pasie S:

- £ ^ x < £ ,  y f  O

j e s t  spełniony warunek przeciwny (x, y) <  0.
Oprzemy s ię  na następu jącej uwadze, k tó rą  z re sz tą  można sformuło­
wać znacznie o g ó ln ie j, co jednak w naszym przypadku n ie  j e s t  po­
trzeb n e .

Uwaga 3« J e ż e l i  p rzekszta łcen ie

x = <P (x , y) y « <p (x , y)

różnowartościowe i  c ią g łe  p rzekszta łca  płaszczyznę na 
s ie b ie , przy czym prawą je j  część na s ie b ie , a punkty na 
osi y pozostawia na miejscu lub podlegają one stałemu 
przesun ięciu : (o, y ) — (o, y + c) c -  s ta łe ,  to  łuk  6^ 
opisany w uwadze 2 przechodzi w łuk o tych samych włas­
nościach.

Zastosujmy do układu (4) p rzekształcen ie

x » x y = y + h(x> (5)



Funkcję h(x; postaramy s ię  o k reś lić  ta k , by była klasy C1 i  by u- 
kład

x >* y + h(xj y » - [ f (£ ;  + łr{x,'] [y + h(x;] -g(x) (6)

s p e łn ia ł  poza pewnym prostokątem warunek (x, y) >  0«
W dalszym ciągu opuszczam znak nad zmiennymi i i  j .
Funkcja (x, y) ma te raz  postać

H ^x , y) -  2 [f(x ) + h (x /] . [y2 -  h2 (x)] -  2glx)h(x)

F ( b J  -  F (b J
Połóżmy £ * ------ ----- r — oczywiste j e s t ,  że £ > 0.

2  ”  D1

Określmy funkcję h(x,ż w sposób następujący

0 d la x <  b1 lub x ^  b2

h U )  F(b  )b -  F(b  )b
£x-Flx)   J  1 g d la b1 ^  x ^  b2

Funkcja h(x; j e s t  c iąg ła  oraz f  (x; + h'(x, b £ >  o 
Przy ta k  określonej fu n k c ji h(x/ warunek (x, y) >  0 j e s t  speł­
niony w ca łe j płaszczyźnie poza zbiorem D określonym nierównościa­
mi

e y2 -  hg -  £ h2. <  0 b1 ^  x ^  b2 

J e s t  to  obszar ograniczony*
Wiemy już , że każda t r a je k to r ia  układu (4) poza punktem 0(o, o) 
przy t  rosnącym nawija s ię  dokoła tego punktu, więc z w łasności 
p rzeksz ta łcen ia  (5) wynika, że to  samo dotyczy t r a j e k to r i i  układu 
(6)* Ponieważ każda t r a je k to r ia  wychodząca z ujemnej częśc i o s i x 7
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dochodzi do dodatniej częśc i o s i y , więc możemy o k reś lić  funkcję 
y * k(x) przyporządkowującą każdemu punktowi (x, o ), gdzie x < 0 
punkt dodatniej częśc i o s i y, w którym tr a je k to r ia  wychodząca z 
(x , o) po raz pierwszy przecina oś y . Funkcja ta  posiada przy 
x —— -»o bądź granicę skończoną K, bądź dąży do nieskończoności. W 
pierwszym wypadku b iorąc tr a je k to r ię  wychodzącą z (o, K) widzimy, 
że po jednym okrążeniu przecina ona dodatnią część o s i y w punk­
c ie  Kj» przy czym <  K, c z y li mamy łuk &g z uwagi 2 . W drugim 
wypadku j e s t  widoczne, że i s tn ie je  p ó łtra je k to r ia  układu (5 ), o 
końcach na osi x ca ła  zawarta poza obszarem D i  z tw ierdzenia 1 
wynika, że t r a je k to r ia  t a  zb liża  s ię  do początku układu. Odpowia­
dająca j e j  t r a je k to r ia  układu (4) posiada tę  samą własność. Wyka­
zaliśm y więc następujące

TWIEHDZEHIE 3

J e ż e l i  założenia  Hipotezy B są spełnione, to  równanie (3) ma co 
najm niej jedno rozwiązanie okresowe.

3» Zajmiemy s ię  te ra z  równaniem

x + f  (x, ±)x + g(xj -  0 (7)

Wprowadzimy następujące za łożen ia .

HIPOTEZA C.

1* funkcja f ( x ,  y) j e s t  określona i  c iąg ła  w c a łe j płaszczyź­
n ie ,  ? (o , o) <  0 

2 ’ i s tn ie je  funkcja f (x)  określona na c a łe j o s i, taka że 
f(x )  <  f ( x ,  y) d la  każdego x i  y
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3* funkcja g(x) 1  określona w powyższy sposób funkcja f(x )  
sp e łn ia ją  założenia 1° -  4° Hipotezy B.

4* rozwiązania równania (7) są Jednoznaczne.

Równanie (7) równoważne Je s t układowi

x  -  y y « - f ( x ,  y)y -  g(x) (8)

W sposób analogiczny, Jak w punkcie 2 dowodzinjy is tn ie n ia  tra je k ­
t o r i i  tego układu o własnościach podanych w uwadze 2.
W naszym przypadku funkcja H^(x y) ma postać

H.,(x, y) « y2 [ f (x , y) + f ( x ,  -y)]

i  J e s t  ujemna w pewnym otoczeniu 0(o, o ), a więc j e s t  oczywiste 
(analogicznie jak  w punkcie 2 ) is tn ie n ie  w tym obszarze łuku typu 

z uwagi 2 . Dla wykazania is tn ie n ia  łuku t r a j e k to r i i  układu (8) 
typu 6^ stosujemy do tego układu p rzekszta łcen ie  (5) .  Otrzymuje- 
ny układ (opuszczam znak -  nad zmiennymi x i  y ) .

x = y + h(x) y « -[y  + h (x )]{ f [xf y + h(x)] + h'(x)} -  g(x) (9) 

i  funkcję

ft
H ^ x , y) -  (y2 -  h2) [ ip c , y + h) + f (x ,  -y  + h) + 2 H] -  2 g h 

Poza ograniczonym obszarem, w którym

y2 < h 2(x)
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j e s t

H^x.y) > 2[f(x) + ¿ (x )] .[y2 -  h2 (x)] -  2g(x) h(xj

Postępując analog iczn ie , jak  w punkcie 2 , w szczególności okreś­
la ją c  £ i  h(x) w ten  sam sposób, dochodzimy do wniosku, że is tn ie ­
j ą  t r a je k to r ie  zb liża jące  s ię  do początku układu.
Otrzymujemy w ten  sposób następujące

TWIERDZENIE 4

J e ż e l i  są spełnione założenia Hipotezy C, to  równanie (7) posiada 
co najm niej jedną tra je k to r ię  okresową.

Uwaga 4 . Na to ,  by t r a je k to r ie  s ię  naw ijały, wystarczy następują-
cy warunek:

o o

i

lub
oo

a więc na to ,  by lim  K(x) <  + oo 

wystarczy warunek {ot) oraz warunki

o

Uwaga ta  uogólnia tw ierdzenie 3 1 4 «
o
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4* Uwagi końcowe

Rozważania w pracy n in ie jsz e j o p ie ra ją  s ię ,  jak  to  ju ż  wspom­
nie liśm y , na warunku s ta b iln o śc i o charakterze jakościowym i  w

D ragiliewa uzyskaliśmy już pewne uogólnienia. Chodziło nam jednak 
racze j o zaprezentowanie nowej metody spraw niejszej i  p ro s tsz e j. 
Ja j z a le ty  okazały s ię  wyraźne przy p rze jśc iu  do przypadku ogól­
n ie jszego  -  równania (7)» którego otrzymanie było już prawie na­
tychmiastowe.

W porównaniu z pracą [ 2 ]  j e s t  to  już ogronna różn ica . W pracy 
t e j  występują bowiem ta k ie  za łożen ia , jak  np. że i s tn ie je  punkt 
b^ >  b2 ta k i ,  że

V -I f ( x ,  y) d x >  10 M b2 (gdzie u taka , że f ( x ,  y) >  -li)

*2

Jak wspominają autorzy £3] H.B. Adamowi udało s ię  zmniejszyć wy­
stępu jącą  w tym warunku s ta łą  10 do 4 . Warunek ten  u nas jednak 
woale n ie  f ig u ru je , a pozostałe są mniej krępujące. Wydaje s ię ,  
że metoda ta  z równym powodzeniem może być zastosowana i  w innych 
przypadkach.
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0 nEPKOflmECKViX PELiEHkHX yPABUEHMH x + f ( .x ,x )x  + g u  ) - 0 

P e 3 e  m e

B 3TCÜ paf ioTe aaHbi HeKOTopue o6o6u*eHna TeopeM K a c a n n m c a  
cymeCTB0B8HHH n e p n o a m ie c j c i i x  pemeHHÎi yp aB H e hmh ^ 7 j .  I t i  ncuib30Ba- 
mHCb MeTomoM o c h o b aHiibim ho  ycjioBHHX CTafiHJibHocTH npnHa;u i exa mnx  
OiHOMy H 3 aBTOpOB 3T0Ü 33Me TKH. XapaKTep  3 TUX yCJIOBHÜ paaHO KtK 

h 3 awe TKH Ka<iecTBeHHhiil.

ON PERIODIC SOLUTIONS OP THE EQUATION x + f  (x, x ] x  + g (x ,  = 0 

S u m m a r y

In th i s  note we p re sen t, some g e n e ra lisa tio n s  of some theorems 
concerning the ex istence of period ic so lu tion  of equation (7 ) .  
The applied method i s  based an s ta b i l i ty  conditions given e a r l ie r  
by one of the authors of th i s  note [1 ]- S im ilarly  as these  condi­
t io n s ,  has the note q u a lita tiv e  ch a rac te r.


