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0 ROWNANIU TYPU VAN DER POLA Z WYMUSZENIEM STOCHASTYCZNYM

Streszczenie: W artykule podano pewien sposob wy-
znaczania przyblizonej wartosci wariancji odchylen
losowych (wywotanych wymuszeniem stochastycznym) od
stabillnego rozwigzania okresowego opisanego przez
réwnania (1)* przy V = O.

1. Wstep

Wezmy pod uwage réwnanie typu van der Pola
u(t) +co™ u(t) = (EUMTF U] + ¢V £(D @

gdzief(u, v) jest wielomianem stopnia > 2 zmiennych u i v,
iwi D sgstake, {0 jest tzw. malym parametrem o~ ~ < I» a V~O0.
£(t) dany proces stochastyczny, stacjonarny.

Zatbézmy, ze przy V = 0, réwnanie (1) posiada stabilne okreso-

we rozwigzanie x(t), dla t~ o, wowczas

x(t) +COR X(B) * LEX(D), (D] @

i x(t) jest funkcja nielosows.
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Jezeli T?4 0O, to rownanie (1; opisuje pewien proces stochastycz-

ny.
Zakozmy, ze 1 (ty jest rozwiazaniem (1), wtedy

7T (® +0 7 (& =~F[7 (t;,7 (] +<«<V.E(L; (€))
Niech

70M® » 7(t) - x(t), 70t/ =7(t; - x(t) ®
Po odjeciu stronami od (3; réwnania (2), otrzymamy
7, - x, w277 _ x@1 =MECTL,7) - £, X1 PWV.ilH)(5B)

Zakozmy, ze iVvon w tym sensie, ze- ich wariancje
sg mate, np. rzedu O0{u?). Wobec takiego zatozenia, mozna roéznice

T(7»7" 7 £(X, zlinearyzowa¢ w otoczeniu punktu (X, X)

Stk X) -A -t 170 + (7-)3  (6)

Wstawiajac (@4; do (6; 1 (B) otrzymamy

V* " +£fio?0(t; eV t} +dljf fL «70CH)]= .v.at)
@)
Rozwigzanie rownania (1) sprowadza sie zatem do rozwigzania dwoch
réwnan:
1} réwnania (2) z ktdérego wyznaczamy rozwigzanie okresowe przy
braku wymuszenia losowego, i

2) réwnania przyblizonego (7) dla odchylen losowych.
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I1. Rozwigzanie rownan (@) i1 (@)

Zat6zmy, ze warunki poczatkowe dla (1) sa nielosowe, oznacza
to, ze nalezy je dotaczyé do réwnania @)«
Przypusémy, ze x(0) - x(, x(0) « x0, x0*xQ - const., to dla (7)
przyjmujemy

Y0@) - 700) -0 ')

z prawdopodobienstwem 1.
Wiadomo, ze (p- np- [i], str. 43)* ze rozwigzanie stabilne row-

nania (2) z dokkadnoscig do rzedu O ma postaé
X0 a cosV’, x — , uQ a sin WV ©))
gdzie a*a(t>, V,< @t + (1), a i y jest wolnozmienng funk-
cja czasu.
Niech

gp(x,x) © 9l = 10)
wtedy z (9 i (0), @) przyjmie postaé:
To(® 4Cop VOM® - ¢¢[0Q(a cosVy - apo a sinY0 =~ (t) +
4 gn(a o00BVi-uiQ a sinV} . 70®] 4<uV.£(1) abh
Odnosnie rownania (11) zatoézmy, ze:
i) réwnania @) i (1) posiada rozwigzania klasy dla t ~ 0,
il) proces £(t) Jest roézniczkowalny dla t ~ O,

iii) réwnanie () opisuje stan ustalony, tzn. a » const.
iv) P{fo() =»£(0) - o} = 1.
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Ha podstawie zatozen i - iv, rozniczkuje obie strony rownania (11)

df [£>*“o0 “Adt Lgo(a oosVi "% a N ?0 +

wdt [ella c’°8* "o a 8Ll ) 7b +~ V* dt ax»
jest widoczne, ze pochodna”- +a)o 2@ 3est proporcjonalna
do ;a% wiec o +w% jest wolnozmienng funkcjg czasu, a ponie-
waz wspotczynniki gQ i sa okresowe o okresie 23L, wiec mozna

prawg strone usrednié wzgledemV, (p. [17]. wéwczas zamiast (12)

otrzymamy roéwnanie usrednione

2
dt +“oV " 2* / dt [Bo(acos™ “ "o asxnV® ? JdV+

[0}

2

+ N/ dttblCacosV,¥ " % a3)
(0]

Przeksztatcamy prawg strone (13)

231

dt + * «T dt / «o(acos?"™ " % asin™ % dv>+

2C

+ dt / S”™«008M dv-+av|”
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dv r
eii | 60Cacos¥i - fpasiny»)doV +
o]
dn 2
+N “dt * i1 / s/aoos”™ - go asinWdy’ +/T? (@)
o]
Niech

2
0@ " 2XT eorsasy~ tixsinG,

2
8l@ “ii Sl («cosY", - «™asinvodV
(0]
z (%) i (15

«.{% *¥“0 2?20 <“«oU " -« «<», W « »i"ll af (&)

Catkujac obie strony (16) w przedziale od O do t, otrzymany

V t} +coo ?0(t) “[*0(0) "o ™o IN ?0l1t) +
+<*&, (@ ?0(®) +7e(t) -["BO(@)"(0) +7gl (D" (0) +«S(0)]
Uwzgledniajac (8) i zak. iv mamy z prawdopodobieristwem 1s
200 -~(airlt) +[>2 -~10(@)] To(d) -<avE(t) an
Zak6zmy, ze f(u,v) jest taka, ze

gha) < 0, C02s54°go(a) 8)

ten warunek dla réwnania np* van der Pola jest spekniony*
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Zakoznjy, ze E(E) =0, a funkcja korelacyjna jest Ke(T)<
Wyznaczamy gestosc¢ spektralng
+00
V “0=hA f V r)
-00

Kwadrat modutu charakterystyki czestotliwosciowej dla (17) jest

| *(i«M2 - = - i— 377 - -7
[w coo+~g0@;] +[<€., @

Jezeli SI™(io) oznaczagestos¢ spektralng procesu () a K~ @)
0 n

jego funkcje korelacyjng, to jak wiadomo [2]

S (co) k mm |
\ 02 -ar +~g0(a)]2 o[stg-juU)«)]2

7 icoT 7 M~Ne”™co

1 V* r) = K / r n —_ A71f7\-i-1-éé—;—\;l 2 Clg)

przy T = O, otrzymujemy wariancje procesu ~ (O

9 +[:(JD SAc0)&ao
6 -k (0-/ —g 2Ti—7 7Z 120)
70 -1 t“ -wo +iagoU/Jd +~ o (@

Warto$é przecietna procesu E [I* (©)] wynosi O«
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IXE. Przyk#ad

Wezmy rownanie van der Pola
Vv

u —¢(M-Ci - U2)A +o0)gU »«ttVI~cosJtt + ~gBin~t)

Zatozmy, ze 0<”~<1l, V>0t %>co

4~ i 42 zmiennymi losowymi takimi, ze

79

c21)

EI") -E(™2) -0, E~*) « 0, E@® - E(£2) - bD0<v2.Do> 0

Réwnanie (21) ma stabilne rozwigzanie

x m2.cosvVk i * -2 o0, sinYs, V< ot + ¥0, Vb m const.

Wspotczynnikis

go(2cosV; - 2wosin¥0 * - 4oosin 2?, gJ(2cosV™, - 2m08inV0 - 1-4cos2

stad

gQ@ - 0, gra) - -1, a» 2.
i réwnanie dla odchylern losowych 70(t) bedzie
% +<£7 - k oobM +$,2Birti)
Wartos¢ przecietna

EC?) » O,
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Funkcja korelacyjna

gestosc¢ spektralna

Se(co) -] Do<V [ i M + g@A)], (£ delta), (- [2D
wiec z (19)
/ Dj1 V2 ela%co
2 2\2 22
oo (@ —ooo} +41°C0

stad wariancja procesu ~(t)

= 2D M2\/2

& -k (0
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Pe 3bme

3 3aMeTKe rtojiyveao npHdJieseHHyD ;nncnepcjin caysiafthux <J2mKTy
auiift ot CTafiHJibHoro nepHoaiwecKoro pemeHua ypaBHenna 71),
raa 0.

*0_

Summary

The article discusses a way of determining the approximate va-

lue of mean square of random fluctuations, from the stabile pe-

riodic solution expressed by means of eq. (1), by v* 0



