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O RÓWNANIU TYPU VAN DER POLA Z WYMUSZENIEM STOCHASTYCZNYM

Streszczenie: W artykule podano pewien sposób wy
znaczania przybliżonej wartości wariancji odchyleń 
losowych (wywołanych wymuszeniem stochastycznym) od 
stabilnego rozwiązania okresowego opisanego przez 
równania (1)* przy V = O.

I. Wstęp

Weźmy pod uwagę równanie typu van der Pola

u(t) +co^ u(t) = ¿¿£[u(t)f u(t)] + ¿¿V. £(t) (1 )

gdzie f (u, v) jest wielomianem stopnia >  2 zmiennych u i v,
¡wi ł) są stałe, {o  jest tzw. małym parametrem o ^  ̂ < 1 » a V ^ 0.
£(t) dany proces stochastyczny, stacjonarny.

Załóżmy, że przy V = O, równanie (1) posiada stabilne okreso
we rozwiązanie x(t), dla t ̂  o, wówczas

x(t) +C02n x(t) * ¿¿£[x(t), x(t)] (2)O

i x(t) jest funkcją nielosową.
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Jeżeli T? 4 O, to równanie (1; opisuje pewien proces stochastycz
ny.
Załóżmy, że 7  (ty jest rozwiązaniem (1), wtedy

7 (t) + 6o^7 (t; =^f[7 (t;,7 (tj] +<«<V.£(t; (3)

Niech

7 0(t) » 7(t) - x(t), 7 0(t/ =7(t; - x(t) (4)

Po odjęciu stronami od (3; równania (2), otrzymamy

7(t , - x(t, +w2[77(tj _ x(t}] = ̂ [£(7,7 ) - £(x, x)] +^V.ilt)(5)

Załóżmy, że i V0 ^  w tym sensie, że- ich wariancje
są małe, np. rzędu 0 { u ? ) . Wobec takiego założenia, można różnicę 
f(7»7' ” £(x, ± ) zlinearyzować w otoczeniu punktu (x, x)

- t (x, x) - A ' -9̂  17-aÜ + (7-i)J (6)

Wstawiając (4; do (6; i (5) otrzymamy

V * '  + £üo?o(t; • V t} + d-I j f f L  • 7 0Ct)]+<̂ .v.at)
(7)

Rozwiązanie równania (1) sprowadza się zatem do rozwiązania dwóch 
równań:
1} równania (2) z którego wyznaczamy rozwiązanie okresowe przy

braku wymuszenia losowego, i 
2) równania przybliżonego (7) dla odchyleń losowych.
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II. Rozwiązanie równań (2) i (7)
Załóżmy, że warunki początkowe dla (1) są nielosowe, oznacza 

to, że należy je dołączyć do równania (2 ) •

Przypuśćmy, że x(0) - x q, x(0) « xo, xo*xQ - const., to dla (7) 
przyjmujemy

Y0(o) - 7 0(o) - 0 (8)

z prawdopodobieństwem 1 .
Wiadomo, że (p. np. [i], str. 43)* że rozwiązanie stabilne rów

nania (2) z dokładnością do rzędu 0(<u) ma postać

x o a cosV’, x — , u)Q a sin V* (9)

gdzie a * a(t>, 'V,‘= a)Qt + 5̂ (t), a i y> jest wolnozmienną funk
cją czasu.

Niech

gp(x,x) ° g 1 (x,x) = (10)

wtedy z (9) i (10), (7) przyjmie postać:

7 o(t) 4 Cop V0(t) - ¿¿[gQ(a cosV} - cuo a sinYO • ̂ ( t )  +

4 g^(a ooBVi -  uiQ a sin"V} . 7 0(t)] 4<uV.£(t) (1 1 )

Odnośnie równania (11) załóżmy, że:
i) równania (2) i (1 1) posiada rozwiązania klasy dla t ̂  O,
ii) proces £(t) jest różniczkowalny dla t ̂  O,
iii) równanie (2) opisuje stan ustalony, tzn. a » const.
iv) P { f o(o) =»£(o) - o} = 1.
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Ha podstawie założeń i - iv, różniczkuję obie strony równania (11)

df [£> * “ o “^ d t  Lgo(a oosVi " %  a ^  ?o +

■*“dt [e1 la c° 8*1 " " o  a 81,1 ) 7?b +^ V * dt (12^

jest widoczne, że pochodna^- + a)o ’?(J] 3est proporcjonalna 
2do ¿a % więc ipo + w q jest wolnozmienną funkcją czasu, a ponie

waż współczynniki g Q i są okresowe o okresie 23L, więc można 
prawą stronę uśrednić względem V, (p. [17]. wówczas zamiast (12) 
otrzymamy równanie uśrednione

2
dt + “ o V  " 2*  /  dt [80(acos^  “ "o as±nV° ? J dV’+

o

2
+ ^  /  dtt6lCacosV,ł " %  (13)

o

Przekształcamy prawą stronę (13)

231

dt + * «T dt /  «o(acos?' " %  asin^ %  dV> +

2 SC
+ dt /  S ^ « 008 !̂ dV-+<av|^
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d V r
• ii I  60Cacos¥i - £Ooasiny»)doV' + 

o
dń 2

+^ “dt * i i  /  s/aoos^ - o)o asinWdy’+^T? (14)
o

Niech
2

g0(a) " 2X f eôacosy* “ to0asinY9dP, 
o
2

§1 (a) “ i i  S1 («cosY", - «^asinVOdV 
o

z (14) i (15)

«.  {%  ł “ o ?óJ -<“«oU ' - «  ♦<“ », W  «  »i“ 11 af (’6)

Całkując obie strony (16) w przedziale od O do t, otrzymany

V t} +coo ?o (t) “ [^o(o) ^ o ^ o 1̂  ? o lt) +

+ < *& , (a) ? 0(t) +^ę(t) -[^B0(a)^(o) + ^ g 1 («)^'(o) +<«VS(o)]

Uwzględniając (8) i zał. iv mamy z prawdopodobieństwem 1 s

?0(t) - ^ ( a i ^ l t )  + [> 2 - ^ I o(a)] 7 o(t) -<av£(t) (17)

Załóżmy, że f(u,v) jest taka, że

g^a) <  O, C02 s5<t ĝo(a) (18)

ten warunek dla równania np* van der Pola jest spełniony*
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Załóżnjy, że E(£) =0, a funkcja korelacyjna jest Kę(T)< 
Wyznaczamy gęstość spektralną

+00

V “0 = ń  f  V r)
-0 0

Kwadrat modułu charakterystyki częstotliwościowej dla (17) jest

|*(i«M2 - — — i— 3-----7 7 — ------- - 7
[w coo + ^ g 0(a;] + [<«€., (a)co]

Jeżeli ST̂ (io) oznacza gęstość spektralną procesu (t) a K~ (7")
0 n

jego funkcję korelacyjną, to jak wiadomo [2]

Ł p(co)
S (co) k ■■■■' ■.... .....

\  [i02 - OJ2 + ^ g 0(a)]2 ♦[¿tg.jU)«)]2

7 icoT 7 M ^ e ^ c o  
1 V r)  = K  /  r n — ^ 7 7 -----------¥ C19)* +[^i1 Ca;w]2

przy T  = O, otrzymujemy wariancję procesu ^  (t)

+009 p SAco)&ao
6  -  k (0) -  / —g 2-T i— 7   7Z l 20)

7o - i  t“  - w o +iagoU/J +^ o (a^

Wartość przeciętna procesu E [1̂  (t)] wynosi 0«
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IXE. Przykład
Weźmy równanie van der Pola

V
u  —¿M-Ci -  U 2 ) ń  + o ) g U  » « t t V l ^ c o s J t t  +  ^ g B in ^ t )  C 2 1 )

Załóżmy, że 0 < ^ < 1 ,  V > O t % > co

4  ̂ i 42 zmiennymi losowymi takimi, że

El^) - E(^2) - 0, E ^ ^ )  • 0, E(4*) - E(£2) - D0<u2V2. Do > 0 

Równanie (21) ma stabilne rozwiązanie 

x ■ 2.cosVł i * - 2 co sinY», V** co t + ¥  , V> ■ const.O 0 0 0

Współczynnikis

go(2cosV; - 2wosin¥0 * - 4coosin 2?, gJ)(2cosV', - 2too8inV0 - 1-4cos2 

stąd

gQ(aJ - O, g^a) - - 1 , a » 2.

i równanie dla odchyleń losowych 70(t) będzie

%  +<“ ?o - k  oobM +$,2Bin%t)

Wartość przeciętna

EC?) » O,



80 Albin Masztalerz

Funkcja korelacyjna

gęstość spektralna

Sę(co) -| Do-<“V [ i M  + <y (co-A»)] , ( £ delta), (p. [2])

więc z (19)
/ D j l V2 ela%co

2 2\2 2 2 (co -co ) + ¿ 1  co
— 00 O »

stąd wariancja procesu ^(t)
2 2- 2 D M V6Z, - K (0)
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P e 3 b m e

3 3aMeTKe rtojiyveao npHdJieseHHyD ;nncnepcjin ca y»i aft hux <j?JiyKT.y 
auiift ot CTafiHJibHoro nepHoaiwecKoro pemeHua ypaBHenna 1̂), *o-
raa 0.

S u m m a r y

The article discusses a way of determining the approximate va
lue of mean square of random fluctuations, from the stabile pe
riodic solution expressed by means of eq. (1), by V *  0


