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BRONISŁAW SZLfK

O PEWNYM UKŁADZIE RÓWNAŃ RÓŻNICZKOWO-CAŁKOWYCH

I .  Wstęp

Rozważany n iż e j  problem wyniknął w toku prac prowadzonych w 
Z ak ładz ie  Mechaniki Górotworu PAN w Krakowie.

Badania procesu  przesiew ania  m ateriałów  sypkich przez n s i t  [ 1 ] 
sprow adziły  problem fizy czn y  do następu jącego  problemu matematycz
nego:
czy układ równań

a

z warunkami początkowymi

( 1 . 2 ) D^CijO/1 = f ^ ( x ) » i »  1 » 2 f . . . »  n

b

(1 .3 )
a

d la  t  « O,

1 * I 9 2 9 • • • t A
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j e s t  rozw iązalny , ozy zachodzi jednoznaczność, j e ś l i  i s t n i e j e  roz
w iązan ie  to  zbadać jego  w łasności i t p .

Warunek (1*3) może wydawać s ię  dziwny* ma on jednak  sens f iz y 
kalny  i  wyniknął z rozważań wspomnianego problemu techn icznego ,

Sa dane fu n k cje  Do , f ^  nakładamy n astęp u jące  z a ło ż e n ia :

(1 ,4 )  ^ ( x , t )  są  ok reślone , nieujem ne, m ierza lne, w spólnie o-
g ran iczo n e , całkowalne w se n sie  Lebesgue’ a jako  fu n k cje  
dwóch zmiennych w każdym skończonym p ro sto k ąc ie  a <  x ^  b ? 
0 «  t  <  t '

(1*5) DQ( x , t )  j e s t  ok reślona , nieujem na, ograniczona, m ie rza l
na d la  x 6 <  a , b > ,  t ^ O

b
(1 ,6 )  | j  DQ( x , t )  dx | j e s t  ograniczona z góry i  z dołu  przez

a
lic z b y  dodatn ie  d la  t  ^  0 ,

(1 .7 )  f i Cx) są ok reślone , nieujem ne, ograniczone, m ierzalne w
<  a , b >  oraz

(1 .8 ) 0 <  f ±+1 (x) <  f ±(x) d la  1 * 1 , 2 ,  . . . ,  n-1

b b
(1*9) /  f i+ 1 ( x ) d x < |  f i (x)dx j e ś l i  f i+ 1 (x) i  f . ( x )  i  j e ś l i

a a  x
f^ (x )  > 0  w zb io rze  m iary dodatn ie j zawartym w < a ,  b > .

(1 .10 ) /  D ^ (x ,t)d x  f^ +^(x)dx d la  każdego t ^ O .
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We w szystk ich  dalszych  rozw ażaniach użyjemy skróconego znakowania: 
zam iast p isąó  D ^ Z j t ) ,  J ^ t e . t ) ,  f ^ i )  będziemy krótko noto- 

waó D^» f ^ .
D e f in ic ja .
Rozwiązaniem układu (1.1,) z warunkami ( 1 .2 ) ,  (1 .3 ) w prostokącie 

< a ,  b >  x < 0 ,  t Q>  nazywamy c iąg  fu n k c ji  D ^  Dg, . . . ,  Dq , któ
r e :

(1 .11) wraz z daną fu n k c ją  Do s p e łn ia ją  prawie wszędzie w pro
s to k ąc ie  < a ,  b >  x < 0 ,  t Q>  układ (1 .1 ) i  warunki

(1 .12 ) są ok reślone , m ierza lne, ograniczone i  całkowalne w sen-

b >  x < 0 ,  t Q>

(1 .13 ) są  a b so lu tn ie  c ią g łe  względem t  d la  prawie wszystkich 

x 6 <  a . b >

(1 .14 ) Di  t  Di+1 na podzbiorze miary do d a tn ie j p ro s to k ą ta  < a ,  
b >  I  < 0 ,  t o>

(1 .2 ) ,  (1 .3 )

s ie  Lebesgue'a względem obu zmiennych w p ro sto k ąc ie  < a

(1 .15 ) 1 są  całkow alne według Lebesgue’a w  prze-

Di-1  -  dJ  dx d z ia le  < o ,  t Q>
a

J e ż e l i  n ie  zachodzi warunek (1 .1 5 )•  to  rozw iązanie może n ie  byó 
jednoznacznie  o k reślone . I lu s t r u j e  to  następu jący  p rzyk ład :

Niech a = 0 , b -  1, Do -  2 + t 2 , .̂o -  2 , f 1 -  1.
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Wówczas fu n k c je :

d la  O <  t  ^  1

d la  t  >  1

s p e łn ia ją  p ierw sze równanie układu (1 .1 ) i  p rz y ję te  warunki po
czątkowe chociaż są funkcjam i różnymi na zb io rze  miary różnej od 
z e ra .  Funkcje Do , D* n ie  s p e łn ia ją  warunku (1 .15) w zb io rze  ob
szern iejszym  n iż  <  0 , 1 >  . Nato
m iast funkcje  , D* są  rozw ią
zaniem  pierwszego równania d la  t< 1  
Wówczas warunek (1 .15) j e s t  s p e ł-  3 
n iony .

o

I I .  Tw ierdzenie o i s tn ie n iu  i  .jednoznaczności rozw iązania

J e s t  widoczne, że przy za ło żen iu  (1 .15) układ (1 .1 ) j e s t  rów
noważny następującem u układowi równań całkowych:

r \  1 ( x ,s ) [ d  . (x , s) -  D (x ,s ) ]
(2 . 0  D± -  f ± + j  ^ L -  4=1  i    ds

O /  [ D ^ C y .s )  -  Di (y ,s ) ]d y  
a

Rozwiązaniem układu (2 .1 ) z warunkiem (13) w p ro sto k ąc ie  < a ,  
b >  x < O, t Q>  j e s t  c iąg  fu n k c ji  D1, D2 , . . . ,  s p e łn ia ją 
cych warunki (1 .1 1 ) , (1 .1 2 ) , (1 .1 3 ) , (1 .14) i  (1 .1 5 ) .

Układy (1 .1 ) i  (2 .1 ) mają tak ą  budowę, t e  można z n ich  kolejno  
wyznaczać funkcje  D^,-,. . . ,  D^. wykażemy, że przy p rzy ję ty c h  za
ło żen iach  o funkcjach  Dq, f  układ (2 .1 ) posiada dokładnie 
jedno  rozw iązan ie . W tym oe lu  będziemy stosować metodę kolejnych

1 + 2 t
2 t
.2
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p rz y b liż e ń . Wpierw jednak  przyjmiemy pewne oznaczenia i  udowodni
my oszacowania niezbędne w dalszych  rozw ażaniach. Oznaczmy

(2 .2 )  P^ « < a ,  b >  x < 0 ,  t^ >  , gdzie  >  0

(2 .3 ) * <  a , b >  x  < t k , t ^ >  g dz ie  t^  >  t k >  O

Z za łożeń  ( 1 . 5 ) i  (1 .7 ) wynika, że i s t n i e j ą  ta k ie  s ta łe  CQ, P^, 
że

(2 . 4) O <  Do ^  Co w pewnym P^

N iech —  będzie  kresem dolnym w szystkich  l ic z b  ograniczających
f 1 z gó ry . Z (1 .6 ) wynika, że j  DQdx ^  P^(b -a) + E  ̂ gdzie E  ̂ >  O

a
Oznaczając b -  a * h mamy s tą d  i  z (2 .4 )

b
(2 .6 ) 0 < B ,  + F_hs $  f  D d x < C h1 J O oa

Z z a ło ż e n ia  ( 1 . 4) wynika, że i s t n i e j e  tak a  s ta ła  Mq >  O, że

(2 .7 )  0 < V ( x , t ) < Mo o

Wprowadzimy te ra z  pewien p ro s to k ą t P  ̂ określony równością (2 .2 ) 
d e f in iu ją c  t^  w następu jący  sposób:
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Dla danych l ic z b  C , F , , E , , li w ystępujących w nierówno- o i 1 o
ś c ia c h  (2 .4)»  (2 .5)»  (2 .6 ) i  (2 .7 ) tworzymy równanie

M
C (E, + F .h ) (1 + h) exp (—  t )  o i l  n .

(2 . 8)    -------
Mo[2Cq + P1 + 2Cq(1 + h ) e x p ( ^  t ) ]

Równanie (2 .8 ) posiada dokładnie Jedno rozw iązanie dodatn ie  t - > 0  
( r y s . )
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Zauważmy, że przy oznaczeniach (2 .9 ) i  (2 .10) mamy d la  rozwiąza
n ia  t 1 równania (2 .8 ) n as tęp u jącą  równość

A0(E1 + P ,h ) 2Aph ^
2̂ , 11 )  *1 = M (2C + 2a ' + F j  * E t 10 0 O l  1

Oznaczmy

_ _ 2A h
(2 .12 ) t 1 « min ( t ^  « t 1 min (1 ,

W da lszych  rozw ażaniach przez P1 rozumieć będziemy p rostoką t o- 

k reślo n y  związkami (2 .2 ) i  (2 .1 2 ) .
Utwórzmy te ra z  następu jący  c iąg  fu n k c ji

f  \C x ,s ) [ D 0(x ,b ) -  D ^ ( x , s ) ]
(2 .1 3 ) = f ,  + /    —

o f  [D0(y ,s )  -  (y»s)] dy
a

g d z ie  -  f 1

Zauważmy, że d la  każdego k

(2 .14 ) D^ky (x ,0 ) -  f 1(x) d la  x €  < a ,  b >  .

Wykażemy in d u k cy jn ie , że ta k  zdefiniow any c iąg  fu n k c ji  { d^ }  po

s iad a  n astęp u jące  w łasności:

(2 .15) są m ierzalne i  całkowalne według Lebesgue'a wzglę
dem zespo łu  zmiennych ( x , t )  w P1

(2 .1 6 ) | |< A q + ^ -  « P ,  i  d la  dowolnego k
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P *- F
(2 .17 ) | I (Dq -  D ^ ) d x  j<  (Ao + CQ + -£ )h  d la  O <  i  t 1

o
(2 .18 ) | j  (Do -  D}k ))d x |>

E + P h
—L-^ — ■*— d la  O <  t  <  t 1

W łasności (2 .15) -  (2 .18) zachodzą d la  k ■ O.
Prawdziwość (2 .15) d la  k -  O wynika z (2 .13) i  ( 1 .7 ) .  (2 .16) d la
k ■ O wynika z (2 . 1 3 ) i  (2 . 5 ) a prawdziwość (2 .17) d la  k=0 wy
n ik a  z (2 .16) i  ( 2 .4 ) .  Dla wykazania, że (2 .18) zachodzi d la  k=0 
zauważany, że

b b b b b

\ f v >0  ‘  Di ° ))<ix I ^  I /  V x I '  \ j  f 1d x I = /  V x  “ /  f 1dx
a a a a a

Stąd oraz z (2 .5 ) i  (2 .6 ) mamy

i ?  i«'! ? i h Pi h E1 +
Ij  t» 0. “ Di + p i h ■ " i -  ” Ei + i " > - 1 - r -
a

Załóżmy te r a z ,  że (2 .15) -  (2 .18) zachodzą d la  k > 0  w P •
Z (2 .13 ) i  na podstaw ie (2 .4 ) ,  ( 2 .5 ) ,  (2 .7 ) ,  ( 2 .6 ) ,  (2 .16) i
(2 .1 8 ) mamy d la  0 <  t  <  t^
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a to  znaczy, że (2 .16) zachodzi te ż  d la  k+1. Stąd i  z (2 .4 ) wyni
ka prawdziwość (2 .17) d la  k+1.
M ierzalność D.̂ k+1  ̂ wynika bezpośrednio  z m ie rza lnośc i i  ograni
cz oności fu n k c ji  %Q, Dq, D^k] f  1 , y[Do(y ,s )  -  (y , s)] ds.

/ « . \ SL
D1 j e s t  ponadto ograniczona a więc całkow alna.
Podobnie ja k  poprzednio z (2 .1 7 ) , (2 .1 8 ) , (2.13)» (2 .5 ) mamy dla 
0 <  t  ^  t 1

i /  (Do - D; k^ ) t ó | » i / V x | . | /  » | w ) m

a

A ponieważ

I/  - I  /  v * ł  /

t  f  »̂o(x ,s )[D o(x ,s )  -  D ^ ( x , s ) ] d x
a _ ------------------------------------------------ d s |<

a o /  [Dq(x , s ) -  D jk'( x ,s ) ] d x
a

F .h  M (2A + 2C + F„)h P ,h  M (2A + 2C + F . , h _
^ _ J L _ + _£-----£--------2------ 1—  t  < - i - +  -2 -----2-------- 2------ L _  t

2 B1 + F.jh 2 E1 + F ^  l 1

B + P h 
= —■ - ■ • —  więc

. f  i w»'i . E, + F .h  E + F .h
11 (D0 -  D1(k* ’ ) ) i ,  *  ? ,h  -  J - J - i ----------- J- L -

a

co kończy dowód w łasności (2 .14) -  (2 .18) c iągu  (2 . 13 ) .

Tw ierdzenie 2.1

J e ż e l i  dana fu n k cja  Dq sp e łn ia  za ło żen ia  ( 2 . 4 ) j (2 .6 ) w P1 
to  pierw sze równanie układu (2 .1 ) posiada rozw iązanie w PlC
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Rozwiązaniem tym j e s t  g ran ica  c iągu  fu n k c ji  określonych wzorami

(2 .1 3 ) .
¡Dowód. F

1 1 Oznaczmy d la  k ró tk o śc i A + —r  = A + C + —r  « G ,0 2 0 0 0 2 0
E + F h 
—1------ 3 H -2 “ o
Rozważamy ró żn icę  dwóch ko lejnych  wyrazów ciągu  (2 .13)

! „ ( > » , ) .  „ i t ó , .

-  ( v Di k" 1 ) ) / (Do-Dilk ) ) ^
■ I / -------------5— a------------ i  a “ i

O f  (D0-D jk_1' ) d l  i  dr.

Z uwagi na n ierów ności (2 .7 ) i  (2 .18) po odpowiednim zgrupowaniu 
wyrazów pod c a łk ą  mamy

‘o 6 a

+ (Do-D jk^) y*(Djk ) .D jk" 1^ )dx |d s
a

Stąd na podstaw ie ( 2 .4 ) .  (2 .16) i  (2 .17) otrzymujemy 

U .1 9 )  / [ ' Di k)'  D1tk* l ) |  “  ł

+ / i Di k> -  Di k’ 1 V ] de
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N ierów ności te  zachodzą w P^. W szczegó lnośc i, d la  k = O mamy z
(2 .13 ) i  na podstaw ie ( 2 .7 ) ,  (2 .17) i  (2.18)

i o  }  W ” d ! )  k c „| D(1) - D; = ) |  .  | f Ą . 9

°  / < V » i  >t ea

Stąd i  z (2 .19) otrzymujemy

Ii. G * *
| d (2 ) . D( o ) | h ł  | | „ l i )  - DW |a , ] a . «

o o a

2<*0o /  t 2
 3 h —

Ho

J I n (k+1) n ( k ) | ^  (2 MoGoJ t k+1
(2 .20) |D, - D ,  l ^ “ 2 ^  Tk+T)! WP*

O gólnie na zasad z ie  in d u k c ji  otrzymujemy

k+1
lV

2H2k-l -  (k+ i;i " *1

S tąd  wynika, że c iąg  j e s t  zbieżny w P^. Oznaczmy

(2 .21 )  D, -  lim D.W
1 k - o o  1

Tak określona fu n k c ja  D sp e łn ia  wraz z daną funkcją  D p ie r -/. \ O
wsze równanie układu ( 2 .1 ) .  I s t o tn ie ,  w szystk ie są m ie rza l
ne i  w spólnie ograniczone w P . Wobec założeń  (1 .4 ), ( 1 .5 ) ,

V Do -  ^(2 .18 ) fu n k c je  **r— :—  są również m ierzalne i  w spólnie
x(k)>
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ograniczone w a więc według tw ierdzen ia  Lebesgue*a

d.  -  “ ■ .  u »  [ f  + /  — a«]  .
’ Ł  ’ 1 /  / ( D o -  » « ) t o

/  „  ,  .  /  W Ve A¡ iu  - u  ; «
-  f ,  + I lim  - *  -   ds = f ,  + /  — 1-----ds

1 1 ¡ \ . ^  
a a

o

a to  znaczy, że funkcja  sp e łn ia  pierw sze równanie układu (2 . 1 ). 
S p e łn ia  ona także  warunek początkowy (1 .2 ) .

D la 'w ykazania, że t a  funkcja  j e s t  rozwiązaniem  pierw szego rów
n a n ia  trz e b a  jeszcze  udowodnić, że zachodzą d la  n ie j  zw iązki ( 1 .3

( 1 . 12 ) ,  (1 .1 3 ) , (1 .1 4 ) , (1 .1 5 ) .
Z n ierów ności (2 .18) przez p rz e jś c ie  do g ran icy  mamy

o

(2 .22) | /  (Do - D , ) t o | S H o > 0  .  P,

a więc ( 1 . 3 ) zachodzi.
D1 j e s t  fu n k c ją  m ierzalną jako  g ran ic a  c iągu  fu n k c ji  m ierzalnych 

z (2 . 16 ) i  (2 . 2 1 ) wynika ograniczoność D,| w P  ̂ a więc 
Dj j e s t  całkowalna według le b e sg u e 'a  w P^.

Również (1 .13) j e s t  prawdziwe d la  D^. Wynika to  z całkow al- 
n o ś c i  fu n k c ji  2̂ (D 0 -  D^) : / ^ D0 “  D j)d* i  z odpowiedniego za 
ło ż e n ia  o fu n k c ji  f ^ .  a

Z (2 .22) wynika, że (1 .14) j e s t  sp e łn io n e . Wynika te ż  s tą d , 
b

że [ J  (D -  D .)dx] j e s t  ograniczona z góry a ponieważ j e s t  ona 
a

rów nież m ierzalna więc j e s t  tak że  całkow alna.
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Określona powyżej fu n k c ja  posiada analogiczne własności
do w łasności fu n k c ji  Dq. Ponadto funkcja  D ^ (x ,t)  ma jeszcze  do
datkowe w łasności a wśród n ich  n as tęp u jącą : 

b
( x , t / d x  j e s t  n iem ale jąca , c z y l i/

h b b
(2 .23 )  J D1( x , t ) d x ^  J D1(x ,0)dx -  j f . |(x )dx

a a a

Załóżmy d a le j ,  że fu n k c ja  f g n ie  j e s t  id en ty c zn ie  równa zeru, 
s p e łn ia  za ło ż e n ia  (1 .7 )»  ( 1 .8 ) ,  (1 .9 ) i  j e s t  tego  ro d za ju , że je ś 
l i

P F
(2 .24 ) O <  f 2<  g dz ie  - |

j e s t  kresem dolnym l ic z b  og ran iczających  f„  z góry w < a ,  b> 
b

to  /  f 1 dx >  P2h c z y l i  
a

b
(2 .2 5 ) I  = P2h + E2 gdz ie  E2 >  0 . 

a

Ponieważ z (2 .16) wynika nierówność

P1
(2 .2 6 ) l ^ l  <  A0 + j 1- .  C1 w P1

w ięc s tą d  i  z (2 .23) oraz (2 .25) mamy

b
(2 .27) 0 < E 2 + P2h <  j  ^ d i ^  C i ,
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Mamy d a le j

(2.28) O «  ^  ( x , t )  «  1I1

N ierów ności (2 .2 6 ) , (2 .2 4 ) , (2 .2 7 ) , (2 .28) są  odpowiednikami n ie 
rów ności ( 2 .4 ) ,  ( 2 .5 ) .  ( 2 .6 ) ,  (2 .7 ) .

Tworząc c iąg  fu n k c ji  { d^ }  an a lo g iczn ie  ja k  w (2 .13) można
(k) (k)udowodnić, że funkcje  D' mają t e  same w łasności co fu n k c je  D;

(k) .c z y l i  można wykazać, że d la  zachodzą odpowiedniki w łasności
(2 .1 5 ) , (2 .1 4 ) , (2 .1 6 ) , (2 .1 7 ) , (2 .18) w obszarze P2 , gdzie
o k re ś limy podobnie ja k  l ic z b ę  t . .  Wykażemy d a le j ,  odpowiednik]

(k)tw ierd zen ia  2 .1  d la  fu n k c ji  D * lim  D' i  d la  drugiego rów- 
. * k —

n an ia  układu ( 2 .1 ) .
Załóżmy, że żadna z fu n k c ji  f ^  n ie  j e s t  id en ty czn ie  równa

z e ru  i  że rozważać będziemy fu n k cje  f ^  tego  ro d z a ju , że zawsze
zachodzi im p lik ac ja :

p
j e ż e l i

P
g d z ie  j e s t  kresem dolnym l ic z b  og ran icza jących  z góry f ^
w < a ,  b>  

b
to  /  f ^ d x > P i+1h > o/v

a

o i j r u  j  f j t a  -  P1+,h  ♦ 2l t ,  
a

g d z ie  Ei+1 >  0.

Uożemy wówczas powtarzać rozumowanie, k tó re  stosowaliśm y do wy
znaczan ia  fu n k c ji  D j. Otrzymamy c ią g  l ic z b  t ^ ,  t ^ ,  . . . ,  t Q wy
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znaczających  p ro sto k ą ty  P , P_, . . . ,  P , w k tó rych  i s t n i e j ą  roz-1 fc Ił
w iązan ia  D ,, . . . ,  D odpowiednich równań układu ( 2 .1 ) .  Przyjmu- 1 h
ją c

(2 .29 ) t o = min ( t ^  t 2 , . . . ,  t Q)

mamy p ro s to k ą t Po, w którym i s t n i e j e  rozw iązanie układu (2 .1 ). 
S i ln e  zawężenie k lasy  dopuszczalnych fu n k c ji  f ^  wynika z fizy
kalnego znaczen ia  ty ch  fu n k c ji  w rozważanym problem ie.
W [1] zak łada  s ię ,  że f^  = O d la  i  = 1, 2 , • • . ,  n .
W tak im  przypadku odpowiednie oszacowania będą n ieco  inne .

Załóżmy, że wyznaczyliśmy ju ż  w podany sposób fu n k cje  , D2, 
. . . ,  i  że f ^ +1 = O gdzie  j  >  1.
N iech  fu n k cja  sp e łn ia  n ierów ności

b
O <  <  G^, O ^  <  I  <  C^h i  n iech  0 ^  M^.

a
Określamy p ro s to k ą t P przez zdefin iow anie  liczb y  
W tym c e lu  tworzymy równanie

L^(1 + h)C^ ezp ( r 1  t )  
t  _    P

2C^M^1 + (1 + h )e x p (7 ^ - t) j  

k tó re  posiada dodatn ie  rozw iązanie Oznaczając

i?

4j  -  ( 1 + 10 " ^ V i ’ » j t i  '  CjJ

przyjmujemy « min ^ j +^  * tym Bamym “amy określony
p ro s to k ą t P

J+1*
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Wykazujemy, że c iąg  fu n k c ji

„ u + 1 )  _ I
o j  [d .j(x ,s )  -  D ^ u . a ) ]

$  - »

s p e łn ia  n ierów ności 

b

| f (Ds -  D $ ) 4 x |  €  U j  * OjJh 
a

l/lVD$)dl|>2ŁJ
a

Można wykazać, że c iąg  fu n k c ji  { T ^  } j e s t  zbieżny w P̂ .+1 do 
rozw iązan ia  j - te g o  równania układu ( 2 .1 ) .

Funkcja D. . j e s t  m ierza lna , ograniczona, całkow alna. Wyka- 
ż u je  s i ę ,  że i s t n i e j e  p rz e d z ia ł , w którym D >  O więcJT I

b
/  D dx >  L , ,  >  O.I  j+1 j+1

Można więc podobnie wykazać, że każde d a lsze  równanie ma również 
rozw iązan ie  w odpowiednim obszarze P^, k = j+ 1 , . . . ,  n.
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W te n  sposób wykazaliśmy n astęp u jące  tw ie rd zen ie :

Tw ierdzenie 2 .2

J e ś l i  fu n k c je  Dq, f ^  s p e łn ia ją  wyżej wymienione za łoże
n ia ,  to  układ (1 .1 ) posiada rozw iązanie w p ro sto k ąc ie  PQ okreś
lonym związkami (2 .2 ) i  (2 .2 9 ) .

Tw ierdzenie 2 .3

Układ (1 .1 ) posiada dokładnie jedno rozw iązan ie .
Dowód
Przypuśćmy, że dwa c ią g i  D„, . . . ,  D , D?, . . . ,  D* są  rozw iąza-i n i  n
niem układu ( 2 . 1 ) .  Dla sy m e tr ii  oznaczeń daną funkcję  Dq będziemy
rów nież oznaczać przez D* c z y l i  przyjmujemy D = D*.o o o
Załóżny, że D^ = D^ d la  k <  i <  n gdzie  i  ^ 1  oraz że fun
k c je  D^+<| , D*+  ̂ s p e łn ia ją  wraz z fu n k c ją  = D* i - t e  równanie 
uk ładu  ( 2 .1 ) .  Oszacujemy ró żn icę  D ^  i  D*+1

S to su ją c  n ierów ności ( 2 .4 ) ,  ( 2 . 6 ) ,  (2 .1 6 ) , (2 .17) i  (2 .1 8 ) , k tó re  
zachowują s ię  po p rz e jś c iu  do g ra n ic y , mamy w Pq :

M t  b

i  o a

b

a
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t

*  ¿f  K i  -  V i i h ł  /  K +i -  Di J
"i o

C ałkując tę  nierówność względem x  w p rz e d z ia le  < a ,  b >  o trzy 
muj emy

} G.M.h ? ^
/ K i  -  jt/ 1Di +i  -

a i  o a

b "
Wynika s tą d , że /  l D-u.i ■ D- u i l t a  * 0 DSi1 = Dł4>1 prawiei+1 i+11“ J i+1 i+1
w szędzie w PQ co kończy dowód.

Łatwo oszacować błąd  ja k i  popełnimy, gdy dokładne rozw iązanie 
Układu (2 .1 ) zastąpim y przyb liżen iem  (2 .1 3 ) . Po p ro stych  prze
k sz ta łc e n ia c h  otrzymujemy oszacowanie

Id -  D( k+I ) l ̂  h r l l l c l  (2p )k+1 l - t - -  w P
•Di  Di  h l2Pi - 1 J (k+2)! w Fi

Mi  (c i  + < W hg d z ie  - p± = -+  *?-----ł±J—

m .  Pewne w łasności rozw iązania układu równań (2.1)

Tw ierdzenie 3.1

Rozwiązanie i - te g o  równania układu (2 .1 ) ,  gdz ie  D^_^ sp e łn ia  
z a ło ż e n ia  ( 2 .4 ) ,  ( 2 . 6 ) ,  (1 .1 2 ) , (1 .1 3 ) , zaś ma w łasności
(1 .4 )  a w łasności (1 .7 ) za leży  w sposób c ią g ły  od warunków
początkowych i  od współczynnika , w następującym  sensies

J e ż e l i  D. j e s t  rozwiązaniem  i- te g o  równania o współczynniku/ \
i  sp e łn ia  warunek początkowy D ^ i.O )  = f^ (x )  i  j e ż e l i  D^m
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j e s t  rozwiązaniem i- te g o  równania ze współczynnikiem oraz
( m )  ( m )sp e łn ia  warunek początkowy ' ( x , 0 )  ■ (x) przy czym znana

fu n k cja  D , j e s t  w obydwu przypadkach tak a  sama a współczynni- 
(m)

k i « ^ i - 1  są ograniczone i  j e ś l i

U

(3 .1 ) lim  J | f ^ m) -  f j d x  » 0 oraz

to
D

lim  /  Id^  -  D. |dx » 0  d la  O s s t ^ t

Dowód*
Na podstaw ie (2 .1 ) i  (2 .22) mamy

| » w  -  Dl

i-1  0

D

- x i - i (Di - r V  / ' » l i  -  Di m)) a t

Stąd po odpowiednim zgrupowaniu i  uw zględnieniu nierów ności

Di i < v  l DM < Bi
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otrzymuj emy 

(3 .3 ) n (m) t, I l ^ ( m) -F 
Di  ’ Di  <  f i  " f i * i -1  i-1

ds

g d z ie

ki  "
(C2 v i-1 + Bi Ci-■1 + B2 )h

A " Mi-1 ' Ci-1  + V h

r i Hi-1 (Ci-1  + 1)

C ałkując (3*3) obustronnie  względem x w p rze d z ia le  < a , b > i  
oznaczając 

b
y j f W . f J  dx -  D(m)

V  bf jK-i -'‘¿ii
f i -1 Jo a 
k

‘ “i + h -r i ) ■ " i

mamy

- Dilta < uim> + vim) + *i / /lDim) - di!
a o a

dxds
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Stąd według [ 4 ]  mamy 
b

j \ Ą mJ "  D ^dX iS ( U ^  + v j“ ' )  exp ( l^ t )  
a

Z za ło żeń  ( 3 * l ) i  (3*2) wynika, że —~0, V^m<i -»-0 więc d la
t e  < O, t  >

b

3 S .  / l  “ i “ '
a

co kończy dowód*
Łatwo pokazaó, że rozw iązanie posiada m .in . n astęp u jące  własno
ś c i :
1° J e ż e l i  fu n k c ja  sp e łn ia  warunek

\ i _1 > O d la  x e <  a , x ±) > , x± < b , t  > O

X ^  = O d la  x e <  x ^  b > , t  >  O

to  e f ± d la  x  e < xi# b >

2° J e ż e l i  x^_1 4 O prawie wszędzie d la  x e < a , x^>  , t  > O 

4 O prawie wszędzie d la  x e  < a , x^> , t  ^ 0

to  Di  4 0 prawie wszędzie d la  x e  < a , x^>  , t  > 0

©D
3 J e ż e l i  1 ~ Ł > 0  w Q = <  a , xq > x < O, t o >  gdzie  x q  <  b

oraz posiada d la  prawie każdego x pochodną względem x
równą ze ru  oraz 0 w p rze d z ia le  < a , xq >

0D.
to  ® > 0  w Q' » < a ,  x'> x < 0 , t Q > gdzie  x '4  xo*
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4° Prawdziwe j e s t  również tw ierdzen ie  z przeciwnymi nierów nościa
mi.

5 °  J e ż e l i  x i  1 j e s t  różniczkow alna i  m alejąca względem x  oraz
©D ©D

*̂*1 < 0  i  ■ ^ O w pewnym p rz e d z ia le  a < oc < x < (3 < b

d la  O < t  < t  i  j e ś l i  ponadto f ± m aleje w p rz e d z ia le  < oc,(3> 
©D

to  < 0 d la  x  6 < cX , (i > , t  G < ©', t Q >

©D
6° J e ż e l i  > 0 , X±_1 > 0 ,  f ± < f ±-1 w Po to  D±_ 1 -  D± > O

0D
oraz rrr*- > O w P^(ot x o

7 °  J e ż e l i  Xi  > O w Po d la  i  = O, 1, 2 , n-1

^  f ^  d la  i »  1» 2» •••» n-1

©D
0T > °  *  p0

t o  D0 > D t > . . .  >Dn w Po.

8 ° Pi>zy za łożen iach  p rzy ję ty c h  w 6° fu n k cja  y  dx j e s t  n ie -
dm alejąca względem t .

/v9° Funkcje /  D.dx są  ab so lu tn ie  c ią g łe .

10° Rozwiązanie sk łada s ię  z fu n k c ji  nieujemnych.
Wniosek te n  otrzymamy po p rz e k sz ta łc e n iu  układu (1 .1 ) t r a k tu 
ją c  ko lejno  równania jako liniow e względem D^.

11° J e ż e l i  X^_1 ^  m ^  > O prawie wszędzie d la  x e  < a t b> , t > 0  
i  j e ś l i  i s t n i e j e  skończona l ic z b a  1 ^ -1  taks* że fu n k cja  
D i_ i(x ,t )  j e s t  s ta ła  względem t  d la  t  > 1 ^ »  x € < a , b >
to  i s t n i e j e  taka skończona lic z b a  Ti t  że funkcja  t )
j e s t  s ta ła  względem t  d la  t  > T^» x € < a ,  b >  •
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12° J e ż e l i  X±_1 < i  j e ś l i  i s t n i e j e  s tak a  s ta ła
że fu n k c ja  D ^ ^ . t )  n ie  za leży  od zmiennej t  

d la  t  > Ti (Mi _ 1) ,  x  e < a , b >
to  T . (K. . )  r o ś n ie ,  gdy M, , m aleje oraz T4 (0) ■+=>*=.1 1-1 i-1  1

13° J e ż e l i

®Di-1a) fu n k c ja  — j es t  ograniczona

b) fu n k cja  D ..(x ,t)  j e s t  określona d la  t €  < 0 , + =«)
c) i s t n i e j e  tak a  skończona lic z b a  T^, że fu n k c ja  D ^ (x ,t)  nie 

za leży  od zmiennej t  d la  t  > T^, x e < a , b>
dy fu n k cja   ̂ j e s t  ograniczona i  sp e łn ia  warunki

X. « > 0 i  lim  X. , > 0 d la  a ss x  x <  b
t-*-oo o

Ai  = 0 d la  x >  xQ, t  > 0

to  lim  (D. , -  D .) ■ 0 d la  a $  x  =£ x^ i-1  i  o
oraz d la  xq < x  ^  b , t  > 0 .

W łasności 11° -  13° rozw iązania układu (1 .1 ) są  i s to tn e  w ba
d an iach  f izy k a ln eg o  problemu, k tó ry  o p isu je  układ ( 1 .1 ) .

IV. Pewne uogó ln ien ie  układu równań (1.1)

Łatwo można pokazaó, że w szystkie powyższe rozważania ( tw ie r
d z e n ia , w nioski i  sama metoda) przenoszą s ię  z niew ielkim i mody
f ik a c ja m i gdy zam iast układu (1 .1 ) rozważań będziemy układ ogól
n ie js z y  a m ianowicie:

a

lub  nawet je sz c ze  o g ó ln ie jsz y .
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T u ta j o danych funkcjach  zakładamy- że w każdym skończonym

(4 .2 )  H^(p,q) są  nieujemne i  n ie  równe tożsamościowo ze ru  w
żadnym obszarze miary d o d a tn ie j, w spólnie ograniczone, 
m ie rza lne , c ią g łe  względem p ,q  i  s p e łn ia ją  warunek Idp - 
s c h itz a  względem zmiennej q.

Zakładamy ponadto, że H ^ p ^ )  mają n as tęp u jącą  w łasność: d la  do
wolnych fu n k c ji  . p ( x , t ) ,  v  ( x , t )  określonych , nieujemnych w p ó ł-  
s t r e f i e  x e < a , b >  , t Ł < 0 ,  + » > )  i  ta k ic h , że / ^ ( f ,  y )  dx

Przyjmujemy, że funkcje  * ( x , t )  s p e łn ia ją  za ło żen ia  (1 .4 ) Do u - 
k ładu  (4 . 1 ) dołączamy warunki początkowe

(4 .4 )  Di (x ,0 ) -  f  (x) > 0  d la  i  * 1, 2 ............ ....

Dane fu n k cje  f i (x) s p e łn ia ją  za ło ż e n ia  ( 1 .7 ) .
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0  CflHUÎ Ch OTEŁIE hHTE T PA JIbH O -flh i^E PEHIU. AJ] bHbLX 
yPABHEHMh

P e 3 jo u  e

B pafiore paccMOTpeHo e n c re u y  h h t b rpan i>ho—gwjxpepemsn ajiLHHx
ypaBHehhk <1.1 ) c HasaxbHbiMH ycnoBHHMM < 1 .2 ) ,  ( 1 . 3 ) .

3Ta CHCTeMa B03HHKJia c uexaHmiecicnx h c cji e ® o b ans h npouecca 
npooenaaEKH cbinyvHX MaTepuajioB vepe3  n c h t nocjiegoaaTeJibHO 
pacnoJioxeHHux [ 1 ] .  ÆoKa3aHO, v to  CHCTeMa «MeeT pemeiiKe n TOJib- 
Ko ogHO, cooômeHo TaKsce CBoiicTBa pemeHHH (1 1 1 , 1 ° - 1 3 ° ) .

ON SOME SYSTEM OP INTEGRO-DXFPERENTIAL EQUATIONS 

S u m m a r y

The paper d e a ls  w ith  th e  system  of in te g r o - d i f f e r e n t ia l  equa
t io n s  (1 .1 ) w ith  th e  i n i t i a l  co n d itio n s  ( 1 . 2 ) ,  (1 .3 )*  T his system 
c h a ra c te r iz e s  th e  p rocess of screen ing  of g ra n u la r  bod ies through 
n sc re e n s . I t  i s  proved: the  uniqueness of s o lu tio n  of th e  system 
and p ro p e r t ie s  ( I I I ,  1° -  13°) of th e  s o lu t io n .

I


