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Seria: MATEMATYKA.-FIZYKA z. 15 Hr kol. 285

WIESEAW SOKIESZEK

0"ROZWINZAHIU ROATTAHIA f(§©) = max  /g(y)+h(x=y)+ f[ay+hCx-y)]|
0My«xL
W PRZYPADKU FUNKCJI WKLESEYCH

1* Wstep

Przedmiotem niniejszej pracy jest nastepujgce réwnanie funkcyj-

ne programowania dynamicznego

e m max (@ +h(x-y)+f [(a-b)y + bx]| €))
O<y«xL
gdzie g i1 h sg danymi funkcjami, zas a i b danymi liczbami.

Przez fCx) oznaczona jest funkcja szukana.

W calej niniejszej pracy obowigzywaly bedg nastepujace zatozenia:
C g 1 h(xX) sa funkcjami cigghymi dla x~ O

fb) g(0) = hCo) - O

© O<a<bx1l

oo

i* ~ m(cnx) <00 , gdzie m(x) = max max ClgWIl- [h(D
n=o (ORARVAAD'

W monografii |j] dowodzi sie, ze przy zatozeniach od Ca) do Cd)

rownanie (1) posiada jednoznaczne i ciagle rozwigzanie, spekniaja-

ce warunek f(0) = 0. W dalszych rozwazaniach yCx)e [PixJ oznaczac

bedzie dowolng funkcje speiniajacqg warunek

fix) i gly(x)] +h[x-y(x)]+ f [Ca-b)y(x)+bx], )
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gdzie T(xX) jJest rozwigzaniem rownania (i). Jezeli funkcja y(xX)
jest znana, wowczas rozwigzanie rownania (i) sprowadza sie do roz-
wigzania zwykdego réownania funkcyjnego (2). Praktycznie jednak, ze
znalezieniem funkcji Ff(X) wiaze sie scisle problem znalezienia
funkcji y(X). W zasadzie jedyng metodg, ktdrg postugiwano sie do-
tychczas, przy uzyskiwaniu jakichkolwiek wynikow dotyczacych réw-
nania (i), byla klasyczna metoda kolejnych przyblizen. \Wszystkie
wyniki uzyskane w tej pracy, zaréwno nowe (- tw. (), @), @,
@, G 1 ) jak i1 uogdlnienia znanych (p- tw. 7 oraz réownanie
16), nie sg uzyskane w oparciu o metode kolejnych przyblizen.Szcze

gotowiej wyniki uzyskane w tej pracy oméwimy nizej.

2. 0 strukturze funkcji Q) 1 y(X) w przypadku wklestych fun-
keli.ijin
Z zatozenia wklestosci lub silnej wklestosci funkcji g 1 h, wy-
nika odpowiednio wklestos¢ lub silna wklestos¢ funkcji £ (- [YD)-
W przypadku silnej wklestosci funkcji g 1 h, a tym samym 1 funk-
cji T, funkcja y(xX) jJest jednoznaczna. Z jednoznacznosci funkcji
y() wynika jej ciagtos¢ (p- [2D-

Twierdzenie 1

Jezeli funkcje g(xX) 1 h() sawkleste oraz posiadajg prawo-
stronnie ciggle pochodne jednostronne g™X) 1 h*(X) w przedziale
[0, o®), to

0> 1A [x-y(9] -bg” [yCQl, gdy yG) < x1# €))

) < {ah; [x-y(9] -bg” yCA]l » gdy yC) > 0 @

1 ~"Zauwazmy, ze z zakozenia y(X) < X lub y(x) > 0 wynika dodatnios$¢
tych x dla ktdrych spekniona jest nieréwnos¢ @) lub @).
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Dowod;

Utworzmy iloraz roznicowy dla funkcji f(X) w dowolnym punkcie
X > 0.

0
N [FCotAX)-Fixo)] = - gy (XotAX) K[ XotAX-y(X0+AX)] +
+ FL(@DbyxotAx) + b(xotA)] -gly Co)l-h[xo-y(xQ)] -

-T[@-b)y(Q) + bxQll

Jezeli y(xo)< X5 to dla dostatecznie matego przyrostu Ax > O*
mamy

0< B-Ax < x-y(X)), gdyz a<b (p. z2>. (©)
Stad
0<y(x0)—a_d xO+Ax

Korzystajac z optymalnosci funkcji y(x) 1 powyzszej nierdwnosci
mamy

gly(xo+A)] +h[xQ+Ax-y xg+Ax )] +F [ (a-b}y(xo+Az)+b(xo+Axi| >

“A  +h[vAx-y(o0) + S S +F{@Dh)& fx0) " S S +bxa}

Stad dla ilorazu roznicowego funkcji T (), otrzymujemy nierownosc
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Z silnej wklestosci funkcji g, h 1 fdla x >0, wynika istnienie
i odpowiednio jednostronna ciaghos¢ pochodnych g™N(x), h~(xX), g™(X)
(), PFCQ 1 Wx) dla x> 0, przy czym pochodne g*(xX) 1
h*(x) sa, na mocy zatozenia, ciagle rowniez w przedziale [0»00)»
Przechodzac w ostatniej nieréwnosci do granicy przy AX —*-0+ otrzy-
mujemy nierownos¢ (3), Dowod nierdownosci (@} jest analogiczny.

Twierdzenie 2

Jezeli funkcje g(xX) 1 h(X) sa silnie wkleste i1 posiadajg ciagle
prawostronnie pochodne jednostronne gMX) 1 ™(X) w  przedziale
Co, 00 ), to funkcja y(X) jest niemalejgca w przedziale (0, 00 ).

Dowdd

Przypusémy, ze twierdzenie nie jest prawdziwe. Istniejg wowczas
punkty x1 i x2, spelniajace nierownos¢ 0 < x1< X2»2) dla kto-
rych

y”™) > y(x9)
Poniewaz y(xg) < y(x1)N x* < Xg, wiec na mocy (@) otrzymujemy

fix}> ¢ "{ahl A&}

Z drugiej strony, poniewaz y(*) > y(xg) N 0, otrzymujemy na mocy

(4)

-(i}< ¢{ah»[xi-y(xi)]-bg* [yC<D)1}

Poniewaz funkcja y(X) jest ciggla w przedziale (b*00 ), wiec wy-
starczy udowodni¢ jej monotonicznos¢ w przedziale (0,00 ).
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Z silnej wklestosci funkcji g 1 h wynikaja nieréwnosci

b* p2-y(x2)]< h*[xl-y(x1)]t gdyz

stly(*2[j> edyz yfed > yfen

Stad, poniewaz a < b, otrzymujemy dla pochodnych  jednostronnych
funkcji silnie wklestej nierdwnosé

2 ¢2)> ML )»

co niemozl iwe«

Twierdzenie 3

Jezeli g(xX) 1 h(X) sa funkcjami silnie wkleskymi 1 rézniczko-
walnymi dla x ~ 0, to

BOY = ~ah*[Ix-y()1-bg* [yCOll dla x6 A )
P [@DyO)+bxi = - "7 [x-y()] -g”[yOOl“ dla x 6 A ©
y(xX) Jjest funkcjg rosngca w zbiorze A, (@)

gdzie A *-]g 0< y(X) < g*
Dowodt
Dla dowolnego x 6 A, mamy na mocy @) i (4)3) nieréwnosc¢

+ 7~ > ¢ r{ah*&-y™x0 -bs’[yC)ll > Ti®)

3l
Z rézniczkowalnosci 1 wklestosci funkcji g 1 h w przedziale L0>(0)
wynika istnienie i prawostronna cigglos¢ pochodnych g” 1 h?.



130 Wiestaw Sobieszek

Z drugiej strony, poniec/az funkcja f(X) jest silnie wklesta, mamy
.S 3

Z powyzszych nieréwnosci wynika rownos¢ (G)«

Dla dowolnego x € A z optymalnosci funkcji y(xX) wynika, ze po-

chodna lewostronna funkcji g(y)+h(x-y)+F [fa-b)y+bx] .wzgledemzmien-

nej y, jest nieujemna dla y = y(x), zas pochodna prawostronnanie-

dodatnia.
Stad otrzymujemy odpowiednio nieréwnosci

g IyC)3 -h* [x-y()Jd + (ahb) = [(@b)y(x) + bxj >0,
gilyCol -h*jx-yCal + (y-b)  [@b)y() + bxj <0,
z ktorych wynika rownos¢ (6
Przypusémy, ze funkcja y(x) nie jest rosngca w zbiorze A.Wor/czas

istniejg punkty x1, x*€ A, speklniajace nierownos¢ 0 < X < x 't
dla ktorych

yx,) > 77)
Stad, z ®) i z silnej wklestosci funkcji g i h, mamy
k- =¢ b~ ?&i-yfM)] -"bg,Qrix)]} < ~Tah* pR-y(20 -

- bg’yCL} - £*7)

co konczy dowod, gdyz ostatnia nierownos¢ daje sprzecznos¢ z whkas-
noscig pochodnej funkcji silnie wklestej.
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twierdzenie 4

Jezeli funkcje g(xX) 1 h(X) sa silnie wkleste 1 rézniczkowalne
w sposob ciagly dla x>0, to warunkiem koniecznym na to by w pew
nym prawostronnym sasiedztwie zera:

1° y(xX) =0 Jest aby LiPi. <

2° 0< y(X) <y jest aby *J~"r

3° y(xX) Jjest aby fT-

Dowod;

Jezeli w pewnym prawostronnym sgsiedztwie zera jest y(X) < Otio

&) = h®) + f(bx)

Stad iterujac otrzymujemy
00]
O »~  h(nx)

n=o
Istnieje wiec w rozwazanym sasiedztwie pochodna funkcji F() dana
wzorem

Oc

f ) a b1™* (bnx)

n=o
Z drugiej strony z optymalnosci funkcji y(x) = 0, wynika zachodze-
nie w rozwazanym sasiedztwie nierownosci

g*(0) -h*(x) + (a-b)f*(bx)< 0
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Stad oxaz z silnej wklestosci funkcji F(X) 1 h(X) oraz zatozenia
(©), otrzymujemy

0>g»(0) —»(X) + da-b)f*(bx) > g»(0)-h*(0) + (a-b)f(0)
Poniewaz

() « h*(0)
n»0
wiec ostatecznie otrzymujemy nieréwnosc
1-a 1-b
Przypusémy teraz, ze w pewnym prawostronnym sasiedztwie zera y(X)
spelnia nierdwnoscé
0< y(X) < x

Wowczas z G) 1 (6) otrzymujemy odpowiednio

lim ) - ~[ah* (0O)-bg"(@®] 1 Llim F~&) = -~[h» (0)-g* (0)]
X— O+ " X— 0+
Stad

gt@® h»(0)
l-a”1l-b

Przypusémy, teraz, ze w pewnym prawostronnym sasiedztwie zera jest
y(x) m x. Wowczas dla x-¢éw z tego sasiedztwa mamy

OO » g0 + f(@)



O rozwigzaniu rownania. 133

Stad iterujac otrzymujemy
00
) -£  g@a
n»o

Istnieje wiec, w rozwazanym sasiedztwie, pochodna funkcji f(xX). Z
optymalnosci funkcji y(x) « X, wynika zachodzenie w rozwazanym sg-
siedztwie nierdéwnosci
g+ O + @bf@) " 0
Poniewaz
g » OO F (@),
wiec z ostatniej nierdownosci i silnej wklestosci funkcji () mamy

0 <f,()-h"()-bf*@xi < A-b)Ff @)-h* @) < (I-b)F* (©)-* ©)

Stad, uwzgledniajac rownoscé

otrzymujemy nierownoscé

oS

Twierdzenie 5

Jezeli funkcje g(x) 1 h(xX) sg silnie wkleste 1 rozniczkowalne w
sposob ciggly dla x 0 i1 jezeli
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to

vy =0 dla x>0, gdy f AT

albo

y(x) =0 dla 0" XxX"xq 1 0<y(X) < x dla x> xq,

gdy £Ko A

> L,
gay 1 N

J.
b

gdzie X" jest jednoznacznym pierwiastkiem rownania
Qo
g'(oc) —h’® + (@b bv(bn+tlx) =0 ®
n=o
Dowod:
Ha wstepie udowodnimy istnienie prawostronnego sasiedztwa zera
w ktorym y(xX) = 0. przypusémy, ze nie istnieje wyzej wspomniane
sgsiedztwo zera. Wowczas, poniewaz funkcja y(x) jest ciagha 1 na
mocy twierdzenia 2 niemalejaca, musi byc

O<y(x x dla x>0

Poniewaz przypuszczenie, ze istnieje prawostronne sasiedztwo zeza,
w ktorym y(x) * x, pocigga za sobg, na mocy twierdzenia 4, nie-
rownosc 1i * g . 6. sprzeczng z zakozeniem, wiec istnieje cigg
X n—*~0+ taki, ze

o<y(*n)
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Stad na mocy (G) i (6) mamy odpowiednio

f o} -bg ’[y(Gn 0}
* [(@-b)yCn)tbxj =—-  [h*[>n-yM “s”
Z powyzszego 1 z rownosci granic

lim t~(x ) i lim 7 [(a-bjy®) + bxj

n—*-°° n-*-°°

sprzeczng z zatozeniem.

Poniewaz pokazalismy, ze w pewnym prawostronnym sasiedztwie zera
jest y(xX) = 0, wiec z monotonicznosci funkcji y(x) wynika mozli-
wos¢ zaistnienia dwéch nastepujacych przypadkow

yxx) =0 dla x>0

f£- o dla
yU\ - gdzie x > O
\>Q dla X >x0

Wkazemy, ze o ile punkt xq Iistnieje, to jest jednoznacznym pier-
wiastkiem rownania

HX) = 0, gdzie HX) =g @) - h"® + (@b b1 > (on+ X)
n=o

Istotnie, przechodzgc w (6) do granicy przy X-—Xo+, mamy
lim F£@-b)y()+hx3 = [h* (0) - g”(0)3

X— X~+
0
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Z drugiej strony, poniewaz y(x) * O dla 0~x<x , wiec ist-
nieje pochodna funkcji f(X) dana wzorem

00
f1x) «N o~ @x) dla O<x <xQ
omo

Stad dla punktu bxQ < xqg, mamy

fribxy) =y bV (bntlxy)
Nn=0

Z rownosci 1im  |[(@-b)yC)+Hg = P~ (box ) wynika, ze H(x }* O
X-X0t+

Poniewaz funkcja H(X) jest rosnagca oraz

H©) = LeM -~M] iHCo)m(@ma) [sIM _LL 1T

wiec rownanie H(X) = 0 nie ma pierwiastka dodatniego, gdy

g’@©@< » QO g @© ~ h»(oo)
1-a 1-b 1 1-a 1-b

lub istnieje jednoznaczny pierwiastek dodatni- gdy

gv(O" h* (o) »(©0) "~ h7(~>)
1-a 1-b 1-a 1-b

Dla pelnego dowodu twierdzenia, nalezy jeszcze wykazaé, ze

yx) < x dla x>0

Przypusémy, ze powyzsza nierownos¢ nie jest prawdziwa. Wowczas, po-
niewaz funkcja y(x) jest ciggla i na mocy () rosnagca w pewnym
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prawostronnym sasiedztwie punktu xq, musiatby istnie¢ punkt
Xx1> xQ taki, ze

y(le 1 i O<y(x) < Xy d@ X < x<x,l
Stad oraz z (B) many
-Gs- "h-
Z drugiej strony poniewaz
ay(X) + bjx-y(x)j < ay(x) < ax, dla xQ< x <x©
wiec z (6) mamy
fliavy =£*
Poniewaz axl< x* 1 funkcja f() jest silnie wklesta, wiec
f )< @)
Stad
cmf[aWo) - *=(*,)1< ¢[h*(0) - el

Korzystajac z silnej wklestosci funkcji g 1 ostatniej nierdwno-
sci, mamy

h*(© (1-8) < g»(x1JI-b) < g* (©) (1-0),

co sprzeczne z zatozeniem §_ , ;i _
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Wniosek 1

Jezeli funkcje g i1 h spelniajag zatozenia twierdzenia 5, tow

przypadku fj1l_°a > ~ { “est
0
g*[yYCOD- k™ Xyl +(@h) *b\ * jm (a-b)y(C)++britlx]= 0

n=0 (9)

dla xO’\ X< X

g*lyCOl-h* [x-y(9] +ah"jVa-b)y COtbx-y [(@-b)yC)+ox]i—
(10)
- bg’ly [@D)yYy() + bxjj~ 0 dla x”~x

gdzie xq Jest jednoznacznym pierwiastkiem rownania (B), zas Xx

rownania
@by + bx = x (11)
Dowdd:

Z twierdzenia 51 z () wnika, ze pochodna funkcji f(xX) dana
jest wzorem

*yl, bnh* (nx) dla 0< x < x
n=o

f ® -i
lah* x-y(xj] - bg* [yl dla

Pokazemy, ze T (X) jest ciggla dla x”™ 0. W tym celu wystarczy
pokaza¢, ze ff(xo) = fi‘%( ). Istotnie

10 = Y1362 @) = 1 0g) + b YRV (Bnep) = e ) +
=0 n=o

+¢b [h,(x0) “ g, @] =¢b {ah,«o} " bs” O} = +(0)
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Z monotonicznosci 1 cigglosci funkcji y(G wynika  istnienie 1
jednoznacznos¢ pierwiastka xg rownania (11). Zauwazmy, ze

0 @by + bx™ x dla x 0<; X< X

0
(a-byy() + bx *xo dla x ™ x

Stad 1 ze wzoru na ) mamy

r 08)
(ab) br ” jm (a-byG)+bn+lxjdla XX
Nn=0

(a-b)f*pa-b)y () +bx]=
ah’{(a-b}y (Q+bx-y[Ja-b)y CQ+Hx1j>-

bg*jy [(@-b)y(x)+bxjj- dla x ™ x

co wraz z (6)» daje odpowiednio (&} i (10).

Twierdzenie 6

Jezeli funkcje g(xX) 1 h(X) sa silnie wkleste 1 rézniczkonal
ne w sposéb ciggly dla x> 0 1 jezeli

sliol= »(0)
1-a 1-b*

to
O<y(x}<x dla x>0

Dowod}

Na wstepie zawmerizgr, ze gdyby istniak punkt xg> 0 1 taki, ze
y(xX) « 0 lub sgsiedztwo prawostronne zera, w ktorym y(x) = X, O-
trzymalibysmy w obu wypadkach, na mocy twierdzenia 4, nierownosci
sprzeczne z zatozeniem.
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Wobec tego niech
O<y”™ x dla x>0

przy czymw zadnym sgsiedztwie prawostronnym zera, nie moze byc¢
y(x) m x. Istnieje wowczas punkt x*>0 1 taki, ze

0 < yOx*) < x*
Poniewaz funkcja y(xX) Jestciggla, niemalejgca i spelnia nie-
rownos¢ 0 < y(X) < X, wiec gdyby nieréwnos¢ 0 < y(X) <xnie by-
+a prawdziwa, musialtby istnie¢ punkt 6 O, x*) taki, ze
y(x1) = x1
O< y(xx) < x dla xe &j x*>
lub punkt x2e (x*too) taki, ze
y(x2) = Xg
O<y( < x dla xe<x*, x2

wykazeny, ze w obu wypadkach otrzymamy sprzecznos¢ z zakozeniem.

Istotnie ng mocy () many
) = ~ah* [xy()] - bg"[y()]]l dla xe @, x*>
zas na mocy (6)

P £@-b)y(x) + bx]= *~"h* [x-y(dl - g [ypgll dla xe (x.J.x*>
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Stad przechodzac do granicy, przy X-— otrzymujemy
Fxr)y = Jjak= @ - bg* (rjJ
f+iaXl}=¢b t,f0} “ g”ixi0

Z powyzszych réwnosci i nieréwnosci

< f(@x,)

h*(0) -8 < g*(xD(A-b) < g*(O)(A-b)

co sprzeczne z zatozeniem Analogicznie uzyskujemy
sprzecznos¢ dla punktu Xg*

Wniosek 2

Jezeli fhnkcje g i h spelniajg zatozenia twierdzenia 6, to

9’ IyCI] - h?Dxy()] + ah”|(a-b)y()+bx -y [(a-b)y()+bx]}-

: @2)
- Po-yl~-@Dy)t9j- dla x>0

Dowod wynika z twierdzenia 6, z B 1 (6B)»

(Twierdzenie 7

Jezeli funkcje g(X) 1 h(X) sa silnie wKLeste i rézniczkowalne w
sposob ciggly dla x”™ 0 1 jezeli
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to
yx) =x dla x>0, gdy NN
albo
yod =x dla 0gx<xj i 0<y() < x dla x> x,,

l1-a 1-b

gdzie xg Jjest jednoznacznym pierwiastkiem réwnania

g® -h* @ + @b) » ang*(@+1x) n 0 (13)
n=o
Wniosek 3
Jezeli funkcje g i1 h spelniajg zatozenia twierdzenia 7, to w
przypadku

> h»M
l1-a * 1-0b
jest
0
g*[y(CO1-h, (x-y(CQ1+(a-b)*ang , [an fa-b)y()+anbx] = 0 as
n=0

dla xy< x< X

g* {091 -h” [x-y(Y] +ah ™| (@-b)yC)+ox-y [(a-b)yCO+bx] |-

- bg’ly [(a-b)y(C)+bx]] dla x ™ x S

gdzie jest jednoznacznym pierwiastkiem rownania (12), zaz x
rownania (11).



0 rozwigzaniu réwnania. . 143

Dowody twierdzenia 7 i1 wniosku 3» sg analogiczne do dowodéw odpo-
wiednio twierdzenia 5 i wniosku 1.

W monografii ij3 znajduje sie niescisty szkic dowodu twierdzenia 7,
przy dodatkowym zatozeniu monotdnicznosci funkcji g i1 h. Zaznaczy¢
nalezy, ze twierdzenie 7 jest uogolnieniem odpowiedniego twierdze-
nia znajdujacego sie w [i] nie tylko z powodu monotonicznosci fun-
kcji g 1 h, lecz takze ze wzgjledu na zastgpienie zatozenia g* (™)K
< h*(©) zatozeniem J "NV - b*

Uwaga

Twierdzenia 5, 6 1 7 oraz wnioski 1, 2 i 3 prawdziwe sg takze
przy zatozeniu a > bt co +atwo stwierdzi¢ zamieniajac rolami ar-
gumenty y 1 x-y oraz liczbhy a i b.

Przykkad ilustrujacy zastosowanie udowodnionych twierdzen, I wnios-
kéw

Rozwazmy réwnanie

OO = max icy-y2+d(x-y)-(x-y)2+f [(a-b)y+bx]* F(0)=0, €5)
y

gdzie ¢, d>0 1 ~

Réwnanie (8) ma postac
00
c-d+ (@b)”~ bn{d-2bn+tlx) =0
n=o

Stad wyliczamy pierwiastek

* (+b)&(™)-c(1-b
X0 ** 2 (1-ab
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Zaktadajac, ze
yW = y.,0=cx*x-x0) dla XQ™ x <x,

gdzie 0 1 xsg stabymi, ktdérewyznaczamy odpowiednio Zztozsa-
mosci (@} 1 rownania (11). Po datwych rachunkach otrzymujeny

R [RC PN A 8
A T 2(1”bU2-,2 1" »e°Va-*"r

Nastepnie przewidujemy funkcje y(xX) w postaci

yx) - y2(X) = o)+ (x-xq) dla x<gx<x,
gdzie dg 1 xsg stabymi ktore zalezy w odpowiedzi! sposdb wy-
znaczyo.
Staltg 072 wyznaczy z tozsamosci (L 0) majacej w tym przypadku po-
stac
670 2 CO1-h*[x-y2 91 +ah»{(a-b)y2 CO+bx-yl [(a-b)y2 CO+bx]| -

- be*{yl [@GD)Yy2H)+tbx]}a 0 dla x< x <X,

gdzie x jest jednoznacznym pierwiastkiem réwnania

(a-b}y2 C)+ox » x

Po wyliczeniach many
17b + b(aH)cCj _ x(@h)Cj ¢—~q)
°°2 " 2*(a-b)-(a.W)oc® 1 * = Db+"a-b;

Z powyzszego tatwo zauwazyC, ze funkcja y(xX) bedzie przedziaktami
liniowa.
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C PEIUEUMK ypA3HEHKh f(x) = max /gCy) + h(x-y) + flay + b(x-y)1|
Osiyss*
B CJiyHAE BOrayTflIX iyilKkUMfI

Pe 3e me

3 padoTe “oKa3aHo 7 Teopew cthochiUiucch k CTpyKrype peniehhh
ypasHeHHH O ) a Tanxe tpyHKUHK, Koropaa BunoliHaeT = MaKCHMyu npa-
BOH CTOpOHbi ypaBHeHMH (1 )= c flOK83aHHUX TeOpeM BUTeKSET HeKC-
Tcpue BHBOflu, KCTopue npuMeHHETCH b onpesejie hhh peiuehhh ypaB-
HeHHH u ) B Cliywae BOrHyTEJX (IyHKIIKIl g(x) H -h(x).

lIpKMeHeHHe 3Twx bubosob npeflCTaBlieHo Ha npnMepe ypaBHehhh
06).

0*Ha ¢ joKa3aHHUXx Teopea hbjiaetch o00Oo6meHHeM KoHrpy3HTHoii
teopeMu HaxcsHmeHCH b mhcropatpMH [1J .
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ON THE SOLUTION OP THE EQUATION () = max [g(y)+h(x-y)+
0”™ygzx
+ f(@ay + bxy) IN THE CASE OP CONCAVE FUNCTIONS

Su'mmary

The paper proves seven theorems concerning the structure of the
solution of both equation (I) and the function which realises the
maximum of the right side of this equation, prom the proved theo-
rems there may be gathered some corollaries, which may be applied
when determining the solution of equation (I) in the case of con-
cave functions g and h. The application of these corollaries has
been i1llustrated by means of equation (16). One of the proved theo-
rems is a generalization of the correspondent theorem set up in

monograph (I).



